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туальным проблемам космических полетов — движению искусствен¬ 
ного спутника, гироскопу с полостью, заполненной жидкостью, 
и т. п. Большой интерес представляет предложенная автором клас¬ 
сификация гироскопических приборов. 
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Предисловие редактора перевода 


Представляя читателю русский перевод книги известного немец¬ 
кого ученого профессора К. Магнуса, мы хотим отметить некото¬ 
рые ее особенности. Это капитальная монография, в которой с ис¬ 
черпывающей полнотой и на высоком научном уровне освещены 
главные аспекты и приложения современной гироскопической тео¬ 
рии, ее методы и наиболее значительные результаты, в частности 
и те, которые принадлежат самому автору. Вместе с тем книга 
может служить и учебником (или хорошей основой большого кур¬ 
са) по теории гироскопических систем. Чем достигается такое не 
часто встречающееся сочетание? 

Прежде всего тем, что материал книги при всей его полноте 
и многогранности подчинен четкой и глубоко продуманной систе¬ 
ме. Читателю предлагаются не отдельные вопросы теории гиро¬ 
скопов (что вполне естественно для обычной монографии), а цель¬ 
ная система знаний — наука о гироскопе и его приложениях. При 
этом наибольшее внимание (и место) уделено основе этой науки—- 
механике гироскопических систем ; именно она образует стройный 
логический каркас всей книги. 

Для монографии К. Магнуса характерно ясное и системати¬ 
ческое изложение основ науки, что, к сожалению, далеко не 
всегда можно сказать о книгах по теории гироскопических си¬ 
стем, специально изданных в качестве учебников: вместо этого 
некоторые из них настолько перегружены частными задачами или 
изложением собственных результатов авторов, что читатель может 
не увидеть леса из-за деревьев. К. Магнус также рассматривает 
много частных задач и разнообразных гироскопических явлений, 
но использует их для разъяснения или для иллюстрации принци¬ 
пиальных положений и методов теории. У него такие задачи — 
лишь детали, которые как бы размещены на каркасе здания, от¬ 
нюдь не затемняя его. 

Математический аппарат книги сравнительно прост. Здесь дей¬ 
ствительно соблюдается «желаемое равновесие между употребляе¬ 
мыми средствами и получаемым результатом», о котором автор 
упоминает в предисловии. Возможно, что несколько непривычные 
для широкого круга читателей индексные обозначения векторов и 
тензоров вызовут известные затруднения, однако эти затруднения 
легко преодолеть, воспользовавшись объяснениями в первой гла¬ 
ве книги. В то же время нельзя не согласиться с автором в том, 
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что такие обозначения приводят к большей компактности записи 
формул и выкладок. 

Наряду с классической теорией гироскопа (в общем представ¬ 
ляющей собой теорию вращательного движения твердого тела) и 
с традиционными вопросами теории гироскопических систем в 
книге освещены новые проблемы, ставшие особенно актуальными 
в последние годы в связи с развитием ракетной техники и космо¬ 
навтики. Сюда относятся, например, задачи о движении спутника 
в центральном поле тяготения, о гиростатах и твердых телах с по¬ 
лостями, заполненными жидкостью, о гироскопах с самовозбуж¬ 
дением и ряд других. 

Нова и интересна, на наш взгляд, вполне удавшаяся попытка 
построить классификацию гироскопических приборов; она охваты¬ 
вает, пожалуй, все известные их виды. Автор делит приборы по 
функциональному назначению, но не придерживается этого прин¬ 
ципа слишком жестко, так что фактически объединенными в одну 
группу оказываются приборы, сходные по внутренней структуре. 
Такая классификация вносит в теорию многочисленного и очень 
разнообразного по составу семейства гироприборов определенную 
систему, позволяет выявлять общие свойства и закономерности. 

В книге развивается теория основных типов гироскопических 
приборов: гировертикалей, гирокомпасов (в частности, простран¬ 
ственного компаса), гиростабилизаторов, инерциальных плат¬ 
форм. При этом автор, верный своему методу изложения, не 
вдается в частности, а сосредоточивает внимание главным обра¬ 
зом на методах исследования и лишь наиболее важных вопросах 
теории, таких, как влияние ускорений объекта (в частности, проб¬ 
лема невозмущаемости), эффекты детектирования возмущений, 
кинематические погрешности, методы рационального построения 
контура стабилизации и т. п. 

Терминология автора во многом отлична от той, которая сло¬ 
жилась в советской литературе. При переводе мы стремились к 
возможно более точной передаче смысла и оттенков немецкой тер¬ 
минологии, а не к замене ее на принятую у нас, полагая, что та¬ 
кая замена привела бы к утрате известной части информации. 

Пользуюсь случаем выразить свою благодарность автору, лю¬ 
безно представившему исправления и уточнения текста оригинала, 
а также предисловие к русскому изданию. 

Книга будет интересна и полезна научным работникам, препо¬ 
давателям и инженерам, специализирующимся в области теории 
и техники гироскопических систем. Преподаватели механики так¬ 
же найдут в ней много интересного для себя и своих учеников. 
Нет сомнения в том, что книга К. Магнуса займет свое место в 
большой литературе по теории гироскопов как одно из наиболее 
значительных и читаемых произведений. 

Г. Блюмин 
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Прошло почти полтора века с тех пор, как астроном Джон Гер- 
шель назвал гироскоп инструментом философа, но и до сих пор 
гироскоп не утратил своих чар. И сегодня справедливо утвержде¬ 
ние Феликса Клейна и Арнольда Зоммерфельда (1910), что ни 
один прибор не способствует в такой мере, как гироскоп, выяв¬ 
лению и пониманию взаимосвязей между физическими понятиями 
в механике. 

Рассматривая литературу о гироскопах, можно отметить в ней 
две почти независимые тенденции. С одной стороны, теория вра¬ 
щательного движения твердых тел стала очень подробной, углуб¬ 
ляясь в изучение едва ли представляющих интерес деталей. Эта 
математическая дисциплина обязана своим развитием прежде все¬ 
го тому обстоятельству, что многие математики увидели в гиро¬ 
скопе объект, на котором можно наиболее эффективно демонстри¬ 
ровать математические методы. С другой стороны, физики и ин¬ 
женеры уже издавна исследовали своеобразные свойства гироскопа 
отчасти из-за научной любознательности, а отчасти и для того, 
чтобы непосредственно использовать эти свойства при решении 
интересовавших их проблем. Вспомним, например, Леона Фуко, 
который в январе 1852 г. пытался дать новое экспериментальное 
доказательство вращения Земли. 

С тех пор вышло много книг по теории гироскопов, которые 
не понятны техникам, и много трудов по широко развившейся тем 
временем гироскопической технике, которые вряд ли смогут вдох¬ 
новить математика. Несомненно, однако, что особая прелесть ги¬ 
роскопии— это именно связь между теорией и приложениями. 
Сознание этого обстоятельства и руководило Рихардом Грамме- 
лем, предпринявшим в своей книге «Гироскоп» (первое издание 
1920 г., второе— 1950 г.) попытку перекинуть мост между этими 
дотоле разобщенными областями. Граммель излагает интересней¬ 
шие результаты классической теории гироскопов, но всегда выяс¬ 
няет их физическую основу; он описывает наиболее важные при¬ 
ложения и анализирует их средствами теории. Поэтому изложение 
Граммеля получило равно высокую оценку и у теоретиков, и у 
практиков. 

Со времени выхода книги Граммеля гироскопическая техника 
развилась удивительным образом. Но и гироскопическая теория, 
которую можно было считать едва ли не завершенной, получила 
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новые импульсы, прежде всего в связи с развитием космической 
техники. Экстремальные условия, в которых находятся спутники 
и ракеты в космосе, выдвинули новые проблемы, и таким образом 
обнаружилась новая область взаимодействия классической теории 
гироскопов и гироскопической техники. Так, например, необходи¬ 
мость в определенном корректировании спутника при движении 
его по орбите вызвала особый интерес к проблемам самовозбуж¬ 
дающихся гироскопов и гиростатов; возникла необходимость ис¬ 
следовать влияние заполненных жидкостью резервуаров на гиро¬ 
скопические движения космических кораблей и ракет. И наконец, 
появились новые задачи о телах, масса или моменты инерции 
которых не являются постоянными. 

Общая теория гироскопических систем, основанная на клас¬ 
сических результатах Томсона и Тэта и очень далеко продвинув¬ 
шаяся за последние годы, должна была занять в этой книге по¬ 
добающее ей место. Однако в данном случае (как, впрочем, и в 
других) от стремления к исчерпывающему освещению темы, при¬ 
сущего, пожалуй, любому автору, пришлось отказаться в пользу 
более сжатого, учебного изложения материала. При этом мы стре¬ 
мились к обобщению методов и наиболее важных результатов, 
а не к систематическому исследованию отдельных явлений. 

То же относится и к изложению прикладных вопросов. Остав¬ 
лены за пределами книги вопросы конструкции и технологии, сколь 
бы решающими и важными они ни были в отдельных случаях. 
Вместе с тем сделана попытка осветить существенные идеи и ре¬ 
зультаты прикладной теории гироскопов таким образом, чтобы 
создавалась общая картина многогранной области гироскопиче¬ 
ской техники и лежащих в ее основе физических явлений. При 
этом предпочтительно обсуждаются явления общего характера 
(влияние качки, эффект детектирования или вопросы настройки), 
частные же задачи привлекаются лишь как типичные примеры. 

Читатель может ознакомиться с тематикой книги по ее оглав¬ 
лению. Он увидит, что книга по отбору материала значительно 
отличается от трудов по гироскопическим проблемам, имеющихся 
на книжном рынке. При цитировании, как и в изложении мате¬ 
риала, мы отказались от исчерпывающей полноты. Интересую¬ 
щийся читатель легко сможет сам пополнить эти сведения. Сле¬ 
дует особо подчеркнуть, что приведенные цитаты касаются лишь 
самого существа проблем, но не претендуют на установление 
чьего-либо приоритета: споры о приоритете при современном со¬ 
стоянии науки и техники большей частью беспредметны. 

Теория гироскопов требует соответствующего математического 
аппарата. Наиболее удобным инструментом являются здесь век¬ 
торы и тензоры. Я решил представить их в аналитическом напи¬ 
сании с применением индексных обозначений, так как оно точно 
и вместе с тем компактно. Наряду с этим используются и матри¬ 
цы, когда это естественно вытекает из обсуждаемых проблем и 
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притом достигается форма, удобная для вычислений. Я избегал 
применения специальных методов в тех случаях, когда оно могло 
бы привести к нарушению желаемого равновесия между употреб¬ 
ляемыми средствами и получаемым результатом. 

Предлагаемая книга возникла из научных сообщений, докладов 
и различного рода лекций. В течение нескольких лет я получал 
много различных советов от своих сотрудников, коллег, слушате¬ 
лей и собеседников и полагаю, что некоторые из них обнаружат 
в этой книге свой вклад. При подготовке рукописи мне оказали 
разностороннюю помощь мои ближайшие сотрудники. Я хотел бы 
выразить им здесь мою сердечную благодарность и особенно упо¬ 
мянуть д-ра Вернера Шилена и д-ра Герхарда Швейцера. Они 
тщательно и критически просмотрели всю рукопись и сделали так 
много ценных замечаний, что, как я полагаю, доступность и точ¬ 
ность изложения выиграли во многом. 


Курт Магнус 

Мюнхен 
Май 1971 



К русскому изданию 


На русском языке имеется обширная литература по теории 
гироскопов и гироскопической технике, но я все же надеюсь, что 
перевод моей книги представляет определенный интерес. Отбор ма¬ 
териала книги обусловлен главным образом тематикой исследова¬ 
тельских работ, проводимых в Институте механики Технического 
университета в Мюнхене и университетскими учебными програм¬ 
мами. Сюда относятся прежде всего курсы лекций «Теория гиро¬ 
скопов» и «Теория гироскопических приборов». По обоим этим 
курсам ведутся упражнения и лабораторные занятия, а особо ин¬ 
тересующиеся студенты могут углубить свои знания, участвуя в 
специальном практикуме. Материал книги используется также в 
специальных курсах, например, «Спутники» и «Роторы». 

В настоящем издании устранены ошибки и недостаточно чет¬ 
кие формулировки, обнаруженные после выхода немецкого изда¬ 
ния. Разумеется, замечания читателей о других найденных им не¬ 
достатках будут приняты с благодарностью и учтены при следую¬ 
щем издании книги. 

Надеюсь, что советские читатели отнесутся с пониманием 
к тому обстоятельству, что невозможно достигнуть исчерпывающей 
полноты ни в излагаемом материале, ни в ссылках на литературу. 
Хотелось бы, чтобы читатели — в согласии со взглядом автора — 
рассматривали эту книгу как небольшую часть обширнейшей обла¬ 
сти теории гироскопов и ее приложений. 

Курт Магнус 

Мюнхен 
Январь 1974 



Глава 1 


Введение и основные положения 


1.1. Гироскоп и гироскопические явления 

Употребляя в обыденной речи слово «гироскоп», в большинстве 
случаев имеют в виду тело вращения, вращающееся с большой 
скоростью вокруг своей оси симметрии. Такое представление, по- 
видимому, соответствует и техническим гироскопам, однако в ме¬ 
ханике утвердилось иное определение гироскопа. Здесь в общем 
случае под гироскопом понимают твердое тело любой формы, ко¬ 
торое совершает вращательное движение. 

Следовательно, ни внешняя форма, ни скорость вращения не 
характерны для гироскопа. Конечно, в общем исследования огра¬ 
ничиваются вращательным движением твердого тела. Это озна¬ 
чает, что деформации, в действительности всегда существующие, 
предполагаются столь малыми, что они практически не оказывают 
влияния на движение тела. Твердое тело точно так же, как и ма¬ 
териальная точка в механике и идеальная несжимаемая жидкость 
в гидродинамике, является упрощенной моделью реального тела. 
Ограничение идеальным случаем твердого тела позволяет изучать 
поведение гироскопа с помощью простых математических средств. 
Вместо уравнений в частных производных, необходимых в случае 
деформируемых тел, в гироскопической теории обходятся обыкно¬ 
венными дифференциальными уравнениями. Этим объясняется и 
то обстоятельство, что в теории гироскопа имеется большее число 
задач, поддающихся точному решению, чем, например, в теории 
упругости или в гидродинамике. Многие математики именно по¬ 
этому обращались в своих исследованиях к гироскопу и изби¬ 
рали его в качестве удобной модели отчасти для того, чтобы на 
нем продемонстрировать математические методы. 

Хотя гироскопическая теория и ограничивалась в своих иссле¬ 
дованиях твердыми телами, уже давно были изучены подобные 
гироскопическим явления, наблюдаемые в деформируемых телах. 
Так, Землю в геофизике можно рассматривать как большой гиро¬ 
скоп, хотя она деформируется и обладает гидросферой. Гироско¬ 
пические явления, которые отчасти даже используются в технике, 
можно обнаружить также во вращающихся жидкостях, в водо¬ 
воротах, в быстро вращающихся гибких кольцах из каната или из 
цепочки. Некоторые замечания относительно них будут сделаны 
в гл. 6, 
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1. Введение и основные положения 


Для механики величина угловой скорости тела не является су¬ 
щественным признаком гироскопа. Земной шар, делающий один 
оборот за сутки, подчиняется гироскопическим законам точно так 
же, как технические гироскопы, вращающиеся с большой угловой 
скоростью (примерно до 60 000 об/мин). Правда, оказывается, что 
расчет быстро вращающегося гироскопа допускает упрощения, 
исключительно важные при исследованиях зачастую сложных ги¬ 
роскопических систем. 

Хотя, говоря о гироскопе, имеют в виду тело, совершающее 
вращательное движение, это не исключает того, что на последнее 
может накладываться поступательное (переносное) движение. 
В таком случае всегда исследуют вращение вокруг некоторого по¬ 
люса, надлежащим образом выбранного в теле. Для свободно 
брошенного тела, например для летящего диска, вращающегося 
снаряда или обращающегося вокруг Земли спутника, этой точкой 
всегда является центр масс. Если какая-либо другая точка гиро¬ 
скопа закреплена или ей сообщается принудительное движение, 
то обычно ее и выбирают в качестве полюса. 

Чтобы объяснить поведение вращающегося тела, часто прово¬ 
дят аналогию между вращательным движением тела и движением 
материальной точки. Однако эта аналогия в теории гироскопа ско¬ 
рее вредна, чем полезна, так как область, в которой она справед¬ 
лива, кончается как раз там, где начинаются типичные гироскопи¬ 
ческие явления. Для области гироскопических явлений характер¬ 
на, по выражению Граммеля, «анизотропия твердого тела, поро¬ 
ждаемая его вращением», не имеющая аналога в механике 
материальной точки. Если нанести удар по покоящейся материаль¬ 
ной частице, она начнет двигаться в направлении ударного им¬ 
пульса. И, напротив, совсем не обязательно, чтобы приложение к 
покоящемуся телу ударного момента вызвало вращение тела 
именно вокруг той оси, относительно которой действовал 
момент. 

Чтобы понять гироскопические явления и рациональным обра¬ 
зом использовать их в решении технических задач, нужно иссле¬ 
довать свойства различных гироскопов и гироскопических систем. 
Эти свойства следуют из основных законов механики и зависят от 
распределения массы тела, 
характера действующих на него сил, 
начального состояния движения, 
движения начала координат или системы отсчета, 
связей между гироскопом и окружающими его телами, 
связей между гироскопами, если их несколько. 

Эти критерии будут положены в основу некоторой системати¬ 
зации всего множества гироскопических явлений. Однако сначала 
нужно представить вспомогательные средства теоретической меха¬ 
ники в том виде, который понадобится для предстоящих исследо¬ 
ваний. 
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1.2. Обозначения для векторов и тензоров 


Положение и перемещения твердого тела в евклидовом простран¬ 
стве мы будем задавать с помощью системы декартовых коорди¬ 
нат, оси которой условимся обозначать цифрами 1, 2, 3. Для 
векторов и тензоров будем пользоваться индексными обозначе¬ 
ниями, проставляя для векторов один нижний индекс (например, 
х и г и Рк), для тензоров второго ранга — два индекса (например, 
а гъ Ьік, Ѳ/г/) , для тензоров третьего ранга — три индекса. При этом 
индексы принимают значения 1, 2, 3 соответственно обозначениям 
осей координат. В качестве индексов будем применять малые 
буквы латинского алфавита. В отличие от этого для обозначения 
матриц общего вида используются в качестве индексов греческие 
буквы. Эти индексы могут принимать и большие числовые зна¬ 
чения. 

В дальнейшем нам потребуются следующие специальные вели¬ 
чины (см., например, Душек и Хохрайнер [16]): 
ві — единичный вектор (\ві\ = 1 ); 

бгі — единичный тензор второго ранга (символ Кронекера): 



'1 

0 

0 " 

/ 


0 

1 

0 

- < 


.0 

0 

1 - 



ецк — единичный тензор третьего ранга (символ Леви-Чивиты): 



+ и когда і]к образуют четную перестановку 
(т. е. 123, или 231, или 312), 

— 1, когда і'\к образуют нечетную перестановку 
(т. е. 321, или 213, или 132), 

О, когда два или все три индекса совпадают. 


Оперируя с этими величинами, пользуются соглашением о сум¬ 
мировании , согласно которому суммирование должно произво¬ 
диться по всем дважды повторяющимся индексам. При этом спра¬ 
ведливы следующие равенства: 


скалярное произведение 

г = б ііХіУі = Х]У! = х { у { + х 2 У 2 + ЧУз\ 
векторное произведение 

ЧУз х зУ 2 

I 

}к х ]У к 


диадное произведение 


Ч] = ЧУ 1 


ЧУ\—ЧУз 
Х \У2 — ЧУ\ Л 

Х \У\ *\У 2 х \Уз 
ЧУ\ Х 2У2 Х 2Уз 
\-ЧУ\ х зУ 2 ЧУз л 


( 1 . 1 ) 

( 1 . 2 ) 
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1. Введение и основные положения 


линейная вектор-функция 


ь п х , + Ь 12 х 2 + Ь 13 х 3 



Ь 2 \Х\ 4* Ь 22 х 2 -(- Ь 23 х 3 


Ѵ.Ь^\Хі 632^2 + 


(1.4) 


Из (1.4), в частности, следует равенство 

Хі = б і ]Х у. 


Повороты системы координат , при которых оси 1, 2, 3 приво¬ 
дятся в положение 1', 2', 3', могут быть описаны с помощью на¬ 
правляющих косинусов ац = соз ац\ при этом, например, а\ 2 — 
угол между осями 1 и 2'. Вообще говоря, ац ф ац. Известные со¬ 
отношения между направляющими косинусами принимают тогда 
следующий вид: 

®і]®ік 6,* б^у. (1*^) 


При поворотах системы координат справедливы следующие 
формулы преобразования: 


для векторов 

для тензоров второго ранга 


х'і^а^х^ Хі = а ц х)\ ( 1 . 6 ) 


Т'ц = а кі аі]Тм У 
Ті ] == О'ік^' рТкЦ 


(1.7) 


а также формула разложения 


Чік&Ц 


т 


^]$кт 


^кі^іт — 


О// О/т 
1_б кі б кт\ 



1.3. Основы геометрии масс 


1.3.1. Осевые и центробежные моменты инерции. Инерционные 
свойства твердого тела определяются совокупностью его шести 
моментов масс второго порядка. 

Если взять какую-либо точку твердого тела в качестве начала 
декартовой системы координат (рис. 1.1), то для моментов масс 
второго порядка имеем выражения 


А = | [х\ + *з) йт, 
В = | (х\ + х^ йт у 
С = | (х\ + х\ ) йт у 



(1.9) 


При этом интеграл следует брать по всему объему тела. Ве¬ 
личины А, В , С называются моментами инерции относительно 
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осей (а также осевыми моментами инерции и вращательными 
массами). В соответствии с определением они всегда положи¬ 
тельны. 

Величины О, Е у Р называются центробежными моментами 
инерции (или произведениями инерции и девиационными момен¬ 
тами инерции 1 )). В отличие от осевых моментов инерции они мо¬ 
гут принимать и отрицательные значения. 



Рис. 1.1. К определению моментов масс. 


Осевые моменты инерции представляют собой меру инерции 
твердого тела при вращательном движении (в названии «враща¬ 
тельная масса» это выражено более метко), тогда как центробеж¬ 
ные моменты инерции можно рассматривать как меру неуравно¬ 
вешенности тела. Они характеризуют несимметричность распреде¬ 
ления масс относительно координатных плоскостей и для 
однородного тела обращаются в нуль, если все сечения тела, пер¬ 
пендикулярные этим плоскостям, будут симметричными фигурами. 

Из (1.9) следуют неравенства 

Л + Я>С, В + С>Л, С + Л>Я. (1.10) 

Знаки равенства имеют место лишь в случае тела, выродившегося 
в плоскую, обладающую массой пластину, которая лежит в одной 
из координатных плоскостей. 

Так как (х 2 —л: 3 ) 2 ^0, т. е. х 2 + х \^ 2х 2 х 3 и т. п., из (1.9) сле¬ 
дует, что 

Л> 20, В^2Е У С>2/\ (1.11) 


Термину «вращательная масса» и «девиационный момент инерции» в русской литера** 

туре не употребляются. — Прим ред. 
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1. Введение и основные положения 


В данном случае знак равенства в каком-либо из этих выражений 
соответствует случаю, когда тело вырождается в пластину, обра¬ 
зующую с координатными плоскостями угол 45°. 

Неравенства (1.10) называются неравенствами треугольника, 
так как моментами инерции какого-либо тела могут быть только 
такие величины, которые, будучи изображены в виде отрезков, мо¬ 
гут образовать плоский треугольник. 

Моменты инерции А, В, С и (взятые со знаком минус) центро¬ 
бежные моменты инерции Д Е , Р являются элементами тензора 
инерции 



“ А —Р 
-Р В 
--Е —О 



( 1 . 12 ) 


который относится к определенному центру О. Так как центро¬ 
бежные моменты расположены симметрично относительно главной 
диагонали, этот тензор является симметричным (здесь Ѳц = Л, 
Ѳі 2 = —Р и т. д.). 

С помощью принятых в § 1.2 обозначений векторов и тензоров 
можно определения, данные равенствами (1.9) и (1.12), объеди¬ 
нить следующим образом: 

Ѳ,у = | (х к Х к 6 і I — ХіХ;)<Іт . (1.13) 


То, что при таком определении величины Ѳц речь идет действи¬ 
тельно о тензоре, требуется еще доказать, т. е. нужно убедиться, 
что при преобразованиях координат величины подчиняются 
формулам (1.7) преобразования тензоров. Это будет свидетель¬ 
ствовать о том, что совокупность величин Ѳі; характеризует физи¬ 
ческое свойство тела, не зависящее от произвольного выбора си¬ 
стемы отсчета. Но, конечно, элементы тензора инерции Ѳгі зависят 
от направления осей координат. 

При повороте системы координат, учитывая, что х\ = а^х^ 
имеем следующее выражение для тензора инерции: 

Ѳ{/ = | (х'кх'ьб'и — х'іх'і) йт = 

— (®'Ік®іпкХіХпіЬіі а кі а І]Х к Хі) Ат. (1.14) 


Далее, с помощью соотношений 

О'ІкО'тк &1т> & Іт,Хі Х т , 


а кі а ІІ&кІ — $*/ 


можно (1.14) преобразовать к виду 


®Ц — &кІ а 11 


Л 


ч) 


{х т х т 6 к і Х к х{)( 1 т, 


= акІ а Іі®кІ- 


(1.15) 
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Это соответствует требуемому закону преобразования (1.7); сле¬ 
довательно, Ѳіі действительно является тензором. 

1.3.2. Замена центра. Возьмем теперь за центр вместо точки О но¬ 
вую точку — Я, положение которой задано вектором г* (рис. 1.2). 



Рис. 1.2. Переход от центра О к центру Р. 


Учитывая, что Х\ = г г - + у І9 из (1.13) получаем 

= I \{ г к + У к) {г к + У к) 6;/ — (Гі + Уі) {г ] + г/у)] йт, 

или 

®іі = | ІУкУФі і — ^г//) сіт + т {г к г к Ь ч — г*гу) + 

+ 2Ь ч г к \ у к йт — г ь [ г/ у й/п — г у | г/ г йт. (1.16) 

Первое слагаемое в правой части равно тензору инерции ѲГ/ для 
центра Я. Три последних слагаемых содержат моменты масс пер¬ 
вого порядка относительно точки Р. Эти моменты могут быть вы¬ 
ражены через радиус-вектор у 8 ь центра масс: 

у. йт = туЗ . 

ч) 

Они обращаются в нуль, если за начало радиусов-векторов 
точек тела выбран центр масс. Поэтому в случае Я == 5 полу¬ 
чается особенно простое выражение для тензора инерции: 

Ѳі/ = ®Ь + т ( г к г к&1] — ГіГ у). (1.17) 

Это соотношение принято называть теоремой Гюйгенса — Штей¬ 
нера. Теорема гласит следующее: осевые и центробежные мо¬ 
менты инерции для данной произвольным образом выбранной си¬ 
стемы координат складываются из двух частей, а именно из мо¬ 
ментов инерции для системы координат, параллельно смещенцой 
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1. Введение и основные положения 


так, что ее начало находится в центре масс, и из тех слагаемых, 
которые получатся, если всю массу т тела мысленно сосредото¬ 
чить в центре масс. 

Ввиду большого практического значения тензора инерции 
(1.17) приведем также выражения для его элементов. Если обо¬ 
значить через а, 6, с расстояния центра масс от осей координат 
1 , 2 , 3 : 

а 2 = г\ + г 2 , Ь 2 = г\ + г 2 , с 2 = г} + г 2 , 

то получим следующие соотношения: 

А = А 8 -\~ та 2 , О — О 8 тг 2 г 3 , 

В = В 8 -{-тЬ 2 , Е = Е 8 + тг 3 г І9 (1.18) 

С = С 8 + тс 2 , Р = Р 8 тг х г 2 . 


Отсюда можно сделать следующие выводы. 

1. Момент инерции твердого тела относительно какой-либо оси 
равен моменту инерции относительно параллельной оси, проходя¬ 
щей через центр масс, плюс произведение массы тела на квадрат 
расстояния между осями. 

2. Момент инерции тела относительно оси, проходящей через 
центр масс, имеет минимальное значение по сравнению с момен¬ 
тами инерции относительно параллельных осей, не проходящих 
через центр масс. 

3. Центробежные моменты инерции тела не изменятся, если 
начало координат перенести из центра масс в другую точку, ле¬ 
жащую на оси координат, проходящей через точку 5. Если новое 
начало координат лежит в координатной плоскости, проходящей 
через центр масс, то изменяется лишь один из центробежных мо¬ 
ментов инерции. 

1.3.3. Поворот осей. Прежде всего вычислим момент инерции от¬ 
носительно какой-либо оси, которая проходит через начало коор¬ 
динат О и образует с осями 1,2,3 углы, косинусы которых обо¬ 
значены через а ь а 2і а 3 соответственно. Направляющие косинусы 
одновременно являются координатами единичного вектора, напра¬ 
вленного по указанной оси: е\ = а. = (а 1 , а 2 , а 3 ). 

Пусть Р —основание перпендикуляра, опущенного из мате¬ 
риальной точки йт на эту ось, а длина перпендикуляра равна р 
(рис. 1.3). Тогда для момента инерции относительно оси ОР по¬ 
лучаем 

Ѳ = | р 2 йт . (1-19) 

Из рис. 1.3 следует, что 


р 2 = х 2 — ОР 2 = ХіХі — ( Хійі ) 2 , 
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т. е. в координатах 

Р 2 = {4 + 4 + 4) — ( Х 1 а 1 + Х 2 а 2 + Х з а з) 2 = 

= а\ (х\ + дф + а \ (4 + 4) + а \ (4 + 4) — 

— 2а 1 а 2 х 1 х 2 — 2а 2 а 3 х 2 х 3 — 2а 3 а [ х 3 х 1 , - 


Подставляя это в (1.19) и учитывая (1.9), получаем 

Ѳ = Аа\ + Ва\ + Са\ — 2 йа 2 а ъ — 2 Еа ъ а х — 2 Ра х а г (1.20) 

Если известны осевые моменты инерции А, В, С и центробеж¬ 
ные моменты инерции О, Е } Р для исходных осей координат, то 


3 = 3 ' 



Рис. 1.3. К вычислению момента инер- Рис. 1.4. Поворот системы координат на угол ф. 
ции относительно оси ОР. 


с помощью формулы (1.20) можно вычислить момент инерции от¬ 
носительно любой оси, направление которой задано единичным 
вектором е р = а.. Учитывая (1.12), можно выражение (1.20) за¬ 
писать в виде 

@ = % іі е р і е р і =® ІІ а І а і . ( 1 . 21 ) 

Правая часть выражения (1.20) или (1.21) представляет собой 
квадратичную форму от направляющих косинусов. Она определен¬ 
но-положительна, так как, согласно определению, (1.19) может при¬ 
нимать только положительные значения. В п. 1.3.4 будет предпри¬ 
нято исследование, которое дополнительно выяснит некоторые 
свойства моментов инерции твердого тела. Рассмотрим сначала 
более простой частный случай, который позволит судить, каким 
образом меняются центробежные моменты инерции при повороте 
координатного трехгранника вокруг одной из его осей. 
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1. Введение и основные положения 


Положим, что система координат 1, 2, 3 в результате поворота 
на угол ф вокруг оси 3 приведена в положение 1', 2', 3' (рис. 1.4). 
Этот поворот может быть описан уравнением 


х'і = а !і х ! , где а іі = 


соз ф — зіп ф 0 
5ІП ф соз ф 0 
0 0 1 - 


Отсюда для тензора инерции получим 



(х'ьх'ьЬ'ц — х'іх'і) йт 


аыац^ы', 


элементами этого тензора будут 

А' = А соз 2 ф + В зіп 2 ф — 2 Р зіп ф соз ф, 

В' = А зіп 2 ф + В соз 2 ф + 2Р зіп ф соз ф, 

С'= С 

( 1 . 22 ) 

О' — й соз ф — Е зіп ф, 

Е' = Э зіп ф + Е соз ф, 

Р' = (А — В) зіп ф соз ф + Р (соз 2 ф — зіп 2 ф). 

Первые три выражения (1.22) могут быть выведены как частные 
случаи из более общей формулы (120). Зависимость новых, от¬ 
меченных штрихом осевых и центробежных моментов инерции от 
угла ф может быть наглядно представлена с помощью круговой 
диаграммы. Введем с этой целью обозначения 

^шах = Ѵр 2 + І и (Л - В)\ Ф Р = (А- В)/(2Р) 

и преобразуем (1.22) к виду 

А' = Ѵ 2 ( А + В) — Р т ах зіп (2ф — ф Р ), 

В' = 1 І2 (А + В) + Лпах зіп (2ф — ф^), (1.23) 

Р == ^шах СОЗ (2ф Фр)» 

Отсюда может быть получено построение, изображенное на 
рис. 1.5: следует отложить на оси абсцисс декартовой системы ко¬ 
ординат отрезок ОМ = Ѵг(Л + В), из центра М описать окруж¬ 
ность радиусом Р т ах и от радиуса, проведенного под углом ф 
отложить в положительном направлении угол 2ф. С помощью 
построенного таким образом диаметра РО находятся искомые вели¬ 
чины: абсциссы точек Р и 0 соответствуют величинам А' и В', ор¬ 
дината точки Р является мерой величины Р'. Такое изображение 
аналогично представлению плоского напряженного состояния с по¬ 
мощью так называемого круга Мора. Здесь нормальным напряже¬ 
ниям соответствуют осевые моменты инерции, а тангенциаль¬ 
ным — центробежные моменты инерции. 
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Из рис. 1.5 следует, что в интервале 0 < ср < л; каждая из ве¬ 
личин А' и В' достигает один раз максимального и один раз мини¬ 
мального значения. При минимуме одной из этих величин другая 
имеет максимум. Когда моменты инерции А' и В' имеют экстре¬ 
мум, центробежный момент инерции Р' обращается в нуль. При 
отклонении осей на 45° от положения, в котором достигаются экс¬ 
тремальные значения величин А' и В\ величина Р' принимает 
экстремальное значение Р г = і^тах- 




Рис. 1.5. Круговая диаграмма для определения Рис. 1.6. Круговая диаграмма для опре- 

моментов инерции при повороте системы коор- деления центробежных моментов инер- 

динат на угол ф. ции О' и Е'. 


Для двух центробежных моментов инерции О' и Е' также мо¬ 
жет быть построена круговая диаграмма (рис. 1.6). Для этого от¬ 
кладывают на осях координат отрезки МЫ — О и ЫР = Е. Опу¬ 
стив из точки Р перпендикуляр на прямую, образующую с МЫ 
угол ф, получают точку (2. Оказывается, что М( 2 = О' и 0,Р = Е'. 
Из диаграммы непосредственно видно, что выполняются соотно¬ 
шения (1.22) между /У, Е\ с одной стороны, и О, Е — с другой. 
При любом значении ф точка (2 может лежать только внутри круга. 
Поэтому в интервале 0 < ф <С 2я вел ичины Р ' и Е' принимают 

один раз мак симальн ое значение + ]/О 2 + Е 2 и один раз мини¬ 
мальное — У й 2 + Е 2 . Когда О' достигает экстремального значе¬ 
ния, Е' обращается в нуль, и обратно. 

1.3.4. Эллипсоид инерции и главные оси инерции. Для дальней- 
щего исследования квадратичной формы (1.20) или (1.21) введем 
два новых понятия. Назовем радиусом инерции твердого тела от¬ 
носительно данной оси величину /^определяемую соотношением 

Ѳ = | р 2 йт = тк 2 — т/р 2 . (1-24) 

Величину р = 1/к будем называть модулем инерции. 
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1. Введение и основные положений 


Существует наглядное толкование понятия радиуса инерции: 
для однородного тела это среднеквадратичное расстояний элемен¬ 
тарных частиц тела от рассматриваемой оси. Если распределить 
всю массу тела по поверхности кругового цилиндра радиуса к , то 
получится тело, имеющее относительно оси цилиндра тот же мо¬ 
мент инерции, что и исходное тело. 

Наряду с квадратичной формой (1.21), соответствующей тен¬ 
зору Ѳгд введем в рассмотрение вектор 

У і ре ь ра.. 


Этот вектор направлен по оси ОР (рис. 1.3); его длина равна мо¬ 
дулю инерции р. Будем рассматривать величину р как некоторую 
длину, хотя, согласно определению (1.24), размерность ее обратна 
длине. Из (1.21) с учетом (1.24) получаем 


в = т/р 2 = Ѳ. ; .е?е? = (1/р 2 ) 



или — в развернутой записи — 

Ау 2 + Ву 2 + Су 2 — 2 йу 2 у 3 — 2Еу 3 у { — 2Ру х у 2 = т. 


(1.25) 

(1.26) 


Это означает, что при изменении направления вектора уі квадра¬ 
тичная форма, стоящая в левой части, сохраняет постоянную ве¬ 
личину. Из аналитической геометрии известно, что в таком случае 
конец вектора уі остается лежащим на некоторой поверхности 
второго порядка. Так как модуль вектора уі равен р, а величина р 
для реальных тел никогда не обращается в бесконечность, ибо это 
соответствовало бы обращению в нуль момента инерции, эта по¬ 
верхность не имеет бесконечно удаленных точек. Следовательно, 
она может быть только эллипсоидом (или сферой). Этот эллип¬ 
соид является характеристической поверхностью тензора Ѳ ц и на¬ 
зывается эллипсоидом инерции (а также эллипсоидом Коши или 
эллипсоидом Пуансо). 

Если известен эллипсоид инерции для определенной точки 
тела, то можно найти величину р, а тем самым и момент инерции 
относительно любой оси, проходящей через эту точку. Нужно лишь 
иметь в виду, что длина радиуса-вектора, проведенного из центра 
эллипсоида к его поверхности, равняется р. Из свойств эллип¬ 
соида следует: 

Эллипсоид инерции твердого тела всегда имеет три взаимно 
перпендикулярные главные оси; они называются главными осями 
инерции (коротко — главными осями) тела. Соответствующие 
главным осям моменты инерции называются главными моментами 
инерции. 

Наименьшей главной полуоси эллипсоида инерции (р т іп) соот¬ 
ветствует наибольший главный момент инерции (Ѳшах)» и, наоборот, 
наименьший момент инерции соответствует наибольшей полуоси 
(ртах) эллипсоида. 
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Уравнение поверхности второго порядка принимает особенно 
простой вид в том случае, когда в качестве осей координат при¬ 
нимаются главные оси поверхности. С помощью приведения к глав¬ 
ным осям можно квадратичную форму (1.26) привести к сумме 
квадратов: 

А'у 2 Н~ В'у\ + С'у\ = пі. (1-27) 

Введя обозначения 

А'= т/р 2 ѵ В'— т/рі, С'= т/рі, 


приведем выражение (1.27) к виду 

(уі/ріУ + (У2/Р2У + (уч/ріУ = 1 • 


(1.28) 


Это каноническое уравнение эллипсоида инерции с полуосями р ь 
р 2 и рз. Величины А\ В' и С' являются главными моментами инер¬ 
ции. Если Л'>5 / >С', то рі < р 2 < рз- Не каждый эллипсоид 
может служить эллипсоидом инерции: в силу неравенств (1.10) 
полуоси эллипсоида инерции должны удовлетворять условиям 


Рі 


+ 2 


\_ 

92 


> -V- 

Рз 


1 


Р2 


+ 4 > 

Рз 


Рі 


-І-+-І 

Рз 


> 


Рі 


_1_ 

Р2 


Из (1.27) следует, что при переходе к главным осям центро¬ 
бежные моменты инерции обращаются в нуль. Это следует также 
из результатов, полученных в п. 1.3.3. Если в качестве осей коор¬ 
динат взять оси, полученные поворотом главных осей вокруг од¬ 
ной из них, то оказывается, что для всех положений, при которых 
осевые моменты инерции достигают экстремальных значений, цен¬ 
тробежные моменты инерции обращаются в нуль. Но как раз эти 
направления осей и являются главными. Следовательно: 

Центробежные моменты инерции равны нулю , если в качестве 
осей координат выбраны главные оси инерции . 

И наоборот: 

Если центробежные моменты инерции равны нулю , то оси ко¬ 
ординат совпадают с главными осями инерции. 

Итак, главные оси могут быть определены как оси, для кото¬ 
рых центробежные моменты инерции обращаются в нуль. Наряду 
с этим имеется и динамическое определение главных осей, кото¬ 
рое будет приведено в п. 1.5.2. 

Если два главных осевых момента инерции равны между со¬ 
бой, то эллипсоид инерции обращается в эллипсоид вращения. То¬ 
гда все оси, лежащие в экваториальной плоскости, являются глав¬ 
ными и моменты инерции относительно них одинаковы. 

Проще всего можно убедиться в этом, если (1.27) переписать 
ь виде 

Ѳ = А'а] + В'а 2 + С'Яд. (1.29) 
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1. Введение и основные положения 


При А' = В' имеем 

Ѳ = А / (а 2 + о 2 ) + С'а 2 . 

Для оси, которая лежит в экваториальной плоскости, а 3 = 0 и 
а 2 + а \ = 1, откуда Ѳ = А'. 

Если А' = В' = С', то из (1.29) сразу получаем Ѳ = А', т. е. 
эллипсоид инерции превращается в сферу и любая его ось яв¬ 
ляется главной. 

Главные оси и главные моменты инерции могут быть опреде¬ 
лены путем отыскания экстремальных значений величины Ѳ при 
заданных элементах тензора Ѳгі- При этом направляющие коси¬ 
нусы должны рассматриваться как переменные величины. Они 
удовлетворяют условию 

/ ( а =1 — [а 2 + а\ + = 0 . 

Чтобы получить экстремальные значения Ѳ при наличии этого 
дополнительного условия, следует найти экстремальные значения 
функции 

0(аі) = Ѳ(аі) + ХІ(а і ) = Ѳ ч а І а і + Я (1 — 

Они получаются из характеристического уравнения 

дО/да ( = 2 (Ѳ /у — Я 6 * у ) = 0. (1.30) 

Так как эта система уравнений, линейных и однородных относи¬ 
тельно направляющих косинусов, должна иметь нетривиальное ре¬ 
шение, ее детерминант равен нулю: 

А-Х —Р —Е 

| Ѳ г - / — Х6і ] | = -р В — Х — Я =0, (1.31) 

— Е -Г) С — Х 

или после вычислений 

Я 3 - X 2 (А + В + С) + X (А В + ВС + С А — О 2 — Е 2 — Р 2 ) — 

- (АВС — 2 ИЕР — АО 2 — ВЕ 2 — СР 2 ) = 0. 

Корни этого уравнения являются собственными значениями тен¬ 
зора Ѳц. Так как симметричный тензор имеет только действитель¬ 
ные собственные значения, эти корни являются действительными. 
Кроме того, они положительны, так как X имеет значение момен¬ 
та инерции. В этом можно простейшим образом убедиться из 
(1.30), если это выражение умножить скалярно на а*. Тогда сразу 
находим, что 

2 (Ѳ — X) = 0, откуда X — Ѳ. 

В данном случае в качестве решения системы (1.31) непосред¬ 
ственно получаются главные моменты инерции 

Яі =;: Хл = А , Х 2 == Хд ^ В ? Я 3 = = С ? 
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Направления главных осей инерции, соответствующих этим глав¬ 
ным моментам инерции, определяются при подстановке собствен¬ 
ных значений X в (1.30). Получим три векторных равенства 


(Ѳ*/ 0, 

(% - В%) а* = 0, (1.32) 

(Ѳ ц С 6^) а = 0, 

из которых могут быть определены три единичных вектора а 
аа с п направленных по соответствующим главным осям инерции. 

Главные оси взаимно перпендикулярны, если все главные мо¬ 
менты инерции А\ В ', С' различны. Это можно показать следую¬ 
щим образом. Умножим первое равенство (1.32) скалярно на 
а?, второе на Вычитая равенства, получаем 


Ѳ..а^а? — Ѳ. — А'а^а^ + В'а?а^ = 0. 


В силу симметричности тензора инерции первые два члена взаим¬ 
но уничтожаются; остается 

(В' — А') а*а в ь = 0. 

Ввиду предположения В' Ф А ' это соотношение может выпол¬ 
няться лишь в случае, когда а^а? — 0 и, следовательно, _1_ а в { . 

Так же обстоит дело и с другими парами осей. 

Для того чтобы получить представление об эллипсоиде инер¬ 
ции, соответствующем данному телу, рассмотрим в качестве про¬ 
стого примера изображенный на рис. 1.7 прямоугольный паралле¬ 
лепипед с ребрами а, Ь, с. Произведя интегрирование согласно 
(1.9), получим 

А=~^(Ь 2 + с 2 ), В = ^(с 2 + а 2 ), С = -§■ (а 2 + Ь 2 ). 

Отсюда модули инерции и, следовательно, длины главных полу¬ 
осей соответствующего эллипсоида инерции равны 

Рі = ѴТ2 /(д 2 + с 2 ), Р 2 — Ѵ 12/(с 2 + а 2 ), р 3 = У 12/(а 2 + Ь 2 ). 

Если, например, длины ребер относятся как 1:2:4 (кирпич), то 
модули инерции относятся как 1 : 1,08:2. Наиболее длинному реб¬ 
ру соответствует наибольшая полуось эллипсоида инерции и наи¬ 
меньший главный момент инерции. Если сжать параллелепипед, 
превратив его в одномерный стержень (а—>0, Ь —► 0), то 

Рі = Р2= У"12/с 2 ; рз—>оо. 

В этом особом случае эллипсоид инерции вырождается в круговой 
цилиндр, простирающийся в бесконечность вдоль оси 3 и имеющий 




Рис 1.9. Квадратная пластина и ее эллипсоид инерции. 
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радиус рі (рис. 1.8). В случае квадратной плоской пластины, ко¬ 
торая получается из параллелепипеда при а = Ъ и с = 0, модули 

инерции относятся как 1 : 1 : 1 /2 (рис. 1.9). Легко показать, что 
эллипсоид инерции никогда не может стать совершенно плоским, 
т. е. превратиться в плоскую фигуру. Ведь в этом случае длина 
одной из его главных полуосей обратилась бы в нуль, что соот¬ 
ветствовало бы бесконечно большому моменту инерции. 

1.3.5. Эллипсоиды инерции, построенные для различных центров. 

Рассмотренные до сих пор закономерности относятся к эллипсои¬ 
дам инерции, построенным для одного фиксированного в теле 
центра. Интересно выяснить, как будут отличаться между собой 
эллипсоиды, относящиеся к различным центрам. При таком срав¬ 
нении лучше всего взять в качестве исходного эллипсоид для цен¬ 
тра масс тела, так называемый центральный эллипсоид инерции , 
который играет особую роль. 

Если в формулах (1.18), справедливых для параллельного пе¬ 
реноса осей, под величинами Л 8 , В 8 , С 8 подразумевать моменты 
инерции относительно главных осей центрального эллипсоида инер¬ 
ции, то следует положить й 8 = Е 8 = Р 8 = 0. Можно убедиться, 
что для системы координат, параллельно сдвинутой относительно 
осей этого эллипсоида, центробежные моменты инерции /), Е, Р 
не обязательно должны обратиться в нуль. Следовательно, для 
различных центров главные оси, вообще говоря, не параллельны 
между собой. Однако справедливо следующее утверждение: 

Главные оси для всех точек , лежащих на главных централь¬ 
ных осях , параллельны. 

В самом деле, для точек главных центральных осей всегда об¬ 
ращаются в нуль две из компонент г и г 2 , г 3 вектора Гі , определяю¬ 
щего смещение центра. Поэтому й = Е — Р = 0. 

Справедливо и обратное утверждение: 

Если главные оси для двух центров О и Р параллельны и линия 
ОР , соединяющая эти точки , сама является главной осью , то ли¬ 
ния ОР проходит через центр масс и является главной центральной 
осью. 

Для доказательства следует в (1.18) один раз положить О = 
= Е = Р = 0, а другой О' = Е' = Р' = 0 и произвести вычитание 
соответствующих равенств. Тогда мы получим 

/Уз — Г2Гз = 0, Т 3 Г { —г'ъЛ = 0, Г Х Г 2 — Г\Г2 = 0. (1.33) 

Если линию ОР взять в качестве оси 3 (или 3') (рис. 1.10), то 

г[ = г {і г' 2 = г 2 , Гз = Г 3 + Г 0 . 

Но в таком случае равенства (1.33) могут выполняться лишь при 
условии г [ — г[ = г 2 — г / 2 = 0. Следовательно, центр масс должен 

лежать на оси 3, которая, таким образом, является главной цен¬ 
тральной. 
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Далее: 

Для центров , лежащих на одной из главных центральных пло¬ 
скостей, одна из главных осей всегда остается перпендикулярной 
этой плоскости. 

Пусть, например, г 3 = 0, т. е. новый центр О лежит в главной 
центральной плоскости 1-2 (рис. 1.11). Тогда из (1.18) сразу 
следует, что О' = Е' = 0. Теперь можно показать, что при пово¬ 
роте осей 1', 2', 3' (получившихся в результате параллельного пе¬ 
реноса осей 1, 2, 3) на определенный угол ф вокруг оси 3' можно 
добиться выполнения равенств О” — Е" = Р" = 0. Тогда все оси 




Рис. 1.10. К нахождению главных осей 
инерции при переносе начала координат 

в точку Р. 


Рис. 1.11. Главные оси инерции для 
точки О, лежащей в главной центральной 

плоскости. 


1", 2", 3" будут главными. Действительно, из (1.22) сразу следует, 
что если О' — Е г = 0, то и О" = Е" = 0. Кроме того, можно до¬ 
биться выполнения равенства Р" = 0, если угол поворота ф 
удовлетворяет вытекающему из (1.22/6) равенству 

і§2у -=2Р / /{В' — А / ), 

которое с учетом (1.18) может быть приведено к виду 

і§ 2ф = 2 тг { г 2 І[В 8 — А 8 + т (г\ — г|)]. 

Отсюда может быть определен угол поворота новых главных 
осей. Кроме того, из предыдущего при г-* оо и г\Фг 2 вытекает 
приближенное равенство 

2ф » 2/у 2 / (г\ — г|) = 2а. 

Следовательно, в этом случае ф = а. 

Приведем без доказательства еще одно утверждение: 

Если точка Р лежит на оси , являющейся главной для центра О, 
и последний не совпадает с центром масс , то всегда хотя бы одна 
главная ось для Р параллельна одной из главных осей для О. 
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1.3.6. Классификация гироскопов и ее графическое представле¬ 
ние. По соотношению между главными моментами инерции тела, 
т. е. по форме эллипсоида инерции, гироскопы классифицируются 
следующим образом (при этом главные моменты инерции обозна¬ 
чены А , В, С). 

1) Тело, для которого А = В = С, называется шаровым гиро¬ 
скопом. Его эллипсоид инерции — сфера, но форма тела не обяза¬ 
тельно должна быть сферической. Так, однородный куб или 
тетраэдр по отношению к своему центру масс — шаровой гироскоп. 

2) Если две из величин Л, В, С равны между собой, то эллип¬ 
соид инерции является телом вращения. В этом случае тело носит 
название симметричного гироскопа. Все однородные тела враще¬ 
ния по отношению к центру, лежащему на оси вращения, являются 
симметричными гироскопами. Ось симметрии называется также 
осью фигуры. 

3) Если все три величины Л, В, С различны, то говорят о не¬ 
симметричном гироскопе. Соответствующий эллипсоид инерции 
имеет различные оси. 

У шарового гироскопа все оси, проходящие через центр, яв¬ 
ляются равноправными главными осями. У симметричного гиро¬ 
скопа равноправны все оси, лежащие в экваториальной плоско¬ 
сти, т. е. перпендикулярные оси симметрии или оси фигуры. Далее, 
среди симметричных гироскопов различают следующие: 

2а) вытянутый гироскоп — для него Л = В > С (стержень, на¬ 
правленный вдоль оси 3); 

2Ь) сплюснутый гироскоп , для которого, например, Л = В << С 
(симметричный диск, лежащий в плоскости 1-2). 

Для несимметричного гироскопа возможны аналогичные соот¬ 
ношения. Если Л > В > С, то имеем гироскоп 

За) с короткой осью 1 (это соответствует сплюснутому по оси 1 
гироскопу), 

ЗЬ) со средней осью 2, 

Зс) с длинной осью 3. 

Характеристику различных типов гироскопов можно предста¬ 
вить графически описанными ниже способами. 

1) Изображение главных моментов Л, В, С в виде сторон пло¬ 
ского треугольника, как показано на рис. 1.12. При постоянном Л 
возможные вершины треугольника, образованного сторонами Л, 
В, С, покрывают затененную полуплоскость. 

2) Изображение в плоскости переменных (В/Л, С/Л). В силу 
неравенств (1.10) изображающие точки для различных возможных 
типов гироскопов покрывают в данном случае затененную полу¬ 
полосу на рис. 1.13. 

3) Представление в виде треугольника формы , который полу¬ 
чается следующим образом: величины Л, В, С откладываются 
в виде отрезков по осям декартовой системы координат 
(рис. 1.14). Тогда любой возможный эллипсоид инерции будет 
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1. Введение и основные положения 



Рис. 1.12. Графическое представление клас¬ 
сификации гироскопов; главйые моменты 
инерции изображены в виде сторон пло¬ 
ского треугольника. 



Рис. 1.13. Графическое представле¬ 
ние классификации гироскопов; по 
осям координат отложены отноше¬ 
ния главных моментов инерции. 



Рис. 1.14. Графическое представление классификации гироскопов с помощью треугольника 

формы. 


характеризоваться точкой Р, лежащей в первом октанте. Изобра¬ 
жающие точки для тел с подобными эллипсоидами инерции лежат 
при этом на линии ОР. Так как представляют интерес не абсолют¬ 
ные размеры эллипсоида инерции, а лишь его форма, достаточно 
рассматривать точки О пересечения линии ОР с плоскостью А + 
+ Б + С = 1. В силу неравенств (1.10) возможные изображающие 
точки для эллипсоидов инерции, имеющих различную форму, ле¬ 
жат внутри затененного треугольника, называемого треугольником 
формы. 

На рис. 1.15 три вида графического представления различных 
типов гироскопов помещены рядом, причем соответствующие гра- 
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ничные линии изображены одинаково и соответствующие точки 
обозначены одинаковыми цифрами. Обозначения здесь таковы: 

точка /: А = 0, стержень, расположенный вдоль оси 1, 

точка 2: В = 0, стержень, расположенный вдоль оси 2, 

точка 3 : С = 0, стержень, расположенный вдоль оси 3, 

точка 4: В = С = Л/2, симметричная пластина, лежащая в 

плоскости 2-3, 

точка 5: С = А = В/2, симметричная пластина, лежащая в пло¬ 
скости 3-1, 

точка 6: А = В = С/2, симметричная пластина, лежащая в пло¬ 
скости 1-2, 

точка 7: А = В = С, шаровой гироскоп. 



3 з 


Рис. 1.15. Сравнение различны* способов графического представления классификации 

гироскопов. 


Точки на отрезках 1 —7 (а также 2 —7 и 3 —7) представляют 
вытянутые гироскопы, а на отрезках 7 —4 (также 7 —5 и 7— 6) — 
сплюснутые симметричные относительно оси 1 (соответственно от¬ 
носительно осей 2 и 3) гироскопы. 
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1. Введение и основные положения 


Точки на прямых 2 — 4—3 (и 3 — 5—1 или 2 — 6 — 1) представ¬ 
ляют пластины, лежащие в плоскости 2-3 (соответственно 3-1 или 

1 - 2 ). 

Граничные линии 2 —7—5, 3 —7— 6 , 1 —7— 4 делят возможную 
область изображающих точек на шесть подобластей, каждой из 
которых соответствует определенное распределение величин Л, В, 
С. Для двух таких областей оно указано. Области, соответствую¬ 
щие гироскопам со средней осью 1, затенены. 

Сопоставление этих трех изображений показывает, что они то¬ 
пологически эквивалентны. Все же при решении сложных задач 
предпочитают изображение в виде треугольника формы, так как 
при этом не отдается предпочтение какому-либо главному моменту 
инерции и, кроме того, ни одна из точек изображения не лежит 
в бесконечности. 

При практическом применении треугольника формы задача со¬ 
стоит в том, чтобы найти изображающую точку О, соответствую¬ 
щую конкретным значениям Л, В, С. При этом можно идти раз¬ 
личными путями. 

1. На двух сторонах треугольника формы откладываются от¬ 
резки §!= А/В, §2 = В/С. При этом О^б’^оо; шкалы будут 
нелинейными. Изображающую точку В находят как точку пере¬ 
сечения прямых ^1 = СОПЗІ И §2 = СОПЗІ. 

2. Следуя Шилену, можно на двух сторонах треугольника фор¬ 
мы отложить отрезки Н\ = (Л — В) /С и А 2 = (В — С) /Л. При этом 
— 1 ^ А ^ + 1; шкалы линейны. Изображающую точку находят 
как точку пересечения прямых Н\ = сопзі и й 2 = сопзі, каждая из 
которых проходит через соответствующую вершину треугольника. 

3. Следуя П. Мюллеру, можно отложить отрезки к { = 
= Л/(Л + В + С) и &2 = В/(Л + В + С) на двух сторонах тре¬ 
угольника. При этом 0 ^ к 0,5; шкалы линейны. Изображаю¬ 
щую точку находят как точку пересечения прямых к\ = сопзі и 
А ?2 = сопзі, каждая из которых параллельна одной из сторон тре¬ 
угольника. 


1.4. Основы кинематики 

1.4.1. Степени свободы и кинематические характеристики движе¬ 
ния. Число степеней свободы системы это число координат, кото¬ 
рые необходимы, чтобы однозначно задать положение системы. 
Следовательно, точка, движущаяся вдоль кривой, имеет одну сте¬ 
пень свободы; точка, свободно движущаяся в пространстве, имеет 
три степени свободы. Система, состоящая из пяти несвязанных 
между собой точек, свободно движущихся в пространстве, обла¬ 
дает пятнадцатью степенями свободы. 

У твердого тела движения отдельных точек не являются неза¬ 
висимыми. Вследствие того что тело не деформируется, расстояние 
между любыми его точками должно быть постоянным. Поэтому 
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достаточно задать координаты трех точек тела, не лежащих на 
одной прямой, чтобы определить положение в пространстве 
всего тела. Если, например, при определении ориентации тела 
известны положения его точек О, Р, С} (рис. 1.16), то вследствие 
постоянства расстояний РР и (2Р тем самым зафиксировано и по¬ 
ложение любой точки Р тела. Можно поэтому считать, что основ¬ 
ной треугольник ОР<2 представляет все тело. Положение этого 





Рис. 1.16. Треугольник ОР<определяющий положение твердого тела. 


треугольника можно задать шестью координатами: например, три 
нужны для точки О; две следующие достаточны, чтобы установить 
место точки Р, так как она при фиксированной точке О может 
двигаться только по поверхности сферы радиуса ОР; для точки <2 
при фиксированных точках Р и О достаточна еще одна коорди¬ 
ната, так как С} может двигаться лишь по дуге окружности с цен¬ 
тром на фиксированной оси ОР. Таким образом, общее число ко¬ 
ординат, необходимых, чтобы задать положение твердого тела, 
равно шести. 

В теории гироскопа интересен прежде всего случай, когда одна 
из точек тела закреплена неподвижно. Такое твердое тело с непо¬ 
движной точкой может совершать лишь вращательное движение 
вокруг этой точки. Число степеней свободы его уменьшается тогда 
до трех. 

Движение системы известно, если известны скорости всех ее 
точек. Если мгновенное положение точки задано ее радиусом-век¬ 
тором Хи проведенным из неподвижного начала к рассматривае¬ 
мой точке, то вектор скорости получают дифференцированием ра¬ 
диуса-вектора по времени: 

Ѵі = йхіійі = Хі. (1-34) 

В твердом теле на скорости отдельных точек наложены некото¬ 
рые ограничения. Они вытекают из того обстоятельства, что рас¬ 
стояния между точками тела постоянны. Пусть Р и (2 — две точки 
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1. Введение и основные положения 


движущегося тела и О — неподвижная точка, из которой наблю¬ 
дают движение (рис. 1.17). Тогда вследствие того, что тело яв¬ 
ляется абсолютно твердым, имеет место равенство 

г 2 = 2 і 2 і = (у { — хі) ( Уі — хі) = сопзі. (1.35) 

Дифференцируя по времени, получаем 

2 (Уі — х { ) ( Уі — Хі) = 22 і (уі — хі) = О, 

или 

2іХі = 2іУі. (1.36) 

Отсюда следует: 

При движении твердого тела проекции скоростей двух его точек 
на линию , соединяющую эти точки , равны. 



Рис. 1.17. Скорости точек Р и С} твердого тела. 


Это позволяет судить о характере движения тела в общем слу¬ 
чае. Рассмотрим сначала простой случай, когда точка Р тела 
неподвижна. Если ее выбрать в качестве начала, из которого от¬ 
кладываются радиусы-векторы, то Хі = 0 и Хі = 0. Тогда из (1.36) 
сразу следует гщі = 0. Если исключить случай равенства нулю со¬ 
множителей этого скалярного произведения, то векторы Хі и щ 
должны быть взаимно перпендикулярны (Хі±уі). Из рис. 1.18 
видно тогда, что движение тела в рассматриваемый момент может 
представлять собой только вращение вокруг оси, проведенной че¬ 
рез неподвижную точку Р перпендикулярно плоскости чертежа. 
При этом вращении отрезок РС ? движется вокруг точки Р как 
спица колеса. Скорость точки С} тела можно выразить следующим 
образом: 


Уі - Хі - 


(1.37) 
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Вектор о); угловой скорости лежит на мгновенной оси вращения и 
направлен таким образом, что векторы со^, г ку уі в данной последо¬ 
вательности образуют правую тройку. 

В общем случае точка Р не является неподвижной и обладает 
некоторой скоростью Х\. Если наблюдать за движением точки <2 

с _а_л 

Т 


Рис. 1.18. Скорость точки <3 при вращении твердого тела вокруг точки Р. 


твердого тела, находясь в системе отсчета, поступательно движу¬ 
щейся вместе с точкой Р, то правая часть равенства (1.37) даст 
скорость точки <3 относительно Р. Для абсолютной скорости точки 
0 1 получаем сумму 

Уі=Хі~]гЪіік®і 2 к- (1.38) 

Следовательно, в общем случае движение твердого тела склады¬ 
вается из двух движений: из параллельного переноса (или посту¬ 
пательного движения) со скоростью Хі и вращения, причем вели¬ 
чина и направление скоростей точек тела определяются, кроме век¬ 
тора г к , и вектором со ; -. Векторы со^ и х\ можно трактовать как 
компоненты кинематического винта (со^, Хі). 



Рис. 1.19. Векторное сложение угловых скоростей. 


Угловые скорости можно складывать по правилам сложения 
векторов. Если твердое тело участвует одновременно в двух вра¬ 
щениях с угловыми скоростями со? и (о^ (рис. 1.19) и если точка Р 

неподвижна, то скорость точки С} тела равна 

Уі = г Цк® а } 2 к "Ь г Цк®) г к' 
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1. Введение и основные положения 


Так как для векторного произведения справедлив распределитель¬ 
ный закон, то 

Уі = ъ т « + ®у) г к = 

Вектор уі определяет скорость точки твердого тела, которое совер¬ 
шает единственное вращение с угловой скоростью со у . = ю® + ю*. 

Направление результирующего вектора со^ определяет мгновенную 
ось вращения. 

1.4.2. Геометрическое описание движения твердого тела с непо¬ 
движной точкой. Если твердое тело имеет неподвижную точку, то 
она может быть выбрана в качестве начала координат. Тогда нуж¬ 
но в общей формуле (1.38) положить Хі = 0, так что останется 
лишь слагаемое от вращательного движения. Ось вращения пред¬ 
ставляет собой геометрическое место точек, покоящихся в данное 
мгновение, и поэтому должна проходить через неподвижную точку 
тела. Таким образом, имеем: 

В общем случае движение твердого тела с неподвижной точкой 
есть вращение вокруг оси , проходящей через эту точку. 

Ось вращения может с течением времени изменять свое направ¬ 
ление. Она описывает в пространстве поверхность конуса, назы¬ 
ваемого неподвижным аксоидом (или конусом герполодии). Непо¬ 
движная точка Р является вершиной этого конуса (рис. 1.20). Ось 



Рис. 1.20. Представление движения твёрдого тела вокруг неподвижной точки Р 

качением подвижного аксоида по неподвижному. 


вращения может изменять свое положение и по отношению к рас¬ 
сматриваемому телу. При этом она описывает поверхность конуса, 
который называют подвижным аксоидом (или конусом полодии). 
Линия, по которой касаются оба конуса, является мгновенной 
осью вращения. Справедлива теорема: 
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Любое движение твердого тела с неподвижной точкой может 
быть представлено как качение подвижного аксоида , неизменно 
связанного с телом , по неподвижному. 

То, что при этом движении действительно имеет место качение 
одного конуса по другому, можно установить следующим образом. 
Рассмотрим кривые, получающиеся в сечении поверхностей ко¬ 
нусов плоскостью, перпендикулярной к мгновенной оси вращения 
(рис. 1.21). Пусть Р 0 — мгновенный полюс вращения в момент 


Полодия 



времени і = і 0 . Положим, что к моменту і\ = і 0 + полюс вра¬ 
щения на герполодии переместится в положение Р ь а на поло¬ 
дии— в Р\. Представим себе теперь, что ось вращения, проходя¬ 
щая через Л,, в данное мгновение неподвижна. Тогда точка Р\ 
вследствие вращения тела с угловой скоростью оо переместится 
на величину Р[Р\ ^ РоР \со А/, так что точки Р\ и Р\ совпадут. 

Если теперь, для того чтобы приблизиться к истинному движе¬ 
нию, перейти к пределу при Д/-^0, то как угол ооД і, так и отрезок 
РоР\ будут стремиться к нулю одновременно с Д і. Это означает, 
что мгновенный центр вращения Ро является точкой касания пер¬ 
вого порядка герполодии и полодии, т. е. эти кривые в точке Ро 
имеют общую касательную. О том, что подвижный аксоид при 
своем качении не скользит по неподвижному, можно утверждать 
потому, что в противном случае фиксированная в теле точка Ро 
не могла бы обладать нулевой скоростью. Следовательно, она не 
могла бы лежать на мгновенной оси вращения. 

Можно также вместо неподвижного и подвижного аксоидов 
рассматривать кривые, которые описывает конец вектора угловой 
скорости сог при качении аксоида. Эти герполодии и полодии лежат 
соответственно на неподвижном и подвижном аксоидах. При дви¬ 
жении одна из кривых также катится по другой. Такое рас¬ 
смотрение дает более детальное представление о движении тела, 
чем чисто геометрическое качение аксоидов, так как при этом иг¬ 
рает роль и величина угловой скорости, т. е. скорость протекания 
процесса. 



38 


1. Введение и основные положения 


1.4.3. Аналитическое описание вращательного движения твердого 
тела, а) Задание взаимного вращения двух систем отсчета . Для 
расчетов, относящихся к вращательному движению твердого тела, 
целесообразно ввести в рассмотрение связанную с телом систему 
координат Г, 2', 3', вращающуюся относительно неподвижной си- 
стемы 1, 2, 3. Так как здесь мы будем исследовать лишь враща¬ 
тельные движения, то можно принять, что начала обеих систем 
совпадают (рис. 1.22). 



Рис. 1.22. Задание поворота декартовой системы координат углами между осями 


Если твердое тело имеет неподвижную точку, то лучше всего 
ее и выбрать в качестве начала координат. Поворот системы ко¬ 
ординат, связанной с телом, относительно неподвижной системы 
задается матрицей преобразования ац. Элементами этой матрицы 
являются косинусы углов между осями подвижной и неподвижной 
систем. Так, например, 

#із = соз а 13 , #32 = соз а 32 . 

Отсюда ясно, что в общем случае ац ф ац. Девять направляющих 
косинусов не являются независимыми; они должны удовлетворять 
условию 

^ іфік == (1.39) 

Вытекающие отсюда девять скалярных равенств выражают, что 
направляющие косинусы являются координатами единичных век¬ 
торов и что оси координат в каждой из систем (подвижной и не¬ 
подвижной) перпендикулярны между собой. 

Если #іі — матрица преобразования, то для вектора Хі имеем 
формулы преобразования (1.6): 
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Применение матрицы ац при аналитическом описании вращений 
твердого тела совершенно естественно, но пользоваться каждый 
раз условиями (1.39) неудобно. Действительно, ведь чтобы одно¬ 
значно задать положение тела, достаточно уже трех координат,, 
так как твердое тело с неподвижной точкой имеет три степени 
свободы. В принципе можно из девяти направляющих косинусов 
с помощью соотношений (1.39) исключить шесть и иметь три не¬ 
зависимые между собой величины. Можно, однако, вместо того 
чтобы идти по трудному пути исключения координат, поступить 
наоборот: отправляться от трех соответствующим образом выбран¬ 
ных обобщенных координат и через них выразить матрицу ац. 
Здесь имеются различные возможности. Важнейшим примером 
являются так называемые углы Эйлера ; аналогичными, но более 
подходящими для некоторых технических проблем гироскопии 
являются кардановы углы. И те и другие нужно здесь рассмот¬ 
реть, так как далее мы будем ими пользоваться. 

В этой связи следует еще упомянуть так называемые пара¬ 
метры Клейна — Кэли а, р, у, б (см., например, Голдстейн [17]). 
В число этих параметров, также пригодных для задания вращений 
твердого тела, заведомо включено на одну величину больше, чем 



Рис. 1.23. Углы Эйлера ф, Ф, Ф, определяющие взаимную ориентацию двух координатных 

трехгранников. 


необходимо, благодаря чему формулы получаются симметрич¬ 
ными. Однако мы не будем разбирать этот вопрос более подробно. 

Ъ) Углы Эйлера. По Эйлеру, положение связанной с телом си¬ 
стемы 1', 2', 3' относительно неподвижной системы отсчета 1, 2, 3 
может быть задано тремя углами ф, О, ср, изображенными на 
рис. 1.23. Угол Ф заключен между осями 3 и 3'. Два других угла 
измеряются в плоскостях 1-2 и 1'-2', которые на рис. 1.23 



40 


1. Введение и основные положения 


изображены в виде кругов. Линия пересечения этих плоскостей 
называется линией узлов (Кп). Угол гр образуется линией узлов и 
осью 1, угол ф — линией узлов и осью V. В ранней гироскопиче¬ 
ской литературе эти углы обычно назывались углом прецессии гр, 
углом нутации О и углом собственного вращения ф. Однако мы не 
будем пользоваться этими названиями, так как понятия прецессии 
и нутации ниже будут определены не геометрически, а динамиче¬ 
ски в соответствии с практическим употреблением этих понятий 
в литературе по гироскопической технике. 

Аналитические зависимости проще всего выводятся так: нужно 
поворот связанной с телом системы координат относительно непо¬ 
движной представить себе как результат трех последовательных 



Рис. 1.24. Перевод связанного с телом координатного трехгранника 1', 2', 3' в конечное 
положение с помощью трех последовательных поворотов на углы 'б 1 и ф. 


поворотов, каждый из которых происходит вокруг неподвижной 
оси. Это можно представить схемой 

(1,2, 3) = (ф) # (Г, 2*, 3’) = (О) #(1°, 2°, 3°) = (ф) #(Г, 2', 3') 


(см. рис. 1.24). Первый поворот совершается на угол гр вокруг 
оси 3, совпадающей с осью 3*. Это ортогональное преобразование 
может быть представлено в виде 

созгр — зіпгр 0 


*к = а % х п Г А е а 1к 


8Іп ф 
0 


С05 ф 
0 


о 

1 


(1.41) 


Второй поворот совершается на угол О вокруг оси 1*. Соответ¬ 
ствующее преобразование может быть записано в виде 


о 


х 


і 


А * 

а ы х » 


где а® = 


'1 

0 

.0 


0 

созд 

ЗІпФ 


0 " 
— зіп О 
соз О- 


(1.42) 
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Наконец следует еще совершить поворот на угол ф вокруг оси 3°. 
Соответствующее преобразование таково: 


х\ = а^х). 



СОЗ ф —ЗІПф О 
ЗІПф СОЗф О 

О 0 1- 


(1.43) 


Последовательно переходя от одного преобразования 
получаем 


х і а Ъ х і а \і а 1і х к а % а 1і а и х і 




к другому, 
(1.44) 


где результирующая матрица преобразования ац — а %°1і а и полу¬ 
чается перемножением отдельных матриц по известным правилам. 
В результате получим матрицу 


~С05 ф СОЗ ф — ЗІП ф СОЗ Ф 5ІП ф 
ЗІП ф СОЗ ф + СОЗ ф СОЗ Ф ЗІП ф 
ЗІП 'О' ЗІП ф 


— СОЗ ф ЗІП ф — ЗІП ф СОЗ О СОЗ ф ЗІП ф ЗІП Ф - 

— ЗІП Ф ЗІП ф + СОЗ ф СОЗ Ф СОЗ ф — СОЗ ф ЗІП Ф 

ЗІП Ф СОЗ ф СОЗ '0' 

(1.45) 


Таким образом найдены элементы матрицы преобразования. 

Впрочем, можно элементы матрицы (1.45) вычислить непосред¬ 
ственно из сферических треугольников, которые получатся, если 
соответствующим образом соединить точки пересечения различ¬ 
ных осей (на рис. 1.23) со сферой единичного радиуса. Так, на¬ 
пример, из треугольника, образованного точками осей 1, V и Кп , 
сразу получаем, согласно теореме косинусов сферической триго¬ 
нометрии, 


а { ! = С05 (1,1') = соз ф соз ф + зіп ф зіп ф соз (я — Ф) = 


= СОЗ ф СОЗ ф — ЗІП ф СОЗ Ф ЗІП ф. 


К сожалению, в используемых в литературе обозначениях углов 
Эйлера нет единства. Иногда углы ф и ф случайно меняются ме¬ 
стами, а иногда используются дополнительные углы. Так, от Ре- 
заля пошло применение вместо углов О и ф дополнительных к ним. 
Они соответствуют географическим широте и долготе, определяю¬ 
щим положение точки на земной поверхности. 

Углы Эйлера и их различные варианты имеют тот недостаток, 
что при 0 = 0 теряют свою однозначность. В этом случае ф и ф 
становятся неопределенными, так как неизвестно направление ли¬ 
нии узлов (рис. 1.23). Поэтому эти углы становятся неудобными 
в задачах, в которых угол О может обращаться в нуль или же это 
значение угла очень важно. Такой случай как раз имеет место в не¬ 
которых интересных в техническом отношении гироскопических 
приборах. Тогда лучше применять другую тройку углов, так на¬ 
зываемые кардановы углы. 



к 


[§ід|§] 


еделяющие взаимную ориентацию двух координат 
с трехгранников. 



х-*ис 


і.2і>. Кардановы углы а, 3, ѵ< 

ныл 


I 3 



Рис. 1.26. Реализация кардановых углов в гироскопе, помещенном в карданов подвес. 


с) Кардановы углы. Эти углы показаны на рис. 1.25. Их появ¬ 
ление связано с широко распространенным кардановым подвесом 
гироскопа, где они могут быть определены как углы между от¬ 
дельными частями подвеса. Карданов подвес, одна из возможных 
форм которого показана на рис. 1.26, состоит из внешней карда- 
новой рамки Яи которая может вращаться вокруг неподвижной 
осиі, и внутренней рамки Т? 2 , подвешенной во внешней рамке Яі так, 
что она может поворачиваться вокруг внутренней оси; эта послед¬ 
няя перпендикулярна оси 1 и в исходном положении совпадает с не¬ 
подвижной в пространстве осью 2 Тело гироскопа (ротор) К может 
вращаться вокруг оси, которая перпендикулярна оси внутренней 
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рамки и в исходном положении совпадает с осью 3. Как показано 
на рис. 1.26, в исходном положении система Г, 2', 3', связанная 
с гироскопом, совпадает с неподвижной системой 1, 2, 3. Но враще¬ 
нием вокруг упомянутых трех осей можно придать гироскопу любое 
положение, при котором начало координат О остается неподвиж¬ 
ным. Угол поворота вокруг неподвижной оси 1 (ось внешней рамки) 
обозначим буквой а; угол поворота вокруг оси внутренней рамки 
назовем (3; наконец, пусть у будет угол поворота вокруг оси 3', свя¬ 
занной с гироскопом. Как и в случае углов Эйлера, можно повороты 
связанной с телом системы координат бтносительной неподвижной 
характеризовать схемой 

(1,2, 3) = (а) =Ф(Г, 2*, 3*) = (Р) #(1°, 2°, 3°) = (у) #(Г, 2', 3'). 


Необходимые преобразования имеют вид 

1 О 

I 

х ь = а % х і> г Д е = 


О 


х ) = а ы х І’ г да а ы= 


х і а 7і х р г д е а 1і 


О соз а — зіп а 
.0 зіп а соз аз 
С05|3 0 зіп р 
0 1 0 
— ЗІП Р 0 С05|3- 

соз у — зіп у 0 
зіп у соз у 0 

і- о о и 


Эти соотношения совместно дают 

Х і = а 1і х і = а \і а 1і х к ~ а % а кі а 1і Х і ~ а Ц Х і' 


где 


а .. = 
Ч. 


СОЗ Р соз у — СОЗ Р зіп у в 

соз а зіп у + зіп а зіп р соз у соз а соз у — зіп а зіп р зіп у 

і-зіп а зіп у — соз а зіп Р соз у зіп а соз у + соз а зіп Р зіп ѵ 


(1.46) 


(1.47) 


ЗІП Р 

- зіп а соз р 
соз а соз р . 


Для кардановых углов, как и для углов Эйлера, возможны различ¬ 
ные варианты. Поэтому, применяя эти углы, следует всегда вни¬ 
мательно относиться к их точному определению. 

Нетрудно получить аналитическую связь между углами Эйлера 
и кардановыми углами. Она может быть выведена из рассмотре¬ 
ния сферических треугольников, которые получаются соединением 
точек пересечения выбранных соответствующим образом осей со 
сферой единичного радиуса. Из треугольников, изображенных на 
рис. 1.27, согласно теоремам сферической тригонометрии [или из 
сравнения формул (1.45) и (1.47)], следует, что 

а = соз ф Ф, зіп р = зіп ф зіпФ, (у — ф) = Ф соз О. (1.48) 



Рис. 1.28. Эйлеровы углы в кардановом подвесе. 
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Впрочем, при ином расположении кардановых осей относи¬ 
тельно осей 1,2,3 системы отсчета можно получить эйлеровы углы 
непосредственно на кардановом подвесе. Если, согласно рис. 1.28, 
взять ось внешней рамки за ось 3, а ось ротора за ось 3', то ось 
внутренней рамки будет линией узлов. Тогда углы Эйлера ф, О, ф 
могут быть получены как углы поворота вокруг оси 3, вокруг ли¬ 
нии узлов и вокруг оси ротора соответственно (каждый поворот 
совершается в положительном направлении). При таком располо¬ 
жении осей 


а = ф, р = '0' — я/2, у = ф. 

й) Компоненты угловой скорости. Из динамических уравнений 
гироскопа часто получают лишь угловую скорость гироскопа как 
функцию времени. Чтобы отсюда определить пространственную 
ориентацию тела, нужно знать зависимость между компонентами 
угловой скорости сог и указанными выше углами и их производ¬ 
ными по времени. Эти соотношения могут быть получены с по¬ 
мощью рис. 1.23 и 1.25. 

В случае применения углов Эйлера следует учитывать, что 

вектор угловой скорости ф направлен вдоль оси 3, вектор угловой 

скорости О — вдоль линии узлов, а вектор ф — вдоль оси 3'. Рас¬ 
кладывая эти компоненты по осям, получаем 

в проекциях на оси, связанные с телом: 

©і = ф зіп О зіп ф + О соз ф, 

©2 = ф зіп О соз ф — О зіп ф, (1.49) 

©з = ф + Ф соз О; 

в проекциях на неподвижные оси: 

©! = ф зіп О зіп ф + Ф соз ф, 

©2 = — Ф зіп О соз ф + 'О 1 зіп ф, (1.50) 

©з = ф + ф соз'в'. 

Соответственно получаются соотношения в кардановых углах, если 
учесть, что вектор угловой скорости а направлен вдоль оси 1, век¬ 
тор (3 — вдоль оси 2 и вектор у — вдоль оси 3'. Отсюда получаем 

в проекциях на оси, связанные с телом: 

©і = а соз р соз у + Р зіп у, 

©2 = — а соз р зіп у + |3 соз у, 

©з = у + азіпР; 


(1.51) 
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в проекциях на неподвижные оси: 

со 1 = а + V р, 

©2 — — ѵ соз р зіп а + (Зсоза, (1*52) 

©з = V соз р сов а + Р зіп а. 


Если углы ф, О, ф или а, р, у и их производные по времени даны, 
то с помощью приведенных формул могут быть вычислены компо¬ 
ненты угловой скорости. Однако в большинстве случаев нужно 
решать обратную задачу: определить углы по проекциям угловой 
скорости на подвижные оси . Для этой цели служат дифференци¬ 
альные уравнения, а именно: 

для углов Эйлера из (1.49) вытекает 

ф зіп О = ©і зіп ф + ©2 соз ф, 

Ф = ©і созф — ©2 зіпф, (1.53) 

ф = ©з — сі§ О (©і зіп ф + ©2 соз ф); 

для кардановых углов из (1.51) вытекает 

а соз р = ©і соз у — ©2 зіп у, 

р = ©[ зіп у + соз у, (1-54) 

у = ©з — і§ Р (©і соз у — ©2 зіп у). 


Следует указать еще на одно очень важное обстоятельство: из 

угловых скоростей ф, О, ф и а, р, у могут быть получены инте¬ 
грированием соответствующие углы 


Ф = Фо + 




Производные углов являются голономными координатами в смысле 
аналитической механики. Напротив, проекции угловой скорости 
©р ©', ©з не являются голономными координатами. Из них не¬ 
возможно получить интегрированием углы, которые бы годились 
для задания положения тела. Чтобы в этом убедиться, рассмот¬ 
рим, например, первое равенство (1.49). Умножив его на элемент 
времени йі , получим 

©і (И = ^(И зіп # зіп ф + Ф йі соз ф = 

= с?ф зіп О зіп ф + со$ ф. 

Выражение, стоящее в правой части, не является точным диффе¬ 
ренциалом, ибо так называемое условие интегрируемости не удов¬ 
летворяется. (Дифференциальное выражение сШ = Рй ф 4- ин- 
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тегрируемо только тогда, когда справедливо равенство 

дР/д'О' = д(Дд^>, 

а это условие в данном случае не выполняется.) 

Отсюда следует очень важный практический вывод: неодно¬ 
кратно предлагалось измерять составляющие угловой скорости 
со', со', движущихся систем (кораблей, самолетов, ракет, спут¬ 
ников) с помощью измерительных приборов, укрепленных на объ¬ 
екте (например, гиротахометров; см. гл. 15), с тем чтобы затем 
прямым интегрированием получить углы поворота относительно 
связанных с объектом осей. Однако полученные таким образом 
углы по упомянутой причине не являются величинами, однозначно 
определяющими пространственную ориентацию системы. Напро¬ 
тив, корректный способ состоит в интегрировании довольно слож¬ 
ных нелинейных дифференциальных уравнений (1.53) или (1.54). 
Конечно, можно использовать и соотношения между направляю¬ 
щими косинусами. 

е) Дифференцирование по времени вектора во вращающейся 
системе координат. В гироскопических задачах часто целесообраз¬ 
но пользоваться подвижной системой отсчета, которая неизменно 
связана с телом или движется произвольным образом. При отсут¬ 
ствии поступательного движения имеется следующее преобразо¬ 
вание связывающее компоненты вектора в подвижной и в непо¬ 
движной системах: 

Хі Оі^Хѣ» 

Отсюда для скорости изменения вектора имеем 

йх, й йх'и йсііи 

~аГ = ~ЗТ ( а ‘ь Хк ) = йік ~аГ ~аГ Хк ’ 

Здесь первое слагаемое характеризует изменение вектора х{ по 
отношению к подвижной системе. Оно часто сокращенно записы¬ 
вается так: 

(іх' к сі' х\ 

аік ~йГ = ~аГ• 

Второе слагаемое может быть выражено с помощью вектора угло¬ 
вой скорости со^, с которой подвижная система движется относи¬ 
тельно неподвижной: 

(сІа ік /(1() х' к — е і /й со/ЛГй. 

Это выражение дает переносную скорость изменения вектора, ко¬ 
торую он приобретает вследствие того, что участвует в движении 
подвижной системы. Таким образом, абсолютная скорость измене¬ 
ния вектора равна сумме относительной и переносной скоростей : 

СІХі/СІІ = сі'х'і/сіі + 8 / іъ (й]Хь. (1.55) 
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Легко усматриваются два граничных случая: 

1) Хі неизменен в пространстве; тогда 

йх і сі'х'і 

- 5Г == ^ и ~1Г ~ ~ е іік (і) І х 'к> 

2) х'. неизменен в подвижной системе; тогда 

сі'х'і ^ Х і / 

йі = ^ И йі =& і!Ь®і х Ь' 

Эти соотношения можно получить непосредственно из рис. 1.29. 
В первом случае конец вектора Хь остается неподвижным в про¬ 
странстве; для наблюдателя, движущегося вместе с подвижной си¬ 
стемой, конец вектора движется в противоположном направлении. 



Рис. 1.29. Абсолютная производная вектора х^, не изменяющегося во вращающейся системе 

координат. 


Во втором случае хь остается неизменным во вращающейся систе¬ 
ме (т. е. Хь =соп5І;); тогда для неподвижного наблюдателя конец 
вектора движется в направлении, обусловленном вращением си¬ 
стемы С УГЛОВОЙ СКОРОСТЬЮ 00 ;. 

Если применить формулу (1.55) к вектору самой угловой ско¬ 
рости, то получим 


<2о). 

ь 

< 2 1 


йі 


(1:56) 


1.5. Основы кинетики 

1.5.1. Энергия и кинетический момент. Энергией движения или ки¬ 
нетической энергией материальной частицы йт называют величину 

йТ = 1 / 2 ѵ 2 йт = 1 / 2 у 2 сіт = У 2 уіуі Лт, 
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Здесь уі — радиус-вектор частицы. Чтобы получить кинетическую 
энергию Т системы, это выражение следует проинтегрировать по 
всем входящим в нее частицам. Для твердого тела, учитывая фор¬ 
мулу (1.38), определяющую скорость частицы йт, получаем 



\%і “Ь \%і “Ь &і Іт^і^ті ЗМ', 


Перемножив и введя обозначения 

йт = т и | г. йт = тг 5 ( , 


имеем 


2 Т = тх.х 1 + 2 тхр^г* + I в^а^е^г^т. (1.57) 


Здесь т — масса всего тела, а г 3 с —радиус-вектор центра масс, 

проведенный из какого-либо начала, взятого в теле. Таким обра¬ 
зом, кинетическая энергия твердого тела состоит из трех слагае¬ 
мых. Первое из них представляет собой энергию поступательного 
движения, третье — энергию вращения. Средний член зависит как 
от поступательного, так и от вращательного движения тела. Од¬ 
нако он обращается в нуль в двух важных случаях: 

1) когда в качестве начала радиусов-векторов в теле взята 
его неподвижная точка; тогда Хі = 0; 

2) когда в качестве этого начала взят центр масс 5 тела; тогда 
г* = 0. 

Ниже мы исследуем более подробно важную для движения ги¬ 
роскопа часть энергии, обусловленную вращательным движением. 
Она остается единственной, если в (1.57) положить х% = 0. Подын¬ 
тегральное выражение в последнем члене (1.57) можно, учитывая 
соотношения, полученные в § 1.2, преобразовать к виду 

/ к&ііт® == І^/І^кт 5&;6у т ) СО у СО 

= = О/О/ (г к г к 6 і] — г* 2 у). 


Из (1.57) с учетом (1.13) при Хі = 0 следует 

2 Т = Ѳ^уСО/СОу, (1.58) 

или в развернутом виде 

2 Т = А(й 2 { + В® 2 + Ссо 3 — 2 Дсо 2 (о 3 — 25со 3 со 1 — 2/ 7 со 1 со 2 . (1.59) 

Следовательно, кинетическая энергия является квадратичной фор¬ 
мой проекций вектора со*. Если систему координат связать с те¬ 
лом, то осевые и центробежные моменты инерции будут постоян¬ 
ными. 

Формулы (1.58) и (1.59) будут формально идентичны форму¬ 
лам (1.25) и (1.26), если заменить со* на у г. Подобно тому как 
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формулы (1.25) и (1.26) можно было толковать как уравнения 
эллипсоида инерции, так и формулы (158) и (1.59) можно при¬ 
нять за уравнения, определяющие некоторый эллипсоид. Он на¬ 
зывается эллипсоидом энергии. Этот эллипсоид можно представить 
как геометрическое место концов векторов со*, отложенных от не¬ 
подвижной точки, которым соответствует заданное значение энер¬ 
гии Г. 

Уравнение эллипсоида энергии принимает особенно простой 
вид, если привести его к главным осям инерции тела. Тогда О' = 
= Е' = Р' = 0 и вместо (1.59) из (1.58) следует 

2Т = Л 7 ©! 2 В 7 © 7 2 "Т С 7 ©з , (1.60) 

или 



где полуоси эллипсоида равны 

а { = У2ТТА' = У~2Т~іт р,, а 2 = /2 Т/В' = Ѵ2Т/т р 2 , 

а 3 = ]/2 Т/С' = Ѵ%Т/т р 3 . 

Сравнив уравнения эллипсоида энергии (1.60) и эллипсоида инер¬ 
ции (1.27), видим, что эти эллипсоиды подобны. 

Для дальнейших расчетов потребуются формулы кинетической 
энергии, в которых она выражена через углы Эйлера или через 
кардановы углы. Эти выражения легко получить, применяя полу¬ 
ченные в п. 1.4.3 формулы для проекций угловой скорости на оси. 
связанные с телом. Будем ограничиваться случаем, когда оси ко¬ 
ординат совпадают с главными осями инерции; тогда, подставив 
(1.49) в (1.60), получим кинетическую энергию как функцию углов 
Эйлера 

2Т = А (ф зіп 'Ѳ' зіп ф + '& соз ф) 2 В (ф зіп д соз ф — д зіп ф) 2 + 

+ С (ф + ф созд) 2 . (1.61) 

Отсюда для симметричного гироскопа (А = В) 

2Т = А (ф 2 зіп 2 Ф + Ь 2 ) + С (ф + ф соз д) 2 . (1.62) 

Подобным же образом, подставив (1.51) в (1.60), получим кине¬ 
тическую энергию как функцию кардановых углов 

2Т = А(а соз р соз у + Р зіп у) 2 + В (— а соз р зіп у + Р соз у) 2 + 

+ С (а зіп р + у) 2 * (1 -63) 

Для симметричного гироскопа (А = В) 

2Т = А (а 2 со$ 2 р + р 2 ) + С (а зід р + у) 2 . 


(Ь64) 
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В теории гироскопов наряду с энергией, являющейся скаляр¬ 
ной величиной, важное значение имеет прежде всего кинетический 
момент. Кинетический момент, называемый также вращательным 
импульсом или моментом импульса, это вектор, который мы будем 
обозначать буквой Ні. Если 

іііі = Уі йт 

есть количество движения материальной частицы йт (рис. 1.30), 
то кинетический момент этой частицы относительно начала О не- 


сіт 



1 


Рис. 1.30. К выводу выражения для кинетического момента 

подвижной системы координат 1, 2, 3 определяется выражением 

йН і = &і і иУ / к == ]кУ]Уи йт. 

Интегрируя по всему объему тела, полагая Уі = Хі + г* и учиты¬ 
вая (1.38), получаем 

н? = &І "Ь тг і]к г 1^к + Ѳ//Ю /; (1.65) 

здесь через т обозначена вся масса тела и 

І і = ту? = т(х 1 + е т Ф І гІ) 

есть количество движения тела. Вектор направлен из какой- 

либо точки Р тела, называемой полюсом, к центру масс. Для тен¬ 
зора инерции, отнесенного к точке Р, получаем после перемены 
некоторых индексов 

&и = | г ш е іп і 2 к г п йт = | (Ь и Ь кп — б іп Ь кІ ) г к г п йт = 

= ^ {Ь И г к г к -~г і г і )йт. (1.66) 

Согласно (1.65), кинетический момент твердого тела состоит из 
трех частей. Первый член суммы выражает кинетический момент, 
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возникающий вследствие движения центра масс 5, третий член — 
кинетический момент от вращения тела вокруг полюса. Средний 
член зависит как от положения, так и от скорости полюса Р. Этот 
смешанный член обращается в нуль в двух важных случаях: 

1) когда в качестве полюса взят центр масс 5(^ = 0); 

2) когда полюс Р является неподвижной точкой (і г - = 0). 

Исследуем теперь подробней ту важную для гироскопа состав¬ 
ляющую кинетического момента, которая обусловлена лишь вра¬ 
щательным движением. Она остается, если в (1.65) положить Хі — 
= Хі = 0. В данном случае для кинетического момента имеем 

Ні (1.67) 

причем проекции на оси, связанные с телом, равны 

Ні = А'іоі— Р'<д 2 — Я'©з, 

#2 = — р' ©і + Я'а >2 — Я'соз, (1.68) 

Щ = — Е' со! — /У© 2 + С'©з. 

Если оси координат совпадают с главными осями инерции, то 

Н[ = А' ©і, Н' 2 = В' © 2 , Щ = С' соз. (1.69) 

Отсюда видно, что в общем случае вектор Ні не совпадает по на¬ 
правлению с вектором со г- Эти векторы коллинеарны лишь в том 
случае, когда вектор со* направлен по одной из главных осей инер¬ 
ции тела. Об этом подробней будет сказано в п. 1.5.2. 

Как и при рассмотрении выражений (1.59) и (1.60) для энер¬ 
гии, можно задаться вопросом о геометрическом месте концов всех 
векторов со г, для которых получается одна и та же заданная вели¬ 
чина кинетического момента. Из условия Н = сопзі, полагая при¬ 
том, что оси координат совпадают с главными осями инерции тела, 
получаем уравнение 

Н 2 = НіНі = (А' со!) 2 + {В' соз) 2 + (С'соз) 2 = сопзі:. (1.70) 

Это уравнение кинетического эллипсоида , полуоси которого равны 

Ь { = Н/АЬ 2 = Н/В', Ь 3 = Н/С'. 

Сравнивая это выражение с (1.60) и (1.27), заключаем, что кине¬ 
тический эллипсоид не подобен эллипсоиду энергии (следовательно, 
и эллипсоиду инерции). 

Из выражений для энергии (1.58) и для кинетического мо¬ 
мента (1.67) можно вывести соотношения, которые очень полезны 
для последующих рассуждений. Во-первых, можно, учитывая 
(1.67), написать 

2 Т = Ѳ/ усо/соу = 0’71) 
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Согласно правилам дифференцирования квадратичной формы, от¬ 
сюда следует 


Итак, 


д 

д( *к 


(2 Т) = Ѳйусэ, + <д ік щ = 2Ѳ кі а> і = 2 Н к . 
дТ/дац = Н { . 


(1.72) 


Следовательно, вектор кинетического момента является градиен¬ 
том энергии Т (по проекциям вектора со*). И обратно, вектор угло¬ 
вой скорости со* может быть вычислен как градиент функции Г, 
образуемый при дифференцировании по составляющим Я*. Чтобы 
показать это, введем в рассмотрение линейную векторную функцию 

со 1 = ^ 1} -Н } . 

Учитывая (1.67), получаем 

=Ѳ; / 'ф / /г# Ь или Ѳг/ф /Л = 6**. 


Так как Ѳ *і и 8ц — симметричные тензоры, то и является сим¬ 
метричным тензором. Но отсюда следует, что 

2 Т = Н іЩ = Я,ф, 7 Я, = Ь І Н І Н І 
и 

(27 , ) = 'Фа / Я у + УікНі =2^ кІ Н 1 = 2(і) к . 

Итак, 

= (1-73) 


1.5.2. Главные оси, ось вращения и кинетическая ось. Главными 
осями , точнее главными осями инерции , в п. 1.3.4 были названы 
связанные с телом оси, для которых центробежные моменты 
инерции 7), Е , Р обращаются в нуль. Расположение в теле глав¬ 
ных осей в общем случае не является очевидным, но у тел, 
однородных и обладающих правильной формой, они всегда совпа¬ 
дают с осями симметрии (если таковые имеются) или лежат в 
плоскостях симметрии. Так, главные оси однородного параллелепи¬ 
педа (кирпича) относительно его центра параллельны ребрам па¬ 
раллелепипеда. Главные оси инерции однородного эллипсоида от¬ 
носительно его центра совпадают с его главными осями. Все тела 
вращения имеют ось симметрии, которая при однородном распре¬ 
делении масс является одновременно и главной осью инерции. 

Осъ симметрии часто называют также осью фигуры . При иссле¬ 
довании движения гироскопов представляет интерес как раз по¬ 
ведение оси фигуры, так как в большинстве случаев именно она 
непосредственно видна и ее движения легко измерить. Каждая ось 
симметрии или ось фигуры тела с однородным распределением 
масс является одновременно и главной осью инерции, но, напротив, 
не каждая главная ось инерции является осью симметрии или 
осью фигуры. 
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Наряду с главной осью инерции, осью фигуры и осью сим¬ 
метрии важное значение имеют ось вращения и кинетическая 

ось. 

Ось вращения определяется как геометрическое место точек 
движущегося тела, скорость которых в определенный момент вре¬ 
мени равна нулю. Ось вращения всегда совпадает с направлением 
вектора со* мгновенной угловой скорости. 

Кинетическая ось определяется как ось, имеющая направление 
вектора Я* кинетического момента. 

В силу соотношения Я* = Ѳ^-со? направление кинетической оси 
зависит от направления оси вращения и от распределения масс 
в теле, т. е. от тензора инерции Ѳ^-. Указанные оси совпадают лишь 
тогда, когда они направлены по главной оси инерции. Это свой¬ 
ство одновременно может быть принято в качестве динамического 
определения главных осей : 

Главные оси твердого тела характеризуются тем , что при вра¬ 
щении тела вокруг этих осей векторы угловой скорости и кинети¬ 
ческого момента направлены одинаково. 

Это определение эквивалентно тому, которое было дано ранее 
с помощью понятий геометрии масс (п. 1.3.4); отсюда с учетом 
(1.68) вытекают следующие результаты: 

1. Тело с тремя различными главными моментами инерции 
имеет три главные оси. Только в том случае, когда вектор со* со¬ 
впадает с одним из этих направлений и, следовательно, две из 
трех компонент со[, со^ и Ц этого вектора равны нулю, имеем 

Я г II СО г • 

2. Если два главных момента инерции (например, А' и В') 
одинаковы, то все оси, лежащие в главной плоскости 1 / -2 / , яв¬ 
ляются главными. Из условий А' = В / и соз = 0 сразу следует, что 
Я!: Я 2 = со!: С 02 , т. е. что Я/1| со г . 

3. Если А' = В' = С / , то любая ось является главной. В этом 
случае Н\ : Я 2 : Яз = соі : (02 • соз; следовательно, Н\ || со*. 

Из того что моменты инерции всегда положительны, следует, 
согласно (1.69), что векторы угловой скорости и кинетического 
момента лежат в одинаковых октантах, так что угол между ними 
никогда не может стать больше п/ 2. Связь между этими векто¬ 
рами можно выяснить более подробно, прибегнув к построению, 
предложенному Пуансо. Он использует интерпретацию эллипсоида 
энергии как геометрического места концов угловой скорости со*, 
соответствующих постоянному значению энергии Т\ см. (1.60). 
Если провести плоскость, касательную к эллипсоиду энергии в 
точке Р (рис. 1.31), то перпендикуляр, опущенный из центра эл¬ 
липсоида на эту плоскость, даст направление вектора кинетиче¬ 
ского момента Я г *. Из (1.60) получается уравнение этой плоскости: 

2 Т = Л'соГюі + В'а> 2 Р ®2 + С'(йз Р (о'з. (1.74) 
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Здесь со?— вектор, проведенный из начала координат в точку Р, 

а вектор со 7 - проведен в любую точку касательной плоскости. Так 
как направляющие косинусы нормали к поверхности !(х ] ,х 2і х г ) = 
= сопзі пропорциональны производным дЦдХі, направляющие ко¬ 
синусы нормали к касательной плоскости (1,74) пропорциональны 

величинам А' соі Р , В' со 2 Р , С'а>з Р , а следовательно, и величинам 
#і, Н 2і Яз. Итак, вектор Я* направлен перпендикулярно рас¬ 
сматриваемой касательной плоскости. 

Для симметричного гироскопа, когда, например, А' = В\ вза¬ 
имное расположение различных осей может быть представлено 





Рис. 1.31. Расположение трех осей (оси фигуры РА, оси вращения ©• и кинетической 
оси Н при эпициклоидальном (а) и перициклоидальном (Ь) движении. 


наглядно, так как при этом ось фигуры (РА), ось вращения (со г ) 
и кинетическая ось (Я г ) лежат в одной плоскости. На рис. 1.31 
изображено сечение этой плоскостью эллипсоида инерции или 
подобного ему эллипсоида энергии. В случае «а» оси фигуры со¬ 
ответствует длинная ось эллипсоида и, следовательно, наимень¬ 
ший главный момент инерции С' < А' = В г . Гироскоп вытянут 
вдоль этой оси («эпициклоидальный» случай). Здесь ось враще¬ 
ния всегда лежит между осью фигуры и кинетической осью. В слу¬ 
чае «Ь» С' > А' = В'\ следовательно, гироскоп сплюснут вдоль 
оси фигуры («перициклоидальный» случай). п Р и этом кинетиче¬ 
ская ось всегда лежит между осью фигуры и осью вращения. Эти 
свойства не зависят от со, так как при изменении величины угло¬ 
вой скорости получается только подобный (увеличенный или 
уменьшенный) эллипсоид энергии, 
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Из построения, приведенного на рис. 1.31, видно, что со* и Ні 
могут совпадать лишь тогда, когда вектор со* лежит на главной 
оси или когда в меридиональном сечении эллипс превращается 
в круг. Последнее имеет место в случае шарового гироскопа. 


1.5.3. Теоремы о кинетическом моменте и кинетической энергии. 

Важнейшая теорема теории гироскопов — теорема о кинетическом 
моменте. В неподвижной системе отсчета ее можно записать так: 

сіН і /сіі = Мі. (1.75) 


Словами: абсолютная производная по времени от кинетического 
момента Я* равна главному моменту М* внешних сил. 

Теорему о кинетическом моменте следует рассматривать как 
самостоятельную основную теорему механики 1 ). Ее не только не 
обязательно, но и не во всех случаях возможно выводить из из¬ 
вестных основных ньютоновых законов механики (см., например, 
Трусделл [18]). 

Так как часто бывает нужно применять теорему о кинетиче¬ 
ском моменте в системах отсчета, движущихся и имеющих начало 
в точке Р (рис. 1.30), мы подставим (1.65) в (1.75) и получим 


ан 


о 


й 


йі 


= Ъцк (Х]1 к + Х\1к) + 1№ііъ {г^Хь + 2/ Х к ) + (ѲГ/СОу) — 


= м° = Мі + &ц к х,-Р к , 


Здесь Р к — главный вектор внешних сил. Из теоремы о количестве 
движения системы, гласящей, что 1і = Рі, следует 


г і\к х '^к — г іік Х ]Рк- 

Если далее учесть равенство 

іі = ту 8 = т (. хі + г?), 


определяющее вектор количества движения, то получим 

г іік (х}1 к + тг 8 хь) = тг іік {х}Х к + х&ь + г 8 х к ) = 0. 

Таким образом, теорема о кинетическом моменте запишется в виде 

-§1 (Ѳ?/©/) + тг іік г 8 іХ к = МІ (1.76) 

Равенство (1.76) выражает теорему о кинетическом моменте с 
учетом произвольного движения полюса Р. Дифференцирование 


*) Как известно, теорема о кинетическом моменте в форме (1.75), где М •— момент только 

внешних сил, может быть выведена из второго закона Ньютона, если положить, что силы 
взаимодействия любых двух частиц механической системы не только равны по модулю 
и противоположно направлены, но и лежат на прямой, соединяющей эти частицы Как счи¬ 
тает Трусделл [18], нет оснований полагать, что этим свойством обладают любые внутрен¬ 
ние силы системы, и в трудах Ньютона такого утверждения нет Однако, утверждает Трус¬ 
делл, теорема в форме (1 75) верна для любой материальной системы как самостоятельный 

закон природы. — Прцм ред. 
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производится здесь всюду в неподвижной системе координат. 
В двух случаях, а именно когда 

1) полюс не обладает ускорением (хь = 0) и 

2) полюс совпадает с центром масс тела (г| = 0), 

это выражение приводится к виду 

■ЗГ №>/) = М\. (1.77) 


Теорема о кинетическом моменте в форме (1.75) или (1.77) 
справедлива для системы отсчета, не обладающей ускорением 
(инерциальная система ), или в случае , когда полюсом является 
центр масс , хотя бы он и обладал ускорением. 

Из (1.75) интегрированием получаем значение кинетического 
момента 



М ь йі. 


(1.78) 


Входящий в эту формулу интеграл называется импульсом момен¬ 
та. Следовательно, импульс момента, приложенного к покояще¬ 
муся твердому телу, равен кинетическому моменту, который при¬ 
обретает это тело во вращательном движении. Кинетический мо¬ 
мент и импульс момента — одинаково направленные векторы. Ось 
вращения в общем случае не совпадает с кинетической осью; это 
означает, что после приложения ударного момента тело может 
вращаться не вокруг той оси, относительно которой действовал 
момент. В этом сказывается анизотропия твердого тела по отно¬ 
шению к вращательному движению. 

Мощность силы йРі, приложенной к элементарной частице 
тела, равна йЫ = щсіРі. Интегрированием по всему объему тела 
с учетом (1.38) получим 


Так как 

N = уі йРі = 

С 

г» 

* 

(*і + г і}к®} 2 к) ЗРі> 

V 

то 

/й®/ %к і == 

с 

щг іік 1 2 1 ар к = (й 1 М 

V 


N = ХіР ь + со іМ[. 


Таким образом, мощность складывается из двух слагаемых, со¬ 
ответствующих поступательному и вращательному движению тела. 
Выражение для работы получим интегрированием мощности. Да¬ 
лее, 

йА = N сіі = сІТ + сШ + ЛЕ 0 . (1.79) 

Это означает, что работа может идти на изменение кинетической 
энергии Г, потенциальной энергии II (например, при поднимании 
центра тяжести или сжатии пружины) или на преодоление сопро¬ 
тивления движению, т. е. на изменение диссипативной энергии Е П . 
Для консервативной системы Ев = 0 и йА = 0, т. е. внешние силы 
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отсутствуют или не производят работы 1 ). Тогда из (1.79) следует 
закон сохранения энергии 

Т -{“ ІІ = Ец, (1.80) 

Если потенциальные и диссипативные силы отсутствуют, сШ = 
= йЕ в = 0, то работа сил идет только на изменение кинетиче¬ 
ской энергии. 

Если ограничиться рассмотрением лишь твердого тела с непо¬ 
движной точкой (хі = 0), то с учетом равенства (1.75) получим 

ат ан. 

— = ы = щ м і =щ~аг. 


С другой стороны, в силу равенства (1.71) 


ат а 1 1 \ і / ан, а®, 

Ж = ~аі \ 2 Ні(Лі = Т\ “ЗГ®< + я '“аг 


Сравнивая, получаем 


ан 


со, 


аі 


І = Н І 


а ®і 

йі 


(1.81) 


Отсюда можно заключить, что для тела, на которое не действуют 
внешние силы, оба выражения, фигурирующие в равенстве (1.81), 
обращаются в нуль. Следовательно, при неравных нулю сомно¬ 
жителях 

Н ь і_ сі(Оі. (1.82) 


1.5.4. Уравнения движения гироскопа. Пусть гироскоп имеет непо¬ 
движную точку. Случаи, когда такое ограничение отсутствует, бу¬ 
дут рассмотрены позже (гл. 7 и 8). 

Так как тело с неподвижной точкой имеет три степени свободы, 
необходимо иметь три уравнения, чтобы определить координаты 
тела как функции времени. Эти уравнения доставляются уже тео¬ 
ремой о кинетическом моменте, поскольку одно векторное уравне¬ 
ние соответствует трем скалярным. 

Кроме того, для вывода уравнений движения можно использо¬ 
вать соотношения, связывающие кинетическую энергию Т и коор¬ 
динаты вектора со*. По первому из названных путей шел Эйлер, 
по второму — Лагранж. Уравнения движения Эйлера и Лагранжа 
широко применяются в теории гироскопов, и поэтому оба будут 
здесь рассмотрены. 

а) Уравнения движения Эйлера. Выражение теоремы о кинети¬ 
ческом моменте в форме (1.75) или (1.77) в большинстве случаев 


*) Если равенство (179) переписать в виде N йі — йѴ —йЕ^ — йТ , то станет очевидным, что 

оно выражает теорему об изменении кинетической энергии, причем слагаемые (—сШ) и 
(—сІЕр) представляют собой работу потенциальных и диссипативных сил Следовательно, 

здесь в отличие от предыдущего N сП означает работу не всех сил, а лишь тех непотенциаль¬ 
ных сил, которые не являются диссипативными Поэтому оправдано, что автор называет 
консервативной такую систему, для-которой Ер= 0 и N йі = 0. — Прим. ред. 
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неудобно для решения задач теории гироскопов. Это объясняется 
тем, что элементы тензора инерции Ѳ г *і в неподвижной системе от¬ 
счета, вообще говоря, не являются постоянными величинами. По* 
этому лучше перейти к системе координат, связанной с телом, в 
которой элементы тензора инерции постоянны. Тогда теорема 
о кинетическом моменте может быть приведена с учетом уравне¬ 
ния (1.55) к виду 


а (Ѳ,><) = ~ (Ѳі / со/) + Вфф'ыаі = М'і, 


йі 


или 


' 

а со,- 


®'іі -Ь ЪіікЩ®к№і — М\. 


(1.83) 


Это векторная форма динамических уравнений Эйлера. Согласно 
сказанному ранее, штрих над знаком дифференцирования озна¬ 
чает, что производную следует вычислять в системе, связанной с 
телом. 

Скалярные уравнения в общем виде могут быть легко полу¬ 
чены из (1.83) проектированием векторов на оси; мы приведем их 
только для того важного случая, когда в качестве осей координат 
взяты главные оси инерции. Если теперь (а также и всюду далее) 
для величин, вычисленных в подвижной системе, опустить штрихи, 
то получим уравнения 

Лео, — (В — С) со 2 с °з = М ІУ 

Всо 2 — (С — А) со 3 со, = М 2 , (1-84) 

Ссо 3 — (Л — В) со,со 2 = М 3 . 


Для определенных задач может оказаться целесообразным выби¬ 
рать как-либо иначе систему координат. Об этом будет сказано 
подробней в § 5.4. 

Применяя соотношения (1.72) и (1.73), можно ввести функцию 
7 (кинетическую энергию) в уравнения Эйлера. Из (1.75) полу¬ 
чаем 

Т г= Т- + в '/‘ < “/ Я ‘ = М '* (1 - 85) 

откуда 

а г ( дт 

сіі ^ до і 

Ъ) Уравнения движения Лагранжа. С помощью формализма 
Лагранжа уравнения движения физической системы могут быть 
получены из выражения кинетической энергии. 

Если, например, кинетическая энергия Т и потенциальная 77 
известны как функции указанных выше переменных х и их произ¬ 
водных х у то в наиболее простом случае консервативной системы 


і от дТ л , 

+ / к -д77 Мі • 


дН. д(й к 


( 1 . 86 ) 
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уравнения движения имеют вид 


6_ / дТ 
йі \ дх ѵ 


дТ . дУ 
дх ѵ ' дх ѵ 


(ѵ = 1, 2, ..., п). 


(1.87) 


Индекс ѵ в данном случае относится к скалярным переменным и 
принимает значения от 1 до п , если имеется п переменных. Пере¬ 
менные должны быть обобщенными координатами, т. е. должны 
быть независимыми и должны однозначно определять положение 
системы. Для гироскопа с неподвижной точкой такими координа¬ 
тами являются, например, углы Эйлера ф, О, ср или кардановы 
углы а, |3, у. Напротив, компоненты угловой скорости соі, со 2 , соз 
не могут служить обобщенными координатами. Это связано с тем 
обстоятельством (см. п. 1.4.3), что указанные координаты не яв¬ 
ляются голономными; интегрированием их невозможно однозначно 
определить положение тела. Поэтому уравнения (1.86) и (1.87), 
несмотря на их формальное сходство, имеют совершенно различ¬ 
ный характер. Это сказывается в среднем члене уравнений. 

Используя углы Эйлера Х\ = ф, * 2 = О, Хз = ср и учитывая, 

что Т = Т (ф, О, ср, ф, О, ф) и V = І7(ф, '6 1 , ср), из (1.87) получаем 
следующую систему уравнений движения: 


6_ ІдТ_ 
йі \ <Эф 

а_ /дт_ 

йі \<Эд 

й_ / дТ 
йі \ «Эф 



( 1 . 88 ) 


Эта система эквивалентна системе уравнений Эйлера (1.84). По¬ 
следние можно получить из системы (1.88), если учесть кинема¬ 
тические соотношения [(1.49) без штрихов!]. Действуя таким об¬ 
разом, из (1.88/3) находим 


дТ 

дф 

дТ 

дф 

дЦ 

дф 


дТ дш< 


дсо 3 дф 
дТ дсо і 


+ 


Ссо 3 , 
дТ дсо 2 


дсоі дф дсо 2 дф 

— М ѵ = — М 3 ; 


у4со 1 (о 2 — В со 2 сОі, 


следовательно, 

Ссо 3 — (А — В) 0 1 « 2 = М 3 . 

Чтобы получить два- первых уравнения (1.84), нужно учесть со¬ 
отношения между компонентами моментов: 

М ф = М х 5ІП Ср 5ІП Ф + М 2 соз ср зіп О + М 3 соз О, 

М$ = М х соз ср — М 2 зіп ср. 


(1.89) 



1.5. Основы кинетики 


61 


Если в уравнения (1.88) подставить выражение общего вида 
(1.61) функции Г, то получится сложная система нелинейных 
уравнений. Соответствующие вычисления здесь выполняться не 
будут. Уравнения значительно упрощаются для частного случая 
симметричного гироскопа. Из (1.88) с учетом (1.62) получаем 

■§/■ [(Л зіп 2 д + С соз 2 О) ф + С созд ф] = — -щ- = Мф, 

Ад — (А— С) зіпдсоздф 2 + С зіпдфф = —^- = М$, (1.90) 

- 37 - I е соз дф + Сф] = — — Му. 


Вполне аналогичным образом, полагая в (1.87) х\ = а, х 2 = | 3 , 
Хз = у и учитывая формулы (1.64), получаем из (1.87) систему 
уравнений в кардановых углах: 

4-[Исоз 2 р + Сзіп 2 Р)а + СзіпРѵ] = — 1 = 


Лр + (А — С) зіп р соз р а 2 — С соз р ау = — = Л* р , (1.91) 

^-[Сзіп Ра + Су] =-^ = М т 


Если моменты М ^ и М ф в уравнениях (1.90) и соответственно М а 
и М§ в уравнениях (1.91) представляют собой функции только от 
времени (или равны нулю), то можно взять интеграл от выраже¬ 
ний, стоящих в первых и третьих уравнениях. Это в значительной 
мере облегчит решение уравнений. 



Глава 2 


Свободный гироскоп с неподвижной точкой опоры 


Свободным гироскопом называют такой гироскоп, для которого 
суммарный момент приложенных к нему внешних сил равен нулю. 
Исследование движения такого гироскопа — одна из классических 
проблем механики. Ее можно считать решенной полностью: ана¬ 
литическим решением мы обязаны Эйлеру (1758), весьма нагляд¬ 
ная геометрическая интерпретация движения гироскопа была 




Рис. 2.1. Колоколообразный гиро¬ 
скоп, опирающийся острием. 


Рис. 2.2. Шаровидный гироскоп на 
воздушной опоре. 


предложена Пуансо (1834). Последующие исследования привели 
к некоторым формальным упрощениям и уточнениям теории, од¬ 
нако не дали существенно новых результатов. 

Гироскоп является свободным, например, в случае, когда точка 
опоры, вокруг которой вращается гироскоп, совпадает с его цен¬ 
тром тяжести. В модели гироскопа, предложенной Максвеллом, 
это достигается тем, что колоколообразное тело опирается острием 
на подпятник (рис. 2.1). С помощью специальных котировочных 
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винтов центр тяжести можно перемещать до совмещения его с 
точкой опоры. Более предпочтительно устройство, в котором тело, 
представляющее собой полый шар, помещено на воздушной опоре 
(рис. 2.2). Такая опора может быть выполнена с минимальным 
трением и позволяет наблюдать движение шара в течение про¬ 
должительного времени. В отличие от гироскопа Максвелла здесь 
поворот шара вокруг любой из трех осей не ограничен. Изменение 
распределения масс в этом устройстве достигается соответствую¬ 
щим размещением грузов внутри шара. 

2.1. Геометрическая интерпретация движения гироскопа, 

предложенная Пуансо 

Два интеграла уравнений движения свободного гироскопа могут 
быть найдены без труда. Из теоремы о кинетическом моменте 
(1.75) следует, что при Мі = О 

-^- = 0, т. е. Ні = сопзі (2.1) 

В силу этого интеграла кинетического момента в процессе дви¬ 
жения как величина, так и направление Ні остаются неизменными. 

Вследствие отсутствия внешних сил при рассматриваемом дви¬ 
жении не может совершаться работа. Поэтому должна оставаться 
постоянной и кинетическая энергия Т системы. Отсюда, исходя 
из (1.71), приходим к интегралу энергии 


2 Т = НіЮі = сопзі (2.2) 

Из (2.2) следует, что конец вектора со г - может двигаться лишь в 
плоскости, перпендикулярной вектору Я г -, ибо в силу Ні = сопзі 
только в этом случае проекция со* на Ні оказывается постоянной, 
а значит, будет постоянно и скалярное произведение Нісоі 
(рис. 2.3). Плоскость, в которой движется конец Р вектора со г -, на¬ 
зывается неизменяемой плоскостью. Она неподвижна в простран¬ 
стве и отстоит от точки опоры Р на расстояние 2 Т/Н. 

Однако конец вектора со* лежит не только в неизменяемой пло¬ 
скости, но одновременно и на поверхности связанного с телом эл¬ 
липсоида энергии (1.60). Последний, согласно изложенному в 
п. 1.5.1, является геометрическим местом концов векторов со г -, ко¬ 
торому соответствует заданная постоянная кинетическая энер¬ 
гия Т. Главные оси эллипсоида энергии одновременно являются 
главными осями тела, а его центр совпадает с точкой опоры Р. 

Движение тела может быть представлено как качение эллип¬ 
соида энергии по неизменяемой плоскости. Прежде всего ясно, 
что плоскость и эллипсоид должны иметь по меньшей мере одну 
общую точку, именно конец Р вектора со*. То, что плоскость и 
эллипсоид касаются в точке Р, а не пересекаются в ней, вытекает 
из установленного нами в п. 1.5.2 следующего факта: вектор Ні 



Рис. 2.4. Образование герполодии (5/С) и траектории оси фигуры ((?/() при качении эллип¬ 
соида энергии по неизменяемой плоскости. 


постоянно перпендикулярен плоскости, касательной к эллипсоиду 
энергии в точке, совпадающей с концом вектора со*. Но если две 
плоскости проходят через одну и ту же точку Р и одновременно 
перпендикулярны некоторому заданному направлению, то они сов¬ 
падают. Таким образом, неизменяемая плоскость в то же время 
является касательной плоскостью к эллипсоиду энергии в точке Р. 
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Эллипсоид катится по плоскости без скольжения потому, что точ¬ 
ка Р лежит на мгновенной оси и, следовательно, ее скорость равна 
нулю. При таком качении (рис. 2.4), которое называется иначе 
движением Пуансо , полюс Р, лежащий на мгновенной оси, описы¬ 
вает на неизменяемой плоскости кривую ЗК , называемую герпо- 
лодией , а на эллипсоиде энергии кривую РК, которая называется 
полодией. Одновременно точка пересечения (2 главной оси инерции 
НТ А, показанной на рис. 2.4, с неизменяемой плоскостью движется 
по некоторой кривой СІК. Названные кривые дают наглядное 
представление о геометрических свойствах движения. Рассмотрим 
их более подробно. 


2.1.1. Полодии. Полодии представляют собой замкнутые кривые 
на поверхности эллипсоида энергии. Они могут быть найдены как 
кривые пересечения этого эллипсоида с кинетическим эллипсои¬ 
дом (1.70). Последний является геометрическим местом концов 
векторов сог, которым соответствует постоянное значение кинети¬ 
ческого момента. Кинетический эллипсоид 

Л 2 со 2 + В 2 со 2 + С 2 со 2 = Я 2 (2.3) 

всегда более вытянут, чем эллипсоид энергии 

Лсо 2 + Всо 2 + Ссо 2 = 2Г. (2.4) 


Выберем главные оси так, чтобы было А > В > С. Тогда, умно¬ 
жив (2.4) на Л, а затем на С и сопоставив оба полученных выра¬ 
жения с (2.3), найдем 

2ГЛ>Я 2 >2ГС. 


Отсюда получаем следующие неравенства, связывающие полуоси 
а и Ь соответственно эллипсоида энергии и кинетического эллип¬ 
соида: 

для малых полуосей 


а 



2 Т 
А 



Н 2 

А 2 



для больших полуосей 


а 


2 

3 


2 Т 
С 



Знак равенства имеет место только тогда, когда вращение проис¬ 
ходит либо вокруг оси 1, либо вокруг оси 3. В обоих случаях упо¬ 
мянутая кривая стягивается в точку. Если знак равенства содер¬ 
жится в первом соотношении, то кинетический эллипсоид охва¬ 
тывает эллипсоид энергии и касается его в обеих точках пересе¬ 
чения с осью 1. Знак равенства во втором соотношении означает, 
что кинетический эллипсоид вписан в эллипсоид энергии и ка¬ 
сается его в обеих точках пересечения с осью 3. 


3 К. Магнус 




Рис. 2.5. Полодии как линии пересечения эллипсоида энергии и кинетического эллипсоида. 



Рис. 2.6. Семейства полодий на эллипсоиде энергии. 



Рис. 2.7. Эллипсоид энергии и полодии сплюснутого (а) и вытянутого (Ь) симметричного 

гироскопа. 
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Полодии как кривые пересечения двух эллипсоидов (рис. 2.5) 
являются пространственными кривыми. Вид последних проще все¬ 
го уяснить себе, если рассмотреть их проекции на главные пло¬ 
скости. Это нетрудно сделать путем последовательного исключе¬ 
ния составляющих угловой скорости из (2.3) и (2.4). В результате 
придем к следующим выражениям: 

2ТА—Н 2 — В{А — В) о) 2 + С(Л — С) со 3 2 , 

2ТВ — Н 2 = — А (А — В) со 2 + С (В — С) со 2 , (2.5) 

2ТС — Н 2 = — А (А — С) со 2 —В (В —С) со 2 . 

Левые части равенств содержат постоянные величины; в правых 
частях выражения в скобках положительны, ввиду того что А > 
> В > С. Поэтому по знакам отдельных членов мы в состоянии 
судить о характере искомых проекций. Так, в плоскостях 1-2 и 2-3 
это будут эллипсы, а в плоскости 1-3 — гиперболы. На рис. 2.6 
в аксонометрическом изображении показаны полодии на эллип¬ 
соиде энергии. Они образуют два парных семейства замкнутых 
кривых, разделенных двумя пересекающимися граничными кри¬ 
выми. В проекции на плоскость 1-3 граничные кривые вырож¬ 
даются в прямые, которые являются асимптотами семейств ги¬ 
пербол, определяемых уравнением (2.5/2). Уравнение этих прямых 
имеет вид 

^ С (В-С) 

М ‘ = ± У А (Л = Д) ю з- 

При В = С угол наклона прямой равен нулю, а при А = В он 
составляет я/2. В обоих случаях эллипсоид энергии есть эллипсоид 
вращения; в первом случае он по оси симметрии сплюснут, а во вто¬ 
ром вытянут (рис. 2.7). 

Если точки полодии соединить прямыми с центром эллипсоида, 
то образуется конус полодии. Конусы полодии не будут эллипти¬ 
ческими, однако это симметричные конусы, плоскости симметрии 
которых совпадают с главными плоскостями тела. 

2.1.2. Герполодии. Сам способ образования герполодий (рис. 2.4) 
позволяет выявить некоторые общие их свойства. Это плоские сим¬ 
метричные кривые, завивающиеся вокруг центра, которым яв¬ 
ляется точка М пересечения вектора кинетического момента с не¬ 
изменяемой плоскостью. Хотя эти кривые состоят из конгруэнтных 
частей или симметричных участков, являющихся зеркальным ото¬ 
бражением друг друга, они не обязательно замкнуты. Однако они 
заключены между двумя граничными концентрическими окруж¬ 
ностями с центром в точке М, которых они попеременно касаются. 
Укажем без доказательства еще одно их свойство: герполодии 
не имеют ни точек перегиба, ни точек возврата. 
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Далее мы ограничимся определением радиусов 7? граничных 
окружностей. Пользуясь рис. 2.8, мы можем написать общее вы¬ 
ражение: 

ф = ®* — (2Т/Н) 2 . (2.6) 

На основании геометрических свойств эллипсоида можно заклю¬ 
чить, что экстремальные значения 7? достигаются тогда, когда со* 


Р 



Рис. 2.8. К расчету герполодии. 


оказывается в какой-либо главной плоскости. Здесь нужно раз¬ 
личать два основных случая в зависимости от того, какому семей¬ 
ству принадлежит соответствующая полодия на эллипсоиде энер¬ 
гии (рис. 2 . 6 ): 

a) движение, возмущенное по отношению к вращению вокруг 
большой оси эллипсоида (ось 3 на рис. 2 . 6 ), — эпициклоидальный 
случай ; здесь 2 ТВ > Я 2 ^ 2 ТС\ 

b) движение, возмущенное по отношению к вращению вокруг 
малой оси эллипсоида (ось 1 на рис. 2 . 6 ), — перициклоидальный 
случай ; здесь 2771 ^ Я 2 > 2 ТВ\ 

c) случай, промежуточный между а) и Ь); здесь Н 2 = 2ТВ. 
Это тот случай, когда тело приводится во вращение вокруг сред¬ 
ней оси эллипсоида (ось 2 на рис. 2.6). Ему соответствует гранич¬ 
ная полодия, показанная на рис. 2 . 6 . 

Случай а). Здесь всегда соз Ф 0. Тогда получаем для 

1 ) соі = 0 значение 7? = 7?тт, 

2 ) со 2 = 0 значение 7? = 7? тах . 

Из (2.3) и (2.4) при соі = 0 следует 


В 2 <*\ + С 2 со 2 = Я 2 , Всо 2 + Со ) 2 = 2 Т\ 
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отсюда 


2 Я 2 — 2 ТС 2 _ 2ТВ - Я 2 

^2 В (В — С) * 0 з — С (В - С) ’ 


Подставив полученные равенства в (2.6), получим значение 
приведенное в нижеследующей таблице. Эта таблица содержит 
также результаты вычислений для всех остальных случаев, полу¬ 
ченные совершенно аналогично. 


Радиусы граничных окружностей для герполодий 


Случай 



Л 


2 

шах 


a) Н 2 < 2ТВ, 
эпициклоидальный 

b) Н 2 >2ТВ, 
перициклоидальный 

c) И 2 — 2ТВ, 
промежуточный 


(2ТВ — Н 2 ) (Н 2 — 2ТС) 
ВСН 2 

(2ТА - Н 2 ) ( Н 2 - 2 ТВ) 
АВН 2 

О 


) 

[ (2 ТА - Н 2 ) (Я 2 - 2 ТС) 
( АСН 2 

) 

2 Т (А -В) (В- С) 
АВС 


Приведенная таблица позволяет сделать следующие заключе¬ 
ния (см. также геометрическое описание в п. 2.1.1): 

Случай а). При Н 2 = 2ТС имеем /?тш = Яшах = О, вращение 
происходит вокруг оси 3; при А = В имеем Втіп = Вшах, гироскоп 
симметричен относительно оси 3, герполодии превращаются в 
окружности; при Н 2 = 2Т В имеем /? т ш = 0 — промежуточный 
случай. 

Случай Ь). При Н 2 = 2ТА имеем /?тш = Яшах = 0, вращение 
происходит вокруг ОСИ 1; при В = С имеем 7?щіп = /?тах, гироскоп 
симметричен относительно оси 1, герполодии превращаются в 
окружности; при Н 2 = 2ТВ имеем ^щш = 0 — промежуточный 
случай. 

Случай с). При А = В или В = С имеем /? т т = Вшах — 0, ги¬ 
роскоп симметричен относительно оси 3 или оси 1. 

2.1.3. Траектории оси фигуры. Наряду с герполодиями представ¬ 
ляют также интерес кривые С}К (рис. 2.4), по которым переме¬ 
щается на неизменяемой плоскости точка пересечения с нею глав¬ 
ной оси. Например, луч связанного с гироскопом источника света 
может прочертить такие кривые на экране, расположенном пер¬ 
пендикулярно кинетической оси. Назовем их траекториями оси фи¬ 
гуры. Сам способ образования этих кривых указывает на то, что 
они заключены между двумя граничными окружностями с радиу¬ 
сами Гщіп и Гщах- Для определения последних воспользуемся 
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рис. 2.9, из которого видно, что 

г = (2Т/Н) ідб. 


При этом для случая а) 

&ШІП = Я,/Я 3 = Ащ/(Са 3 ) (со 2 = 0), 
б тах = Я 2 /Я 3 = В& 2 /(С со 3 ) К = 0). 

Исключив с помощью (2.3) и (2.4) соответствующие составляю¬ 
щие со, получим значения радиусов, приведенные в следующей 
таблице. 


Радиусы граничных окружностей для траекторий оси фигуры 


Случай 

г 2 

г шіп 

г 2 

гп ах 

а) Н 2 < 2ТВ, 

4Г 2 Л (Я 2 - 

2 ТС) 

47-2 в ( Я 2 _ 2ТС) 

эпициклоидальный 

Я 2 С(2ТА- 

-Я 2 ) 

Я 2 С(2ТВ-Н 2 ) 

b) Н 2 >2ТВ, 
перициклоидальный 

c) Я 2 = 2 ТВ, 
промежуточный 

4 Т 2 С(2ТА - 

- Я 2 ) 

4Т 2 В (2 ТА — Я 2 ) 

Я 2 А (Н 2 - 

0 

2 ТС) 

Я 2 А (Я 2 - 2 ТВ) 

оо 


Г 



Рис. 2.9. К расчету траектории оси фигуры. 


Для симметричного гироскопа А = В (случай а)) или В = С 
(случай Ъ)) снова имеем г т \ п = г тЯ т и траектории превращаются 
в окружности. Примечательно, что г тах —► о° для промежуточного 
случая ( Н 2 = 2ТВ ). 
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Рис. 2.10. Герполодии 5/С и траектории оси фигуры (?/С для эпициклоидального (а) и пери- 
циклоидального (Ь) движения, а также для промежуточного случая (с). 


Сравнивая полученные результаты с данными предыдущей таб¬ 
лицы, приходим к выводу, что 

для случая а) г шах > г тЫ > Я тах > Я тіп \ 
для случая Ь) г тах ^і р ^ \Ж 

I Атах ^ і тІП . 


тіп* 
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Таким образом, в случае а) пересечение траекторий оси фигуры 
и герполодий невозможно, тогда как в случае Ъ) это возможно. 
На рис. 2.10 представлены герполодии и траектории оси фигуры 
для эпициклоидального и перициклоидального движений. Соответ¬ 
ственные точки начала движения лежат на одном радиусе-век¬ 
торе. Для промежуточного случая нанесена только герполодия: 
траектория оси фигуры уходит в бесконечность. 

2.2. Геометрическая интерпретация движения гироскопа, 

предложенная Мак-Куллагом 

Наряду с очень наглядной интерпретацией движения свободного 
гироскопа по Пуансо существует также весьма наглядная, хотя 
и не столь плодотворная, геометрическая интерпретация, предло¬ 
женная Мак-Куллагом. Здесь вводится другой эллипсоид, так 
называемый эллипсоид Мак-Куллага. Он определяется как геомет¬ 
рическое место концов векторов кинетического момента Я г *, кото¬ 
рые приводят к заданному значению кинетической энергии Г. 
Уравнение этого эллипсоида, вытекающее из (2.4), имеет вид 

ТГІ гг2 ГТ 2 
/7 | іі п 1л о 

-X + тг+ тг = 2Г - < 2 - 7 > 

Эллипсоид Мак-Куллага тоже неизменно связан с телом, его оси 
совпадают с осями эллипсоида инерции, эллипсоида энергии и ки¬ 
нетического эллипсоида. Полуоси его равны 

с, = У2ТА, с 2 = У2ТВ, с 3 = У2ТС. 

Сопоставляя полученные величины с соответствующими парамет¬ 
рами эллипсоида энергии (1.60), приходим к выводу, что послед¬ 
ний и эллипсоид Мак-Куллага взаимны, коль скоро произведения 
соответствующих осей (аіСі = а 2 с 2 = а 3 с 3 = 2 Т) постоянны. Таким 
образом, сплюснутому эллипсоиду энергии соответствует вытяну¬ 
тый эллипсоид Мак-Куллага и обратно. 

При движении свободного гироскопа кинетический момент 
остается постоянным по величине и направлению. Направление 
вектора кинетического момента называют неизменяемой прямой ; 
она проходит через точку опоры Р гироскопа. Отложив на этой 
прямой О (рис. 2.11) по обе стороны от точки опоры величину Н 
кинетического момента, получим точки Р и ($. Движение гиро¬ 
скопа может быть наглядно представлено таким движением эл¬ 
липсоида Мак-Куллага МЕ с центром в точке Р , при котором его 
поверхность постоянно проходит через точки Р и (3. В процессе 
движения эти точки описывают на поверхности эллипсоида кри¬ 
вые, все точки которых равноудалены от центра. Эти кинетиче¬ 
ские полодии сходны с полодиями на эллипсоиде энергии в гео¬ 
метрической интерпретации Пуансо и могут быть изучены анало¬ 
гичным образом. 
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Конец вектора кинетического момента Ні лежит, с одной сто¬ 
роны, на поверхности эллипсоида Мак-Куллага, а с другой сто¬ 
роны, вследствие Н = сопзі на поверхности кинетической сферы 

н] + ні + ні = Н\ (2.8) 

Поэтому кинетические полодии могут рассматриваться как кри¬ 
вые пересечения эллипсоида Мак-Куллага (2.7) с кинетической 



Рис. 2.11. Интерпретация движения гиро- Рис. 2.12. Вектор кинетического мо- 

скопа как перекатывания эллипсоида мента И^ и вектор угловой скорости 

Мак-Куллага (МЕ) по неизменяемой пря- П р И представлении движения по Мак- 

мои Куллагу. 

сферой (2.8). Исключив в (2.7) и (2.8) последовательно проекции 
кинетического момента, найдем проекции кинетических полодий 
на главные плоскости: 

плоскость 2-3: А ^ - - - НІ + С ~ Н\ = 2ТА — Я 2 , 

плоскость 1-3: -^-^-Н] + *=Ин1 = 2ТВ — Н 2 , (2.9) 

плоскость 1-2: — А С И 2 — В НІ = 2 ТС — Н 2 . 

Здесь так же, как и в случае движения Пуансо, при проекти¬ 
ровании по направлению малой или большой осей эллипсоида 
(А или С) получаются эллипсы, а при проектировании по направ¬ 
лению средней оси (В) —гиперболы. 
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В интерпретации Мак-Куллага направление вектора угловой 
скорости соі можно получить, опустив из точки Р перпендикуляр 
на плоскость, касательную к эллипсоиду в точке Р (или (2); см. 
рис. 2.12. В противоположность неизменяемой плоскости в движе¬ 
нии Пуансо касательная плоскость в движении Мак-Куллага не 
неподвижна: она качается около неизменяемой прямой, проходя, 
однако, постоянно через точку Р. 


2.3. Аналитическое решение по Эйлеру 

2.3.1. Интегрирование дифференциальных уравнений Эйлера. Урав¬ 
нение Эйлера (1.83) в случае свободного гироскопа переходит в 
следующее: 

йНі __ а 
йі 


Ні 


йі 


+ е, /6 ю / Я й =0. 


( 2 . 10 ) 


Если отвлечься от тривиального случая со^ = 0, то вследствие ра¬ 
венства 

й'Н, й'(й, 

* 1 


оно всегда удовлетворяется при согІІ#г и со = сопзі. Это означает, 
что возможно вращение с постоянной угловой скоростью вокруг 
главных осей. Далее можно сразу заметить, что оно является един¬ 
ственно возможным перманентным вращением вокруг осей, неиз¬ 
менно связанных с телом. Действительно, если гироскоп вращается 
не вокруг главной оси, то из соотношений 


й'Ні 

йі 



йі 


= 7 ^= 0 


сразу следует, что со* не может быть постоянной. 

Из (2.10) нетрудно найти оба интеграла (2.1) и (2.2) уравне¬ 
ний движения. Из йНі/йі = 0 непосредственно вытекает, что 

й'Н- 

Н { = сопзі и —^ ± - = г іік Н ; (д к . 


С другой стороны, скалярно умножая (2.10) на со* и учитывая 
(1.81), получаем 


со/ 


йН. 

2> 

йі 


1 / йН, йен. \ й / 1 

2 ~аГ + Ні ~аГ) НіЩ 



т. е. 

Т = сопзі. 

Теперь мы можем воспользоваться интегралами кинетического мо¬ 
мента и энергии для того, чтобы прийти к точному решению урав¬ 
нений движения путем простого интегрирования (в квадратурах). 
С этой целью перейдем к проекциям и исключим из (2.3) и (2.4) 
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две из трех проекций угловой скорости, например соі и со 3 . Обо¬ 
значив х = о) 2 , получим 


А 2 со? + С 2 (о 2 = Н 2 — В 2 х 2 , 


Отсюда 


(О 



А(о 2 + С(* 2 = 2Т — Вх 2 . 


(Н 2 —В 2 х 2 )—С (2 Т - Вх 2 ) 
Л (Л-С) 


В (В-С) 
А (А-С) 



где 


2 _ А (2 Т - Вх 2 ) - (Я 2 - В 2 х 2 ) 
Ш 3 — С (А - С) 


В (А-В) 
С {А-С) 



х 



Н 2 — 2 ТС 
В (В-С)' 



2 ТА - Н 2 
В (А-В) ’ 


( 2 . 11 ) 


Эти выражения в случае А > В > С всегда положительны. В про¬ 
екции на главную ось 2 уравнение (2.10) имеет вид 


Вх + (А — С) со!со 3 = 0. 


Подставив в него (2.11), получим 


* = і/ (Л ■ В) А { с ~ С) V{А -х 2 )(х 2 -* 2 ). ( 2 . 12 ) 


Интегрируя это равенство, находим 






(А -В) (В- С) 
АС 




(2.13) 


Интеграл в левой части (2.13) может быть преобразован к нор¬ 
мальному эллиптическому интегралу Лежандра первого рода. При 
этом, подобно тому как мы поступали в § 1.2, следует различать 
три случая: 


a) эпициклоидальное движение Н 2 <2ТВ , х\ < х\, 

b) перициклоидальное движение Н 2 >2ТВ , х\ > х 2 ѵ 

c) промежуточный случай Н 2 = 2ТВ, х\ — х\. 


Случай а). Так как нас интересуют только действительные 
значения х , из (2.11) получаем х < х\. Введем безразмерную пе¬ 
ременную 

1 — х/х { < 1. 


параметр 


к = х { /х 2 < 1 


и безразмерное время 




(В-С) (2771 -Я 2 ) 


АВС 


(і — і 0 ). 
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С помощью этих выражений интеграл (2.13) преобразуется к нор¬ 
мальному виду 

х = [ г й% = = р (ф, к), (2.14) 

- 1 -і 2 )(і -* 2 і 2 ) 


где аргумент ср = агс зіп 

Обратив интеграл (2.14), придем к эллиптической функции 
Якоби 

I = зіпср = 511 т; 


отсюда найдем х — Х\\. Для определения всех трех проекций угло¬ 
вой скорости это выражение следует подставить в (2.11). Тогда, 
сообразуясь со свойствами эллиптических функций Якоби зп, сп, 
и Ап, получим точное решение уравнений движения: 


со 



С0 2 = 


С0 3 = 


/ 


+ / 


н 2 —■ 

2 ТС 

А (А 

-С) 

Н 2 - 

%тс 

В (В 

-С) 

2ТА 

- н 2 


С (Л-С) 


СП т, 

зп т, 
сіп т. 


случай а), 


(2.15) 


Указанная здесь расстановка знаков является лишь одной из ше¬ 
сти возможных. Каждые две из проекций со должны иметь одина¬ 
ковые знаки, причем должны встречаться как те, так и другие. 
В этом можно убедиться, подставляя (2.15) в уравнения (2.10) 
в проекциях и учитывая следующие правила дифференцирования: 

(зп т) = сп т сіп т, 


й 

йх 


(сп т) = — зп т сіп т, 


с і 

йх 


(сіп т) = 


— 6 2 $птсп т. 


При анализе решения (2.15) следует иметь в виду, что функ¬ 
ции Якоби являются периодическими по т (рис. 2.13): зп т и сп т 
имеют период 4К, период сіп т равен 2К, причем полный эллипти¬ 
ческий интеграл первого рода К зависит еще от параметра к . 
В предельном случае, когда к = 0, имеем К = л/2; эллиптические 
функции зп т и сп т переходят в круговые зіп т и соз т, а сіп т = 1. 

Таким образом, решение (2.15) для угловой скорости со г - соот¬ 
ветствует периодическому движению с периодом т 8 = 4К. Подста¬ 
вив сюда исходные величины, получим для периода в натураль¬ 
ном времени выражение 


= 4К]/ ■ 


АВС 


( 2 ТА - Н 2 ) (В - С) 


(2.16) 
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Уяснить характер движения проще всего, исходя из предельного 
случая к = 0. Тогда Х\ = 0, Н 2 = 2 ГС, и из (2.15) получаем 

со 1 = со 2 = 0, со 3 = У2Т/С = со 3 о, 

т. е. налицо вращение с постоянной угловой скоростью вокруг 
оси 3. При малом возмущении этого стационарного движения 
имеем 

к < 1, 1 — 2ТС/Н 2 < 1. 

Учитывая это, из (2.15) находим 

©1 — — со 10 соз т, со 2 со 20 зіп т, со 3 « со 30 . 

Соответственно этому конец вектора о* описывает в системе ко¬ 
ординат, связанной с телом, эллипс, плоскость которого перпен- 



Рис. 2.13. Поведение эллиптических функций Якоби. 


дикулярна оси 3 тела. По отношению к телу один оборот совер¬ 
шается за время 

т ~ 2я і /" АБ 

1 3 (Озо V (Л - С) (В-С) * 

Как следует из (2.15), отношение осей эллипса равно 

С0іо _-, / В (В — ~С) 

(0 2 э V А (А — С) * 

Это полностью совпадает с результатом, вытекающим из (2.5/3). 

При больших отклонениях от стационарного вращения вокруг 
оси 3 полодия описывается равенствами (2.15), пока движение еще 
эпициклоидально, т. е. пока остается в силе Н 2 <.2ТВ. Полодии 
превращаются в пространственные кривые, подобные тем, которые 
были описаны в п. 2.1.1 и изображены на рис. 2.6. 
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Случай Ь). Здесь можно поступить совершенно аналогично, 
только иначе определив величины к и т: 


| = х!х 2 ^ 1, к = х 2 /х { < 1, 
(А-В)(В=С) ( , п _ 1 /~ТА -В)(Н*-2ТС) 

ъ — х 1 У Ав V к) у лвс 


(І.—І.Л. 


Используя эти обозначения, из (2.13) снова получаем нормальную 
форму (2.14). Обратив этот интеграл, мы найдем х(т)=со 2 (т), 
что позволит определить и все остальные проекции. В результате 
имеем 


со, 


со 2 = 


СОо = 


+ ] 

+ / 
-/ 


я 2 - 

-2 ТС 

А (А 

-С) 

2 ТА 

-Я 2 

В (А 

-В) 

2 ТА 

-Я 2 

С (А 

— с) 


йп т, 


зпт, случай Ь), 


сп т. 


(2.17) 


Период угловой скорости периодического движения равен 




ЛВС 

(И 2 - 2 ТС) (Л-В) * 


(2.18) 


Предельному случаю к = 0 соответс твует теперь вращение с по¬ 
стоянной угловой скоростью (й ІО = У 2Т/А вокруг оси 1. При ма¬ 
лых возмущениях этого движения ось вращения совершает оборот 

вокруг оси 1 за время _ 

™ 2я ВС 

8 ~-^Ѵ (Л-В) {Л-С) • 


Равенства (2.17) позволяют определить также и полодии пери- 
циклоидального движения. 

Случай с). Обозначив х\=х 2 = 2Т/В, получим из (2.13) 



х‘ 


йх _ Г й(х!х\) __ 

! — X? 1 — ( х/х !) 2 


Аг іЪ 


X 


X 


= т. 


Обратная функция 


С0 2 === X = Х\ іЪ т. 


На основании сказанного, учитывая, что 1 — іЬ 2 т = 1/сЬ 2 т, нахо¬ 
дим точные значения проекций угловой скорости: 




2 Т(В-С) 
Л (А-С) 


1 

сЬт * 


со 2 


С0 3 


— + "У^' 

-/ 


2 Т 
В 


іЪ т, 


2 Т (Л-В) 1 


С (Л-С) сЬт 


случай с), (2.19) 
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Приведенные знаки, как и ранее, представляют только одну из 
возможных комбинаций. Вид фигурирующих выше гиперболиче¬ 
ских функций (рис. 2.14) указывает, что движение уже не яв¬ 
ляется периодическим, а имеет асимптотический характер. Для 
очень больших (положительных или отрицательных) значений т 
компоненты соі и (о 3 весьма малы, так что движение практически 
сводится к вращению вокруг средней оси эллипсоида инерции 
(ось 2). Однако в интервале --оо<т<;+ 00 вращение меняет 



Рис. 2.14. Поведение гиперболических функций, входящих в формулы (2,19). 


свое направление по отношению к телу, потому что Йіт изменяется 
в пределах от —1 до +1. Так как при вращении вокруг главных 
осей векторы угловой скорости и кинетического момента парал¬ 
лельны, а последний неподвижен в пространстве, то это означает, 
что в процессе движения ось 2 тела поворачивается на 180°. Это 
движение мы разберем несколько подробнее в следующем пункте. 

2.3.2. Движение главных осей. Мы сделали лишь первый шаг в 
изучении движения тела. Второй шаг должен состоять в том, 
чтобы по известным со* определить движение главных осей, т. е. 
в конечном счете изменение положения тела со временем. Для 
этой цели можно было бы обратиться к эйлеровым углам ф, Ф, ср 
и путем интегрирования системы (1.53) выразить их как функции 
времени. Этот длинный и утомительный путь можно сократить, 
если непосредственно использовать теорему о кинетическом мо¬ 
менте и определенным образом выбрать систему координат. В ка¬ 
честве системы, связанной с телом (подвижной), примем систему 
главных осей, а неподвижную систему сориентируем так, чтобы 
ее ось 3 совпала с неподвижным направлением вектора кинетиче¬ 
ского момента Н\. Тогда проекции кинетического момента в по¬ 
движной системе будут 

Н { = Л®! = Н зіп'Ѳ’ 5Іп ф, 

# 2 — 5со 2 = Н зіп О соз ф, 

#з = Ссо 3 = Н соз “О 1 , 


( 2 , 20 ) 
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Отсюда непосредственно определяются два угла Эйлера: 


С08 '0’ = -ц- (0 3 , 

, Лсоі 

*вФ = -в5Г- 

Угол находим из (1.53/1) посредством интегрирования: 


( 2 . 21 ) 


■ф = 'Фо + 

«. 


СОі ЗІП ф + 003 Ф 

зіп О 1 


йі. 


Принимая во внимание (2.21), преобразуем это выражение к виду 

г (Лео? Вс 0о) Я 

Ф = 'Фо + ( і / -~2~ 2~ ~о § 1 / 9 ~ 2 ~ ~ 2 ^’ 

V А 'СОі + В © 2 у Я- — С ©з ^ 22^ 


Ф = Фо + н 


г 2Г —Ссоз 
Н 2 - С 2 (0з 


йі. 


Так как проекции со, вычисленные в п. 2.3.1, нам известны, то, имея 
в виду равенства (2.21) и (2.22), вопрос об определении углов 
Эйлера как функций времени в принципе можно считать исчер¬ 
панным. Продолжим наши выкладки для выяснения характера 
изучаемого движения. 

В случае а) эпициклоидального движения после подстановки 
(Оз из (2.15) в (2.21) получим 


соз'О' = 



С (2 ТА - Я 2 ) 
Я 2 (А - С) 


СІП Т = СОЗ'О 1 ! СІП т. 


(2.23) 


Так как вследствие # 2 >2ГС подкоренное количество всегда 
меньше единицы, можно считать, что угол -Оі изменяется в преде¬ 
лах от 0 до я/2; кроме того, имеем І^бпт^Ѵ^І — к 2 . Вводя 
в рассмотрение угол # 2 , определяемый соотношением 


соз $2 = 


созО 1 ! У\ — к 2 — 



С (2 ТВ - Я 2 ) 
Я 2 (В-С) 


9 


мы на основании (2.23) заключаем, что угол О колеблется между 
граничными значениями и ^ по периодическому закону: 

я/2 > $2 > -0 > -0, > 0. (2.24) 


Между граничными углами существует следующая зависимость: 


зіп 'О'г _-| / В (А — С) 

зІігйГ А (В — С) ’ 


(2.25) 


которую нетрудно проверить путем подстановки. Это отношение 
зависит только от моментов инерции тела и не зависит ни от Я, 
т от Т, 
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Поведение функции сіпт (рис. 2.13) таково, что моменты вре¬ 
мени, соответствующие граничным значениям угла О, разделены 
промежутком 

— К |/" (2771 — Я 2 ) (В — С) • (2.26) 

Таким образом, период угла Ф составляет 27Ѵ 
Подставив (2.15) в (2.21), для угла ср получим 

*ВФ = -у - в (А- С) ІіГГ- ( 2 * 27 ) 


Отсюда следует, что нули совпадают с нулями сп т, а беско¬ 
нечно большие значения і§ср совпадают с нулями зп т. Поэтому 
каждый раз, когда безразмерное время увеличивается на Дт = 
= К (к), ср возрастает на Дф = я/2. В таком случае средняя ско¬ 
рость изменения ф составляет 


^ _ Аср йх 

^~Тх~аГ 


ТС 


2К (к) 


ѵ 


(2 ТА - Н 2 ) (В - С) 
ЛВС 


(2.28) 


На эту среднюю угловую скорость накладываются колебания, кото¬ 
рые мы можем определить на основании (2.27). Интенсивность 
этих колебаний зависит от разности А — В. В случае симметрич¬ 
ного (А = В) гироскопа к = 0 и 


. СОЗ Т . 

^Ф = -ЖТ = с ^ т ’ 




я 

2 й 


Продифференцировав (2.27), получим скорость изменения ф 


• _ (А-С) (В-С) Юз 

ф В (А - С) 5П 2 т + А (В - С) сп 2 т 


(2.29) 


Из этой формулы видно, что ввиду Л>В>С знакф всегда 
совпадает со знаком со 3 . Следовательно, ф(т)—монотонная функ¬ 
ция. Для симметричного гироскопа (А = В) 

А —С 

Ф = —— ®з- 


В заключение рассмотрим еще угол ф. Вместо очень трудоем¬ 
кого вычисления интеграла (2.22) будем исходить из (1.49/3). Мы 
получим 



— Ф 
соз 'О' 


(2.30) 


Подставив сюда (2.29), найдем 



а>з 
соз О 


1 — 


_ (А -С) (В- С) _■ 

В (Л — С) зп 2 т А (5 — С) сп 2 т. 


(2.31) 
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Замечая, что в (2.31) 

_ (А — С) (В -С) _ = (А — С) (В -С) 

В (А — С) ап 2 т + А (В — С) сп 2 т Л (В — С) + С (Л — В) зп 2 т 

^ (Л-р(Д-С) ^ « 
< А (В -С) < 1 


мы приходим к выводу, что ф— знакопостоянная функция, совер¬ 
шающая периодические колебания около некоторого среднего зна¬ 
чения. Поэтому ф(т)— также монотонная функция т. 

Таким образом, как видно из предыдущего, движение в целом 

характеризуется тем, что функции Ф, ф и ф совершают периодиче¬ 
ские колебания около постоянных средних значений, оставаясь при 
этом знакопостоянными; период колебаний Дт = 2К. Наиболее 
интересующее нас движение главной оси тела однозначно описы¬ 
вается углами ф и Ф. Обращаясь к рис. 1.23, мы можем заключить, 
что вследствие условия Ф 2 > Ф > '0т и монотонности функции ф(т) 
главная ось (ось 3') постоянно вальсирует вокруг неподвижной ки¬ 
нетической оси (ось 3). Это и есть нутационное движение оси фи¬ 
гуры, уже описанное выше при изложении геометрической интер¬ 
претации движения. 

До сих пор все наши рассуждения касались эпициклоидального 
движения (случай а)). Подобным же образом можно поступить 
и при рассмотрении перициклоидального движения (случай Ъ)). 
Мы придем к качественно одинаковым выводам: угол Ф колеблется 
между двумя граничными значениями, функции ср(т) и ф(т) ока¬ 
зываются монотонными. Разница заключается лишь в том, что 
в случае Ь) знак ф противоположен знаку соі. Это означает, что 
в системе, связанной с телом, линия узлов движется в направле¬ 
нии, противоположном направлению собственного вращения тела. 
Однако это не оказывает никакого влияния на движение главной 

оси: направление движения последней определяется функцией ф, 
знак которой в обоих случаях совпадает со знаком угловой скоро¬ 
сти тела. Таким образом, нутационное движение всегда происходит 
в том же направлении, что и собственное вращение. 

Нам остается только рассмотреть случай с). Подставляя в 
(2.21) выражения (2.19) при условии Н 2 = 2ТВ, получаем 


С05 Ф = — 


Г с (А-В) 

V В (А- С) 


1 

сЬ т 



А (В — С) 1 
В (А — С) зЬ т * 


соз Ф 0 
с Ъ. г 9 


(2.32) 


Так как соз Фо < 0, то Ф 0 лежит теперь в интервале я/2 < Ф 0 < я, 
так что постоянно я/2 < Ф<СФо, поскольку сЬт^ 1. Ни Ф, ни ср не 
являются периодическими функциями т. Результат подстановки 
(2.19) в (2.22) убеждает нас в том, что и угол ф не является перио¬ 
дической функцией. 
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Для того чтобы яснее представить себе процесс движения, рас¬ 
смотрим # и ф для некоторых характерных моментов времени: 


X 

— оо 

0 

4-00 

Ъ 

я/2 

^0 

я/2 

Ф 

я 

я/2 

0 

Имея в виду рис. 1.23, 

мы 

можем 

на основании этих значе 


ний заключить, что направление интересующей нас теперь средней 
главной оси (оси 2') для т = — оо противоположно направлению 
неподвижной кинетической оси (ось 3), тогда как для т = +оо оно 



Рис. 2.15 Траектория точки средней глазной оси 2' в промежуточном случае Н 2 =2ТВ. 


совпадает с направлением последней. Таким образом, главная ось 
поворачивается на 180°. Этот факт уже был нами установлен в пре¬ 
дыдущем пункте при исследовании состояния движения тела. Про¬ 
цесс опрокидывания мы можем исследовать, пользуясь выражениехМ 
(2.32) совместно с (2.22) после подстановки в него (2.19). На 
рис. 2.15 показана точка пересечения оси 2' с единичной сферой, 
описанной из точки опоры. Ось 2', первоначально (т = — оо) пере¬ 
секавшая сферу в нижнем ее полюсе, описывая спираль, удаляется 
от этого положения, обегает всю сферу и асимптотическим винто¬ 
образным движением переходит при т->-+оо в верхнее свое 
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положение, в котором она совпадает с осью 3. В начале и в конце 
движения вращение происходит исключительно вокруг средней 
главной оси. Отметим еще, не вдаваясь в доказательство этого по¬ 
ложения, что изображенная на рис. 2.15 траектория является лок¬ 
содромией — линией, которая пересекает меридианы под одним и 
тем же углом (см., например, Граммель [3, т. I, стр. 190—191]). 

2.4. Устойчивость вращения вокруг главных осей 

Положение равновесия х 0 некоторой системы, состояние которой 
может быть охарактеризовано переменной х(і), называется устой¬ 
чивым, если в результате малого возмущения системы разность 
х(і) — х 0 остается малой, т. е система не удаляется значительно от 
положения равновесия. Движение , характеризуемое координатой 
Хо(і), называется устойчивым , если движение, возникшее после ма¬ 
лого возмущения, в дальнейшем остается близким к невозмущен¬ 
ному. Ляпунов сформулировал это требование в качестве крите¬ 
рия устойчивости следующим образом. 

Потребуем, чтобы 

| х(і) — х 0 (і) | < е > 0 для і > 0. (2.33) 

Тогда основное решение (невозмущенное движение) х 0 (і) назы¬ 
вается устойчивым, если для любого заданного е можно всегда оты¬ 
скать б = 8(е) >> 0, такое, что при 

|х(0) — х 0 (0)|<6 для ^ = 0 (2.34) 

будет выполняться требование (2.33). 

Системы, удовлетворяющие названному критерию, называют 
устойчивыми в смысле Ляпунова Системы, которые удовлетворяют 
более частному требованию 

Пт х(і) = х 0 (і), (2.35) 

І-> оо 

называются асимптотически устойчивыми. 

В отношении устойчивости вращения твердого тела справедлива 
следующая теорема: 

Вращение свободного твердого тела вокруг главных осей устой¬ 
чиво лишь в том случае , когда оно происходит вокруг большой или 
малой оси эллипсоида инерции. Вращение вокруг средней оси не¬ 
устойчиво. 

Это положение относится как к координатам вектора угловой 
скорости сог, так и к эйлерову углу Ф. О том, удовлетворяются ли 
по отношению к со* условия устойчивости (2.33) и (2.34) или нет, 
мы можем судить по виду полодий (рис. 2.6), не прибегая ни к ка¬ 
ким дополнительным вычислениям. На рис. 2.16 такого рода поло¬ 
дия изображена в двух проекциях; она характеризует возмущенное 
движение относительно вращения вокруг малой оси эллипсоида 
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инерции (перициклоидальный случай Ъ)). Если допустимые для 
соь 0 ) 2 , соз значения еь 82 , ез произвольно наперед заданы, то всегда 
найдутся 8 ь 62 , бз, такие, что будет выполняться критерий Ляпу¬ 
нова. Так, каждая полодия, имеющая начало в какой-либо точке, 
лежащей внутри прямоугольника со сторонами б 2 , бз, всегда будет 
оставаться внутри изображенного на рисунке прямоугольника со 
сторонами 82 , ез. То же относится к ограничению, наложенному на 
о)і значениями еі и бь 




Рис. 2.16. К доказательству устойчивости вращения вокруг малой оси эллипсоида инерции. 


В рассмотренном примере бь б 2 , бз взаимно зависимы. Поэтому 
нельзя проводить доказательство устойчивости для каждой состав¬ 
ляющей со в отдельности. Для доказательства устойчивости угло¬ 
вой скорости соі существен тот факт, что если конец вектора со* 
лежит внутри наперед заданного в подвижной системе параллеле¬ 
пипеда с ребрами ©і, е 2 , 8 з, то всегда могут быть найдены другие 
параллелепипеды с ребрами бі, 62 , бз, которые должны заключать 
внутри себя начальное значение вектора соДО), так что во все по¬ 
следующие моменты времени конец вектора никогда не выходит за 
пределы е-параллелепипеда. 

Совершенно аналогично выглядит ограничение, наложенное на 
составляющие со, при вращении вокруг большой оси эллипсоида 
инерции (эпициклоидальный случай а)). Наоборот, как видно из 
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рис. 2.6, при вращении вокруг средней оси такого рода ограничение 
невозможно. Как бы ни было мало возмущение, полодии всегда 
будут гиперболами, для которых при произвольно выбранных зна¬ 
чениях е нельзя найти требуемых значений б. 

Для доказательства устойчивости движения по углу б’ будем 
исходить, например, из найденных в § 2.1 радиусов граничных 
окружностей для траекторий, которые описывает точка пересечения 
данной главной оси с неизменяемой плоскостью. Вращению строго 
вокруг главных осей соответствует либо Н 2 = 2ТС (эпициклои¬ 
дальный случай), либо Н 2 = 2ТА (перициклоидальный случай), 
либо Н 2 — 2ТВ (промежуточный случай). Тогда для возмущен¬ 
ного движения разности Я 2 —2ГС, 2 ТА — Н 2 и Я 2 —2773 должны 
оставаться малыми. Следовательно, соответствующие радиусы гра¬ 
ничных окружностей Гщах (см. таблицу в п. 2.1.2) для первых двух 
из названных случаев малы. Так как 

*ё'йтах = #Г тах /(2Г) > 

то Отах также мал, и мы можем им воспользоваться для наложения 
ограничения на Ф^). 

Возмущенное движение относительно вращения вокруг средней 
оси можно считать как эпициклоидальным, так и перициклоидаль- 
ным. В любом случае модуль | Я 2 — 27731 остается малым. Но эта 
разность в выражениях для Гтах, представленных в таблице, стоит 
в знаменателе, так что никакое ограничение в смысле критерия 
Ляпунова здесь невозможно. 

Заметим, что можно прибегнуть также к равенству (2.21/1), 
чтобы на основании уже доказанной устойчивости движения по со 3 
сделать заключение и об устойчивости по -0’. Также и по траекто¬ 
рии, изображенной на рис. 2.15, непосредственно видно, что вра¬ 
щение вокруг средней оси неустойчиво. 

Положение оси фигуры можно определить и по ее направляю¬ 
щим косинусам относительно неподвижной системы координат. 
Полученные выше результаты распространяются, конечно, на эти 
направляющие косинусы, поскольку на пределы их изменений легко 
могут быть наложены ограничения с помощью значений зіп О и 

С05 б’. 

Все сказанное по поводу устойчивости движения вокруг глав¬ 
ных осей можно наглядно представить в виде диаграммы устойчи¬ 
вости. На рис. 2.17 она изображена в виде треугольника формы. 
На диаграмме принято, что гироскоп вращается вокруг оси тела Г. 
Это невозмущенное движение будет устойчивым, если изображаю¬ 
щая точка, отвечающая определенной форме гироскопа, оказы¬ 
вается в одной из незатененных частей треугольника. Всем 
точкам в затененных областях будет соответствовать неустойчивое 
движение, потому что при этом А является моментом инерции отно¬ 
сительно средней оси. Поведения тел, когда изображающая точка 
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Рис. 2.17. Диаграмма устойчивости свободного несимметричного гироскопа в виде 

треугольника формы. 


лежит на границе между областями устойчивости и неустойчивости, 
мы еще коснемся в следующем параграфе 

Диаграммы устойчивости для рассмотренного нами случая в 
ином виде представлены на рис. 1.15. 


2.5. Симметричный гироскоп 

2.5.1. Аналитическое решение. Анализ движения гироскопа, у ко¬ 
торого два главных момента инерции равны, можно провести эле¬ 
ментарными методами. Хотя все интересующее нас мы могли бы 
получить, используя прежние результаты, например полагая в них 
А = В, мы все же предпочтем путь непосредственного анализа. 
При этом нет необходимости предполагать определенное соотно¬ 
шение между величинами моментов инерции. 

Прежде всего из (2.10) для третьей координаты следует, что 


Ссо 3 — (А — В) 0]0 2 = Сщ = 0, 


т. е. 


0 3 — ®30 — СОП5І. 


(2.36) 


Вращение вокруг оси симметрии (оси фигуры) происходит с по¬ 
стоянной угловой скоростью. Вследствие этого два первых уравне¬ 
ния (2.10) линейны: 

АсО| — (5 — С*) 0 3 002 — А.0| (А С) 0 ЗО 0 2 — 0, 

В(&2 — ( С — А ) 0 3 00| = Л(&2 “I - (А — С*) 0 3 00| == 0. 
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При подходящих начальных условиях их решения суть 

а>і = а> 10 зіп ѵ/, со 2 = со 10 С08 ѵі, 


где 





Я 2 - 2 ТС 
Л (А-С) 


Из (2.37) находим, что полодии являются окружностями, 
одного обхода которых 

гн _ 2л _ 2лА 

(А-С) созо ‘ 

Из (2.21) для углов Эйлера получаем 

соз О = = С05 во. ф = 4 = ѵі ’ 

т. е. 

Ф = Фо = сопзі:, ф = ѵі = (1 — С/А) 0 3( /. 


(2.37) 

время 

(2.38) 


(2.39) 


Отсюда следует, что 

при А > С имеем ф >> 0 (вытянутый гироскоп совершает эпицик¬ 
лоидальное движение), 


при А < С имеем ф < О (сплюснутый гироскоп совершает пери¬ 
циклоидальное движение). 

Из (2.30) после подстановки в него (2.39) получим 



со 3 — ф 
соз 'О' 


С(о 31 
А соз 'О'о 


Я 

А 


= Фо = сопзі, 


(2.40) 


Ф = Фо + Ф(А 


(2.41) 


Из (2.40) вытекает, что ф и созо имеют всегда одинаковые знаки; 
следовательно, вращение (созо) вокруг оси фигуры и коническое 

движение (ф) последней вокруг кинетической оси (нутационное 

движение) постоянно совпадают по направлению. Величину п = ф 
называют также частотой нутации 1 ). При -О <С 1 из (2.40) полу¬ 
чается часто используемое приближенное значение 

п = ф ^ (С/А) со 30 . (2.42) 

Это приближение дает 


п = ф < со 30 для вытянутого гироскопа, 
ті = ф > 0 ЗО для сплюснутого гироскопа. 


’) В отечественной литературе движение, при котором угол нутации О остается постоянным, 

а ф и ф также постоянны, принято называть регулярной прецессией. То, что автор назвал 
его в данном случае нутационным, не должно вызывать принципиальных возражений, по¬ 
скольку ранее (в п. 1 4.3) он предупредил читателя, что не будет пользоваться старыми 
названиями углов Эйлера, (угол нутации и угол прецессии) и даст не кинематическое, 
а динамическое определение понятий нутации и прецессии. Такое определение дано 
в п. 3.2 1. Прецессией автор называет такое движение гироскопа, которое сопровождается 
вращением вектора Я^ (и, следовательно, происходит только под действием внешних сил), 

а нутацией — движение свободного гироскопа. Естественно поэтому, что в п. 3.3.2с движе¬ 
ние, имеющее тот же кинематический характер (Ф = сопзі, ф = сопзі, ф = сопзі), но про¬ 
исходящее под действием силы тяжести и сопровождаемое вращением вектора Я^, автор 

называет регулярной прецессией. — Прим ред. 
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Между величинами Ф, ф, ф, которые оказываются постоянными, 
существует зависимость 

Сф — (А — С) ф соз Ф = О, 

в чем нетрудно убедиться путем подстановок (2.39) и (1.49/3). 

2.5.2. Геометрическое описание. Для симметричного гироскопа гео¬ 
метрическая интерпретация движения гироскопа по Пуансо (§ 2.1) 




Конде 
полодии 
Конус 

герполодиц 

К" К о нус 
^ нутации 


Рис. 2.18. Представление нутации симметричного 
гироскопа калением конуса полодии по конусу гер- 
полодии; вытянутый гироскоп. 


Рис. 2.19. Представление нутации 
симметричного гироскопа качением 
конуса полодии по конусу герполо- 
дии; сплюснутый гироскоп. 


становится особенно простой и наглядной. В данном случае эллип* 
соид энергии является эллипсоидом вращения, а полодии и герпо- 
лодии превращаются в окружности. Если точку опоры Р соединить 
с точками этих окружностей, то образуются два прямых круговых 
конуса, называемые подвижным аксоидом (конусом полодии) и 
неподвижным аксоидом (конусом герполодии ). Тогда движение 
тела можно представить как качение подвижного аксоида по не¬ 
подвижному. 

Такое представление приведено на рис. 2.18 для вытянутого ги¬ 
роскопа и на рис. 2.19 для сплюснутого. При этом предполагается, 
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до 


что ось 3 неподвижной системы координат направлена вдоль кине¬ 
тической оси, а ось фигуры — вдоль оси 3'. Осью конуса герполо- 
дии является кинетическая ось, а осью конуса полодии — ось фи¬ 
гуры. Общая образующая обоих конусов представляет собой 
мгновенную ось вращения. 

Вектор угловой скорости о)г можно разложить на две состав¬ 
ляющие ф и ф по направлениям осей обоих конусов. Угол, образуе¬ 
мый этими осями, равен эйлерову углу '0'; это постоянный угол, 
так как оба конуса круговые. 

При движении .гироскопа, в то время как подвижный аксоид 
катится по неподвижному, изображенная на рисунках векторная 
диаграмма вращается как единое целое вокруг кинетической оси. 
В процессе этого движения в общем-то зримая ось фигуры гиро¬ 
скопа (ось 3') также описывает круговой прямой конус, называе¬ 
мый конусом нутации. Половина угла при его вершине равна углу 
О, а ось совпадает с кинетической осью. Для половин углов при 
вершине конуса герполодии и конуса полодии (соответственно X 
и ц) мы можем на основании закона синусов получить из рисунков 
следующие зависимости: 

зіп А, = зіп О; зіп ц = зіп О. (2.43) 

со ’ ^ со ѵ 7 


Подставив сюда ранее полученные для фиф значения (2.39) и 
(2.40), мы можем выразить эти углы через характеристические па¬ 
раметры гироскопа. Примечательно, что отношение 


зіп X 

ЗІП |! 


Ф \с 


создо 


для Оо «С 1 зависит исключительно от отношения А/С и не зависит 
от начальных условий. 

Формулы (2.43) в равной мере относятся как к эпициклоидаль¬ 
ному, так и к перициклоидальному движению. Все прочие данные, 
характеризующие эти движения, приведены в таблице на стр. 91. 
Она содержит также данные, относящиеся к предельному случаю 
А — С. 

При перициклоидальном движении (сплюснутый гироскоп) под¬ 
вижный аксоид следует представлять себе в виде полого конуса, 
который катится по неподвижному аксоиду, касаясь его своей вну¬ 
тренней поверхностью. Из (2.43), учитывая равенство (2.39), мы 
можем видеть, что угол X конуса герполодии зависит от формы 
эллипсоида инерции: 

зіп Я = Г1- зіп О. (2.44) 


В предельном случае, когда А — С, т. е. когда эллипсоид инерции 
тела превращается в сферу, X = 0, конус герполодии вырождается 
в прямую и конус полодии вращается просто вокруг одной из 
своих образующих. 
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Нутация симметричного гироскопа, А = В 


а) Эпициклоидальное 
движение, 
А>С 


Ь) Перициклоидальное 
движение, 

лес 


с) Предельный 
случай, 

А = С 


Ф = Я + р, 


ф >0 


ф — п< 


Фзо 

созФ 


Ось вращения постоян¬ 
но находится между ки¬ 
нетической осью и осью 
фигуры 



ф < 0 


Ф 


= п> 


0>30 

созФ 


Кинетическая ось посто¬ 
янно находится между 
осью вращения и осью 
фигуры 


Ф = \х 
Я = 0 


ф = 0 


ф = п = 


ю 


30 


созФ 


Ось вращения и кинети¬ 
ческая ось совпадают 


Если исключить особый случай С = 0, когда сам гироскоп вы¬ 
рождается в стержень, то угол ц конуса полодии обращается в 
нуль только при 0 = 0. Это происходит при невозмущенном вра¬ 
щении вокруг оси фигуры. 

2.5.3. Устойчивость симметричного гироскопа. Согласно общим ре¬ 
зультатам, полученным в § 2.4, мы можем утверждать, что устой¬ 
чивость вращения симметричного гироскопа вокруг его оси фигуры 
обеспечена. Вытянутый гироскоп вращается вокруг большой оси 
эллипсоида инерции, а сплюснутый — вокруг малой. 

Остается еще исследовать вращение вокруг главных осей, ле¬ 
жащих в экваториальной плоскости. Как упоминалось выше 
(п. 1.5.2), все экваториальные оси симметричного гироскопа яв¬ 
ляются равноправными главными осями. Поэтому стационарное 
вращение вокруг этих осей возможно, однако оно оказывается не¬ 
устойчивым по сог- Это проще всего усмотреть из формул (2.37). 
Если вращение происходит строго вокруг одной из поперечных 
осей, то Оз = 0, значит, и ѵ = 0, и тогда мы получаем соі = 0, 
(02 = сою. Если же вследствие некоторого возмущения этого движе¬ 
ния возникнет о)з ф 0, хотя бы и весьма малая, то будет ѵ ф 0 (ис¬ 
ключая случай шарового гироскопа, А = С), а соі и о )2 окажутся 
периодическими функциями, которые не являются близкими к не¬ 
возмущенному решению соі = 0, сог = сою- 

В справедливости этого результата мы можем убедиться и не¬ 
посредственно, по виду полодий (рис. 2.7). При возмущении вра¬ 
щения вокруг экваториальной оси конец вектора ан попадает на 
соседнюю полодию, лежащую в плоскости, параллельной эквато¬ 
риальной. По этой полодии он перемещается со скоростью, кото¬ 
рая приблизительно пропорциональна расстоянию полодии от эква¬ 
тора. Время полного обращения вектора со* относительно тела 
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Т = 2я/ѵ. Отсюда видно, что вектор ш не остается вблизи той точки 
на экваторе, которая соответствует невозмущенному движению. 

По переменной со 3 , а в силу равенства созб , = Соо 3 /// и по углу 
О, описанное движение следует признать устойчивым (в смысле 
Ляпунова). Пусть, например, невозмущенное движение определено 
так: соз = 0 и О = я/2. После некоторого малого возмущения как 
Оз, так и я/2 — тЭ 1 остаются малыми, и мы можем для заданных 
значений е отыскать соответствующие значения б, доказав тем 
самым устойчивость движения. 

Подобным же образом можно показать, что описанное движение 

устойчиво по угловым скоростям ф (2.39) и ф (2.40), но неустой¬ 
чиво по самим углам ср и ф. 

Изображающая точка на диаграмме устойчивости (рис. 2.17), 
отвечающая вращению симметричного гироскопа вокруг одной из 
его поперечных осей, лежит на границе зоны неустойчивости. 

2.5.4. Шаровой гироскоп. Сделаем еще несколько замечаний отно¬ 
сительно особого вида гироскопа — шарового, поскольку в свое 
время предполагали, что он наиболее пригоден для технических 
применений. 

Безусловно, при равенстве всех трех главных моментов инерции 
(А = В = С) мы получаем в качестве общего решения уравнения 
Эйлера (2.10) перманентное вращение вокруг любой оси. В этом 
случае каждая ось, проходящая через точку опоры Р, является 
главной. Отсюда непосредственно следует, что такое вращение 

устойчиво по переменным осп, 002 , ооз, ф, ф. Аналитические выра¬ 
жения для этих параметров нетрудно получить из выведенных 
выше формул, полагая в них А = В = С. 

Изображающая точка для шарового гироскопа на диаграмме 
устойчивости (рис. 2.17) совпадает с ортоцентром треугольника. 
Здесь сходятся все зоны устойчивости и неустойчивости. Согласно 
сказанному выше, сама изображающая точка должна быть при¬ 
числена к точкам зоны устойчивости. Однако это нельзя обеспечить 
практически. Для реальных тел невозможно строго соблюсти усло¬ 
вие А = В = С. Вследствие неоднородности материала, неравно¬ 
мерного температурного расширения или деформаций под влиянием 
ускорений всегда приходится считаться с теми или иными отклоне¬ 
ниями. Но тогда изображающая точка на диаграмме устойчивости 
может переместиться в зону неустойчивости. 

Поэтому с точки зрения практического использования шаровой 
гироскоп следует признать непригодным, так как даже при малей¬ 
шем изменении распределения массы, которого едва ли можно 
избежать, он может оказаться неустойчивым. 



Глава 3 


Гироскоп. Силы и движение 


В случае гироскопа, на который действуют какие-либо силы (или 
моменты), возникают задачи двух типов: либо по известному дви¬ 
жению гироскопа требуется определить действующие на него силы, 
либо, наоборот, найти движение, вызванное заданными силами. 
Как будет показано в § 3.1, решение первой из этих задач не вызы¬ 
вает принципиальных затруднений. Значительно более трудными 
оказываются задачи второго типа; о них и пойдет речь в 
§ 3.2—3.5. 

Разница в степени трудности обеих задач определяется тем об¬ 
стоятельством, что уравнения движения гироскопа линейны отно¬ 
сительно моментов, тогда как относительно составляющих угловой 
скорости они представляют собой нелинейные дифференциальные 
уравнения. 

3.1. Силы в случае гироскопа с дополнительной связью 

3.1.1. Общее решение. Теорема о кинетическом моменте (1.75) 
устанавливает связь между изменением кинетического момента 
гироскопа и моментом Мі действующих на него сил. У гироскопа, 
совершающего вынужденное движение, предопределенное направ¬ 
ляющей связью, следует различать активные моменты М^ и мо¬ 
менты реакции М?. Активные моменты могут создаваться, напри¬ 
мер, силой тяжести, силой упругости пружины, электрическими или 
магнитными силами. Моменты же, наложенные на гироскоп по¬ 
средством подвеса или направляющих связей, мы называем момен¬ 
тами реакции: благодаря им становится возможным вынужденное 
движение гироскопа. Таким образом, имеем 

-**и. =і м 1 = м? + м?. (з.і) 

Расчленим момент реакции на две составляющие, одна из которых, 

М? 0 , уравновешивает активные силы. В статическом случае, когда 
гироскоп неподвижен, эта составляющая является единственной. 

Вторая составляющая, М? к , вызывает изменение кинетического 
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момента, например движение оси гироскопа. Таким образом, 

Л4? = Лі?° + м? к , 

где = —М? и М? к = — М 1 ?. 

Момент реакции Мі действует на гироскоп. В приложениях 
нас часто интересует противоположный ему момент, который при¬ 
ложен со стороны гироскопа к подвесу или к направляющей связи. 

Он обозначен выше М*- Рассмотрим его более подробно. Со¬ 
гласно (3.1), 

=-!<«'/»/>• < 3 - 2 > 

Для упрощения в (3.2) операции дифференцирования часто бывает 
удобно воспользоваться системой координат, связанной с телом, 
потому что в этой системе элементы тензора инерции Ѳц посто¬ 
янны. Тогда вместо (3.2) получим 

м ? = — Ё Ж--*Чк®іНь- ( 3 - 3 ) 

При заданной угловой скорости сог отсюда можно определить кине¬ 
тический момент Ні = ѲгіСОі, а следовательно, и гироскопический 

момент М Если вместо оси, 002 , соз заданы углы Эйлера ф, О, ср 
или кардановы углы а, |3, у, то сначала с помощью кинематических 
уравнений (1.49) или (1.51) могут быть вычислены соі, 002 , 003 . Эти 
вычисления не представляют затруднений, так как при этом не тре¬ 
буется интегрировать дифференциальные уравнения и все сводится 
лишь к операции дифференцирования. Тем не менее в результате 
вычислений составляющих момента мы можем прийти к совер¬ 
шенно необозримым выражениям. Поэтому в дальнейшем мы зай¬ 
мемся более подробным исследованием лишь типичных и практи¬ 
чески наиболее важных частных случаев. 


3.1.2. Вращение вокруг неподвижной оси. Неподвижной осью пусть 
будет ось 3 и одновременно ось тела 3'. Тогда в подвижной си¬ 
стеме (штрихи для ее обозначения мы далее опустим) 

о>г = [О, О, С0 3 ], = [— Ещ, — Г)<в 3> Сю 3 ]. 

Подставив эти векторы в (3.3), найдем гироскопический момент 



Еа 3 ~ 





— 



_ — Сю 3 _ 


0 


Здесь естественно рассмотреть два частных случая. 


(3.4) 
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a) Вращение вокруг главной оси. При таком движении надо по¬ 
ложить О = Е = 0, и тогда 

м§ = — Сю з. 

При ускорении или замедлении вращения гироскопа возникает ре¬ 
активный момент относительно оси вращения. Он противоположен 
движущему или тормозящему моментам и воспринимается подве¬ 
сом. При равномерном вращении со/ = 0 и М§ = 0. 

b ) Вращение с постоянной угловой скоростью. Здесь Мз = 0. 
Остается момент, вектор которого перпендикулярен оси вращения, 
как показано на рис. 3.1, и для которого 

= о)| Б 2 Е 2 и фЯ = — Е/Б. 

Во вращающейся вместе с телом подвижной системе он постоянен 
и поэтому действует на неподвижный подвес как периодический 



Рис. 3.1. Момент реакции гироскопа М 


К 

і 


при вынужденном вращении вокруг оси 3'. 


вибрационный момент. В этом случае говорят о динамической не¬ 
уравновешенности тела. Даже если тело статически уравновешено, 
т. е. его центр масс расположен на оси вращения, могут все же воз¬ 
никать действующие на опоры периодические силы, которые растут 
пропорционально квадрату угловой скорости. Их можно устранить, 
если тело динамически уравновесить. Для этого требуется, чтобы 
ось вращения оказалась главной осью, т. е. чтобы О = Е = 0. Это 
всегда возможно осуществить путем добавления к телу недостаю¬ 
щей массы или удаления излишней. 

Рассмотрим более подробно случай симметричного ротора 
(А = Б), особенно важного в технических приложениях. Пусть 
тело вращается вокруг лежащей в главной плоскости І'-З' оси 3, 
которая является одновременно неподвижной и связанной с телом 


Рис. 3.3. Гироскопический момент для сплюснутого (слева) и для вытянутого (справа) 

симметричного тела, вращающегося вокруг оси 3. 


осью и образует с осью симметрии тела 3' угол О (рис. 3.2). Тогда 

х і = х і 008 + х з 

х 2 = Х 2 У 

х 3 = — х[ 5Іп д + х з соз д. 

Отсюда в силу О' = Е' = Р' = 0 для центробежных моментов 
инерции из (1.9) следует 

О = х 2 х 3 йт — — Р' зіп -О 1 + Е' соз 0 = 0, 

г 

Е = х 3 х { йт = Ѵ 2 ( А' — С') зіп 2'& + Е' соз 2д = Ѵг (А' — С') зіп 2-&. 

Подставив эти величины в (3.4) и положив в последнем оЬз = О, 
получим момент от небаланса 

М*=і/ 2 {А'-С') ©*8щ2Ф. 


(3.5) 
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Знак момента зависит от формы тела. У сплюснутого ротора 
(А' < С') момент стремится повернуть ось симметрии 3' к оси вра¬ 
щения, а у вытянутого (А' > С') — в обратном направлении 
(рис. 3.3). 

Из (3.5) видно, что при б = 0 и О = я/2 (вращение вокруг глав¬ 
ной оси), а также при А' — С' (шаровой гироскоп) вибрационный 
момент обращается в нуль. При О = я/4 он достигает максимума. 
В наиболее интересном для технических приложений случае ма¬ 
лого 'б’ справедливо приближенное равенство 

« ( А' — С') со^б (для б <С 1). (3.6) 


3.1.3. Вращение вокруг подвижных осей. Применим теперь общую 
формулу (3.3) к случаю, когда тело вращается с угловой скоростью 
со? вокруг главной оси 3', которая в свою очередь вращается во¬ 
круг неподвижной оси 3 (рис. 3.4) с угловой скоростью со?. Если 



Рис. 3.4. Сложение угловых скоростей собственного (©^ и дополнительного (®^) вра¬ 
щений. 


движение связанной с телом системы 1', 2', 3' относительно непод¬ 
вижной системы 1, 2, 3 описывается углами Эйлера, то при постоян¬ 
ном угле б мы получим, согласно (1.49), вектор абсолютной угло¬ 
вой скорости 


а 

°>і = = 

1 

О о 

1 

+ 

фЗІПбЗІПф 

фЗІПбСОЗф 


-ф- 

1 1 

ф СОЗ б 1 


4 К. Магнус 
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Если в качестве системы координат, связанной с телом, выбрать 
систему главных осей, то кинетический момент составит 

Лф зіпФ зіпср 

Ні= ВфзіпФсозф 

_ С (Ф + Ф СОЗ Ф) 

Ограничиваясь случаем ф — ф 0 = сопзі, т. е. равномерным допол¬ 
нительным вращением вокруг оси, образующей с главной осью 3' 
тела постоянный угол Ф = г%, согласно (3.3) имеем 

(В — А — С) фф зіп Ф 0 соз ф + {В — С) ф 2 зіп Ф 0 соз Ф 0 соз ф 

М*і = (В — А + С) фф зіп Ф 0 зіп ф — (А — С) ф 2 зіп Ф 0 соз Ф 0 зіп ф 

_ — Сф + (Л — В) ф 2 зіп 2 Ф 0 зіп ф соз ф 

(3.7) 

Следует прежде всего отметить, что момент возникает также и от¬ 
носительно оси собственного вращения 3' гироскопа. Это означает, 
что при отсутствии трения равномерное собственное вращение без 

наличия некоторого внешнего момента Мз невозможно. Неравно¬ 
мерное собственное вращение можно рассчитать с помощью диф¬ 
ференциального уравнения 

Сф — ! / 2 (Л — В) ф 2 зіп 2 #0 зіп 2ф = 0. 

Наоборот, если требуется равномерное собственное вращение с 
угловой скоростью фо, то для его поддержания необходим перио¬ 
дический внешний момент 

= — >/ 2 (Л — В) ф 2 зіп 2 Ф 0 зіп 2ф 0 С (3.8) 

Момент этот колеблется с удвоенной частотой собственного враще¬ 
ния. Его можно использовать для измерения проекции ф зіпФ угло¬ 
вой скорости со? на ось, перпендикулярную оси 3'. Амплитуда изме¬ 
рительного сигнала пропорциональна несимметрии Л — В тела. 
В симметричных роторах такой момент отсутствует. 

Как видно из (3.7), остальные составляющие моментаМ^ со¬ 
держат слагаемые, в которые входят сомножители фф и ф 2 , также 
являющиеся периодическими. Смысл этих членов проще всего обна¬ 
руживается при рассмотрении следующих двух частных случаев. 

а) Симметричный ротор , Л = В. Здесь (3.7) переходит в 

— Сфф зіп Фо соз ф + (Л — С) ф 2 зіп Фо соз Фо соз Ф 

Сфф зіц Ф 0 зіц ф — (Л — С) ф 2 зіц Ф 0 соз Ф 0 зіп ф . (3.9) 

Сф 
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Если внешний момент относительно оси 3' отсутствует, то ф = 
= фо = соп8І. Тогда вектор гироскопического момента перпенди¬ 
кулярен оси 3' и совпадает с линией узлов (линия пересечения 
плоскостей 1'-2' и 1-2), как изображено на рис. 3.5. Его величина 
равна 

М к = Сфф зіп д 0 — Ѵг (Л — С) ф 2 зіп 2д 0 = 

= ф зіп д 0 [С (ф + ф со 8 д 0 ) — Лф С08 д 0 ]. (ЗЛО) 


У сплюснутого ротора (С > А) при 0 < до <С я/2 момент всегда на¬ 
правлен по отрицательной линии узлов, если за положительное 




Сфф$\п'д ' 0 




/ 


\ 


\ 


.ДГІ 


\ 


т 


у I Линия узлов 


ѴгСА-ОфтІ&ъ 




Рис. 3.5. К определению гироскопического момента симметричного ротора. 


принять направление вектора +д. У вытянутого ротора (А > С) 

момент М* может совпадать с положительной линией узлов, по¬ 
скольку 

Лф соз д 0 > С (ф + ф соз д 0 ) = Сщ. 

Для стержневидного ротора (С = 0) это условие всегда выпол¬ 
няется. 

Возникновение момента (3.10) можно также объяснить, исходя 
непосредственно из теоремы о кинетическом моменте (3.2). Вслед¬ 
ствие предполагаемой симметрии ось 3, ось 3', ось вращения и ки¬ 
нетическая ось лежат в одной плоскости, которая перпендикулярна 

линии узлов и вращается с угловой скоростью ф (дополнительное 
вращение). Из диаграммы, представленной на рис. 3.6, можно ви¬ 
деть, что гироскопический момент равен 


Подставив сюда 


М к = (ІН/сІі = аф. 


а = (Ссо 3 ) зіп д 0 — (Лф зіпд 0 ) созд 0 


и 


со 3 = ф + ф соз д 0 , 


4* 
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мы сразу приходим к выражению (3.10). На рисунке вектор мо¬ 
мента направлен за плоскость чертежа, т. е. по отрицательной ли¬ 
нии узлов. 



Рис. 3.6. Построение вектора кинетического момента Я^ симметричного ротора, совершаю¬ 
щего собственное (ф) и дополнительное (ф) вращения. 


Ъ) Быстро вращающийся гироскоп. В технике, использующей 
гироскопические явления, быстровращающиеся роторы играют 
особую роль. Для них можно ограничиться более простыми при¬ 
ближенными соотношениями, которыми часто пользуются главным 
образом в теории гироскопических приборов. В рассматриваемом 

нами случае можно принять ф;>ф. Однако одного этого условия, 
как оказывается, недостаточно. Требуется не столько высокая ско¬ 
рость собственного вращения, сколько соответствующий этому бы¬ 
строму вращению большой кинетический момент Сф. Поэтому о 
быстровращающемся гироскопе можно говорить лишь в том слу¬ 
чае, когда выполняются условия: 


#з» 



или 



(3.11) 


Физически они означают, что кинетическая ось должна всегда на¬ 
ходиться в непосредственной близости от главной оси инерции 3',, 
т, е. оси собственного вращения, 
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Для быстровращающегося гироскопа мы получаем из (3.7) при¬ 
ближенное значение момента реакции 



(В — А — С) фф зіп д 0 соз ер 

(.В — А + С) фф зіп д 0 зіп ф 
— Сф 


(3.12) 


Если тормозящий или движущий момент отсутствует, то ф = 0. 
Тогда величина вектора результирующего момента равна 

М к = фф зіп д 0 1 /(В - А) 2 + С 2 —2С(В — А) соз 2 Ф . 


Направление вектора момента в плоскости 1 / -2 / определяется из 
равенства 



в — А + С 
В-А-С 




Для симметричного ротора (А = В) получаем 

М к = Сфф зіп д 0 и а = — ф ± пл. 


Это равенство показывает, что вектор момента совпадает с линией 
узлов, к чему мы уже пришли ранее и зафиксировали на рис. 3.5. 
Несимметрия (А Ф В) ведет к периодическим изменениям модуля 
и аргумента вектора момента. Разложим его на две составляю¬ 
щие— по направлению линии узлов (М^ п ) и по перпендикуляру к 
ней (Мі* Л ): 


Мкъ = ЛіГ созф— М§ зіп ф = — фф зіпд 0 [С — (В —Л)соз2ф], 
М±кп = М? зіп ф + соз ф = фф зіп д 0 (В — А) зіп 2ф. 


(3.13) 


Как видно, обе составляющие содержат периодические члены двой¬ 
ной частоты относительно ф, пропорциональные разности В — А. 
Их тоже можно использовать для измерения составляющей угло¬ 
вой скорости фзіпд, которая перпендикулярна оси собственного 
вращения. Они более пригодны для этой цели, чем составляющие 
(3.8) в направлении оси ротора, полученные выше, потому что 

фзіпд входит в них линейно, а в выражение (3.8) в квадрате. 

По поводу направления момента М к заметим следующее. Если 

тело совершает вынужденное вращение (со? = ф), при котором его 

полный кинетический момент Я г -, оставаясь неизменным по вели¬ 
чине, участвует в этом вращении, как показано на рис. 3.6, то 



( іНі 
йі 




Отсюда следует, что направление этого момента всегда таково, что 
он стремится совместить кинетическую осъ с осью, вынужден¬ 
ного вращения. Векторы Н і и со? стремятся к одноименному 
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параллелизму. Однако важное для практического использования 
гироскопических явлений правило об одноименном параллелизме 
нельзя без оговорок относить непосредственно к оси симметрии 
(ось 3'), чаще всего единственной зримой оси. Из построения на 
рис. 3.6 видно, что это допустимо только в том случае, когда ось 

вынужденного вращения (г]?) не расположена между кинетической 
осью и осью 3'. Так всегда бывает у сплюснутых роторов (С >> А). 
В случае вытянутого ротора должно соблюдаться условие 

Сср 3 = С (ф + фсозд 0 ) > ЛфсозФ 0 * (3.14) 

Так как для быстровращающегося гироскопа в силу (3.11) назван¬ 
ное условие всегда выполняется, справедливо правило: 

Если ось симметрии (ось фигуры) быстровращающегося гиро¬ 
скопа совершает вынужденное вращение , то возникает момент ре¬ 
акции , стремящийся повернуть гироскоп так у чтобы оси собствен¬ 
ного и вынужденного вращений были одноименно параллельными. 

Правда, у сильно вытянутого, почти стержневидного ротора при 
малом ф может случиться так, что знак момента окажется проти¬ 
воположным. Однако этот случай не имеет практического значения. 

3.1.4. Периметрический гироскоп и дробильная мельница. Связь 
гироскопического момента с вынужденным движением вдоль на¬ 
правляющей можно очень наглядно продемонстрировать на при¬ 
мере так называемого периметрического гироскопа. Его принци¬ 
пиальное устройство показано на рис. 3.7. Гироскоп выполнен 
в виде симметричного ротора Е. Имеющимся на нем острием он 
опирается на подпятник, причем его центр масс совпадает с точкой 
опоры. Вдоль оси фигуры расположена стержневидная шейка. Если 
эту шейку, которая вращается вместе с ротором, привести в сопри¬ 
косновение с неподвижным направляющим лекалом К , то шейка 
будет катиться по ребру лекала, одновременно производя на него 
заметное давление. (Качение шейки по лекалу заставляет гиро¬ 
скоп совершать вынужденное движение, и возникающий при этом 
гироскопический момент прижимает шейку к ребру лекала.) 

Для вычисления этого момента представим себе направляющую 
в виде кривой на поверхности сферы с центром в точке опоры гиро¬ 
скопа (рис. 3.8). В случае симметричного ротора (А = В) вместо 
системы координат, связанной с телом, удобнее выбрать изобра¬ 
женную на рисунке промежуточную систему 1, 2, 3, ось 1 которой 
совпадает с линией узлов. Ось 3 является осью фигуры, а ось 2 
перпендикулярна первым двум. 

Подставив Ні = Ѳц(х)і в (3.3), мы определим гироскопический 
момент; при этом 
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Рис. 3.7. Модель опирающегося острием периметрического гироскопа 



Рис. 3,8. К расчету периметрического гироскопа. 
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Произведя надлежащие преобразования, получим 

ЛФ -(- Сф зіп Ф (ф + ф соз д) — Лф 2 зіп д соз д 
М*і =— Лф зіп О + 2 Лфд соз Ф — Сд (фф соз , Ѳ’) . (ЗЛ5) 

Сф + Сф соз Ф — С фд зіп О 

Если уравнение направляющей кривой Ф = 0(ф) задано, то для 
того, чтобы определить момент, а тем самым и давление, которые 

з 



Рис. 3.9. Качение цилиндриче- Рис. 3.10. Качение цилиндрической шейки по направляю- 
скои шейки по направляющей /С іцей /С для 

для ф=0. 

соответствуют определенной угловой скорости гироскопа, требуется 
еще учесть условие качения, например, в виде уравнения ф = 

= ф(ф, О, Ф). Рассмотрим подробнее два частных случая. 

а) Пусть направляющая кривая обладает тем свойством, что 
заставляет ось 3' двигаться вдоль меридиана (дуги большого круга, 

проходящего через точку д = 0). Тогда ф = сопзі и ф = 0. Под¬ 
ставляя эти значения в (3.15), получаем 

’ — Лд" 

М? = С'&ф 

_ — Сф _ 

При отсутствии трения в опоре и трения качения ф = 0; следова¬ 
тельно, ф = сопзі. Как видно из условия качения, Ф тоже посто¬ 
янна. Если — радиус сферы, на поверхности которой расположена 
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направляющая кривая, а г— радиус цилиндрической шейки 
(рис. 3.9), то условие качения имеет вид 

гф = рд = У Я 2 — г 2 О. 

Поскольку ф = О = 0, остается только гироскопический момент 
относительно оси 2. Его величина 

м$ = Сдф = (Сг/р) ф 2 = (Ср/г) Ь 2 . (3.16) 

Этот момент прижимает шейку к направляющей с силой нормаль¬ 
ной реакции 

N = М к / р = (Сг/р 2 ) ф 2 = (С/г) й 2 . 

Легко сообразить, что при перемене знака -0* сила по-прежнему 
прижимает шейку. 

Ь) В качестве второго частного случая рассмотрим направляю¬ 
щую кривую К , представляющую собой окружность радиуса 
(рис. ЗЛО). Будем рассматривать качение по наружной 
стороне кривой. Тогда скорость ѵ Р некоторой точки Р оси фигуры 
равна 

Ѵр = (Я ЗІП + г созд) ф = г (ф + ф соз Ф), 


и условие качения примет вид 

зіп 'буф = гф. (ЗЛ7) 

Кроме того, в рассматриваемом случае '6=0, и вследствие отсут¬ 
ствия трения ф = ф = 0, поэтому в выражении (3.15) остается 
лишь один момент реакции относительно оси 1 

М*\ = — ф зіп 'Ѳ' [С (ф + ф соз б’) — Лф соз б’], (3Л 8) 

или с учетом равенства (ЗЛ7) 

= — -ф 2 $іп О — + (С — А) соз ф . (3.19) 


В интересующем нас интервале 0 < 6’ < я/2 знак момента 


для сплюснутого ротора (С > А ): 
для вытянутого ротора (С < А ): 


м?<0, 

| Мл < 0 При ЗІП > р 0 
{ М\ > 0 при Я зіпб'д- < ро, 


где 


А — С - 
Ро = —^— Г СОЗ ■О 


Нетрудно сообразить, что отрицательный момент свидетельствует 
о давлении на направляющую. Поэтому при качении снаружи 
кривой сплюснутый ротор никогда не цоцидает направляющую. 
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вытянутый же покидает последнюю, если ее радиус меньше крити¬ 
ческого значения ро. Это явление можно пояснить наглядно: если 
кривизна кривой окажется меньше, чем кривизна дуги, которую 
гироскоп описал бы, имея возможность свободно совершать нута¬ 
ционное движение, то он покинет направляющую. К тому же ре¬ 
зультату можно прийти, используя ранее полученные соотношения, 
описывающие движение свободного симметричного гироскопа. Ра¬ 
венства (2.39) и (2.40) дают 


откуда 




Ссозэ 
А С05 тЭ’о 


у 


Ф 

Ф 


А — С а 

-С05 'б'о 

С и 


С другой стороны, для периметрического гироскопа, согласно усло¬ 
вию качения (3.17), имеем 

ф Р ЗІП 

11 • — » 

ф г 


Сравнивая два полученных выражения, мы приходим к уже рас¬ 
смотренному граничному случаю для периметрического гироскопа 
и получаем значение критического радиуса 

Ро = {Я ЗІП О*)о = А ё С г соз Фо. 


Так как для сплюснутого гироскопа ро < 0, такой периметрический 
гироскоп может следовать всем изгибам и даже острым углам на¬ 
правляющей. Вытянутый же гироскоп, минуя такой угол, покинет 
направляющую. Однако после того, как гироскоп опишет некото¬ 
рую нутационную дугу (короткую или длинную), шейка вновь кос¬ 
нется направляющей и в дальнейшем будет продолжать свое дви¬ 
жение по ней. 

Если периметрический гироскоп катится изнутри кривой, то 
условие качения будет другим, именно 


7? зтФ^ф = — гф. 

Подставив это условие в (3.18), найдем гироскопический момент 


м? 




СР зіп 'О’ 


К 


(С — А) соз 


(3.20) 


В данном случае всегда М > 0, так как из кинематических сооб¬ 
ражений постоянно должно быть зіп Фк > г, если вообще имеет 
место качение по вогнутой стороне направляющей. Ввиду того что 
здесь положительный момент свидетельствует о давлении на на¬ 
правляющую, периметрический гироскоп, катящийся по вогнутой 
направляющей, никогда не покидает последнюю. 



3 1. Силы в случае гироскопа с дополнительной связью 


(О? 


При любой форме направляющей момент реакции может быть 
найден по формуле (3.15). Не вдаваясь в разбор этого весьма об¬ 
щего выражения, заметим только, что и при отсутствии тормозя¬ 
щих или движущих моментов ф ф 0 и угловая скорость собствен¬ 
ного вращения может и не быть постоянной. Это непосредственно 

следует из формулы (3.15) для момента М§. Принимая во внима¬ 
ние уравнение направляющей и условие качения, можно рассчи¬ 
тать переменную угловую скорость собственного вращения ф. 

Практическое применение периметрического гироскопа вопло¬ 
щено в так называемой дробильной мельнице, предназначенной 



Рис. 3.11. Схема дробильной мельницы. 


для измельчения твердых материалов. Ее принципиальное устрой¬ 
ство показано на рис. 3.11. Внутри мельничной чаши бегают мель¬ 
ничные колеса (бегуны). Они приводятся в движение посредством 
штанг, связывающих каждый из них с вертикальным валом, который 

вращается с некоторой угловой скоростью ф. Сами бегуны при этом 
катятся по днищу чаши. Чистое качение возможно здесь, есте¬ 
ственно, только при определенном радиусе /?. Условие качения 

имеет вид гф=/?ф. Полная угловая скорость бегуна складывается 
из угловой скорости собственного вращения ф и вынужденной угло¬ 
вой скорости ф. Из формулы (3.10), которую мы здесь вправе при¬ 
менить, получаем выражение гироскопического момента 


М к =ф 2 зіпд 


(С—А) созФ + . 


(3.21) 


Вектор этого момента перпендикулярен векторам ф и ф и на 
рис. 3.11 направлен за плоскость чертежа. Давление, обусловлен¬ 
ное этим моментом, добавляется к тому, которое создается соб¬ 
ственным весом бегунов. 
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При заданных Л, С, /?, г мы можем, пользуясь формулой (3.21), 
вычислить угол О, при котором дополнительное давление оказы¬ 
вается наибольшим. Для того чтобы получить представление о ве¬ 
личине дополнительного давления, произведем приближенный рас¬ 
чет его для Ф = я/2. Положим, что бегун выполнен в виде сплош¬ 
ного однородного цилиндра, так что С = тг 2 / 2= Ог 2 /(2§). Тогда 


сила нормального давления на днище вследствие гироскопического 


эффекта равна 




Ог 

2 ^ 



(3.22) 


или 



Таким образом, отношение N/0 не зависит от /?. Если принять, на¬ 
пример, г = 0,2 м, то уже при вынужденной угловой скорости 
100 об/мин сила нормального давления достигает величины, равной 

весу бегуна. Так как формула содержит ф во второй степени, то 
путем повышения вынужденной угловой скорости можно достичь 
значительного увеличения дополнительного давления. 


3.2. Общие сведения о движении гироскопа 

под действием сил 

3.2.1. Действие момента сил. Если на ротор гироскопа действует 
некоторая сила, то совместно с возникающей в точке опоры реак¬ 
цией она образует момент Ми Теорема о кинетическом моменте 
(1.75) связывает этот момент с вектором кинетического момента 
Ни Выполняя интегрирование, получаем 

Ні = Я- + [ Мі Ш. (3.23) 

С 

При заданном Мі = Мі(і) и известном начальном кинетическом 

моменте Я? мы можем отсюда определить Ні = Ні(і). Зависимость 
между векторами Ні и Мі можно представить более наглядно, если 
написать выражение (3.23) в виде итерационной формулы, прини¬ 
мая момент на каждом шаге М постоянным: 

НІ = НТ 1 + А Ні = Н п ~' + Мі м. 

Путем последовательного добавления приращений Д Ні = МіАі мы 

можем по Н°і построить вектор Ні(і) (рис. 3.12). В ходе этого по¬ 
строения мы непосредственно замечаем общую тенденцию: момент 
изменяет направление вектора кинетического момента, причем так, 
что последний стремится к одноименному совпадению с вектором 
Ми Это положение, относящееся к вектору кинетического момента , 
нельзя распространять без оговорок на ось вращения или на ось 
фигуры (см. также п. 3.1.36). Но так как у быстровращающегося 
гироскопа ось фигуры и кинетическая ось почти совпадают, то най- 
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денный выше результат можно сформулировать следующим обра¬ 
зом: 

Под действием внешнего момента осъ фигуры быстровращаю- 
щегося гироскопа стремится всегда к одноименному параллелизму 
с вектором момента. 

Это правило об одноименном параллелизме как полезный ори¬ 
ентир играет большую роль в вопросе о применении гироскопов. Не 
следует, однако, забывать, что здесь идет речь об утверждении, 
верном лишь приближенно. При более строгом анализе приходится 
иногда учитывать несовпадение оси фигуры с кинетической осью. 
К этому мы еще вернемся в п. 3.2.2. 



Рис. 3.12. Изменение вектора 
кинетического момента Н^ при 

постоянном моменте М .. 


Рис. 3.13. Прецессионное движение 
вектора кинетического момента Я,- 

под действием момента М?. 

Ь 


Произвольный внешний момент М\ всегда можно разложить на 

две составляющие: М И і по направлению вектора Ні и М р —по пер¬ 
пендикулярному к нему направлению. Влияние каждой из них на 
изменение вектора Ні нетрудно проследить на приведенном выше 
графическом построении. Мы приходим к следующим выводам. 

a) Составляющая момента М ? изменяет величину , но не изме¬ 
няет направления Ні. При М? ^ Ні имеем йН/сИ > 0, и вращение 

гироскопа убыстряется (разгон); при вращение гироскопа 

замедляется (торможение). 

b) Составляющая момента М Р і изменяет направление вектора 
Ни но не изменяет его величины. Вектор Ні вращается с угловой 

скоростью соГ вокруг оси, перпендикулярной плоскости Ні-Ми 
Из рис. 3.13 видно, что при Да 1 

Д Ні = Н] Да = М р М; 



но 
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отсюда ввиду М? ± Я* следует 

Я = Я° = сопзі, (о р = Ііш 4т = 

Д*->0 



Положив, что система координат вращается с угловой скоростью 
со?, получим из теоремы о кинетическом моменте зависимость ме¬ 
жду векторами Я/, М?, со? в следующем виде: 


М? 

С 


йИі 

аі 




(3.24) 


Вектор со? называется вектором угловой скорости прецессии, а 

само движение гироскопа — прецессией. Согласно распространен¬ 
ной в настоящее время в гироскопической технике терминологии, 
под прецессией понимается вообще движение гироскопа под 
действием сил. Нутацией называется движение свободного гиро¬ 
скопа. Собственное движение — нутация — может накладываться 
на вынужденное — прецессию. 

Изложенные выше под рубриками а) и Ь) положения относятся 
к вектору Ні и, следовательно, к кинетическому моменту и кинети¬ 
ческой оси. Нередко большой интерес представляет движение оси 
фигуры, так как оно может быть непосредственно наблюдаемо и 
измерено в гироскопических устройствах. Рассмотрим это движение 
сначала для случая ударного внешнего момента, а затем и для бо¬ 
лее общего случая. 

3.2.2. Удары по гироскопу. Если гироскоп подвергнуть действию 
ударной силы или ударного момента, то в течение весьма корот¬ 
кого времени т удара кинетический момент изменится на величину 

Я**, которая, согласно (3.23), равна 

X 

НѴ = Ні — Н° { = | Мі йі. (3.25) 

О 

Мы можем здесь, как и в предыдущем пункте, разложить мо- 
мент на составляющие по направлению Ні и ему перпендикуляр¬ 
ному. В первом случае имеем Н 8І ||Я?. Удар приводит к внезапному 

изменению величины Я?, направление же вектора не изменяется. 
Это означает мгновенный разгон (или торможение) гироскопа. Та¬ 
кого рода ускорения гироскопа действительно применяются на 
практике: ротор либо разгоняют посредством раскручивающейся 
сильной пружины, либо с помощью пороховых газов доводят в тече¬ 
ние долей секунды до очень высокой скорости вращения. С этой 
целью воспламеняют находящийся в роторе гироскопа пороховой 
заряд; газы, образующиеся при сгорании, выходят наружу через 
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отверстия, расположенные приблизительно по касательным к пери¬ 
метру ротора и, развивая реактивные силы, приводят его во вра¬ 
щение. 

Более важен второй из названных случаев, когда Яр ± Я?. 
Такое состояние может, например, наступить, если по гироскопу, 
вращающемуся вокруг главной оси, нанести удар в поперечном к 
ней направлении. На рис. 3.14 это продемонстрировано для сим¬ 
метричного гироскопа. Пусть гироскоп (на рисунке не показан) 
оперт в точке О и вращается вокруг оси симметрии 3', до удара 



Рис. 3.14. Действие ударного момента. 


неподвижной. Тогда ось фигуры, ось вращения и кинетическая ось 
совпадают. Приложенная к гироскопу ударная сила Рі создает 

совместно с силой реакции опоры Р ? ударный момент Л4р. По¬ 
следний, согласно (3.25), вызывает скачкообразное изменение век¬ 
тора кинетического момента от начального Я? до Я г *. Напротив, 
ось фигуры 3' в течение короткого времени удара не меняет своего 
положения, так что направления оси фигуры и кинетической оси 
по окончании удара оказываются неодинаковыми. При этом в со¬ 
ответствии с нашими рассуждениями в гл. 2 возникают нутацион¬ 
ные колебания, которые можно толковать как качение подвижного 
аксоида (осью которого теперь служит движущаяся ось 3') по не¬ 
подвижному (имеющему ось Я*). На рис. 3.14 последнее представ¬ 
лено для вытянутого гироскопа (эпициклоидальный случай). Со¬ 
вершенно аналогичные результаты получаются для перициклои- 
дального случая. Наблюдаемое движение гироскопа после удара 
представляет собой нутацию, при которой ось фигуры 3 / вальси¬ 
рует вокруг нового неподвижного направления кинетической оси, 
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У симметричного гироскопа — это коническое движение; половина 
угла при вершине конуса определяется через 

о = Н 8 І /Н°. 


В результате изложенного мы можем считать установленным, что 
удар возбуждает нутационные колебания гироскопа, при которых 
направление движения его оси фигуры непосредственно после 
удара совпадает с направлением силы Рі. Таким образом, в первый 
момент ось поддается силе, но, описав нутационную дугу, она 
возвращается в исходное положение, после чего периодически по¬ 
ворачивается вокруг кинетической оси в ее новом положении. 
Получается, что ось фигуры в среднем смещается на определен¬ 
ный угол в направлении, перпендикулярном Рі (в направлении 

МѴ)» Это среднее смещение оси фигуры соответствует смещению 
кинетической оси в направлении, определяемом правилом одно¬ 
именного параллелизма. 

В то же время можно заметить существенную разницу между 
поведением невращающейся инерционной массы (например, не- 
вращающегося гироскопа) и вращающегося гироскопа: удар вы¬ 
зывает у соответственно подвешенного тела вращение с определен¬ 
ной угловой скоростью, у гироскопа же, напротив, — смещение 
в среднем на некоторый угол. 

У быстровращающихся гироскопов, находящих применение в 
технике, нутационное движение, возбужденное ударом, в общем 
случае настолько незаметно, что его едва ли можно уловить. 
В этом случае в результате серии последовательных ударов на¬ 
блюдается лишь смещение оси фигуры под прямым углом к на¬ 
правлению удара. Это обстоятельство привело к тому часто 
высказываемому утверждению, что гироскоп не поддается дей¬ 
ствующей на него силе, а отклоняется в перпендикулярном направ¬ 
лении. Из сказанного ясно, что, строго говоря, такой тезис неве¬ 
рен, однако он приложим к быстровращающимся гироскопам как 
полезное приближение. 

3.2.3. Общие приближения. Если на гироскоп действует произ¬ 
вольная система сил, то его движение можно приближенно опре¬ 
делить с помощью следующего приема. Представим себе, что 

момент Мі(і), образованный силой Рі и силой реакции Р возник 
благодаря большому числу последовательных малых толчков. Как 
было показано выше, для каждого из этих элементарных ударов 
может быть найдено как смещение кинетической оси, так и дви¬ 
жение оси фигуры. Если названные смещения отложить, например, 
в виде отрезков на поверхности сферы с центром в точке опоры 
гироскопа, то путем сопряжения этих элементарных дуг мы по¬ 
лучим перемещения кинетической оси и оси фигуры как функции 
времени. 
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На рис. 3.15 показан пример такого процесса. Пусть сначала 
гироскоп вращается вокруг главной оси (ось 3'), пересекающей 
воображаемую неподвижную сферу в точке О. Кинетическая ось 
и ось фигуры пока еще совпадают. В результате первого элемен¬ 
тарного толчка кинетическая ось смещается в точку 1. Ось фигуры 
начинает нутационное движение, которое для симметричного ги¬ 
роскопа можно представить как дугу окружности, описываемую 



Рис. 3.15. Перемещение кинетической оси и оси фигуры под действием последовательных 

ударных моментов. 


на сфере из точки 1. Если 7Ѵ — время полного нутационного коле¬ 
бания, а элементарные толчки следуют через промежутки вре¬ 
мени Та, то угол, соответствующий длине нутационной дуги, равен 


а = 2лТ 8 /Т м . 


После второго толчка кинетическая ось смещается в положение 2. 
Перемещением оси фигуры между вторым и третьим толчками 
будет теперь дуга окружности, описанная из точки 2 и примыкаю¬ 
щая к названной выше дуге. Таким способом можно построить 
путь кинетической оси как последовательность отрезков прямой 
(точнее, дуг больших кругов) и путь оси фигуры как последова¬ 
тельность дуг окружности. 
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Точность описанного построения зависит, конечно, от выбран¬ 
ного шага, т. е. от интервала Т 8 между толчками. Для того чтобы 
хорошо воспроизвести путь оси фигуры, надо выбрать Т 8 <^.Тм- 
Напротив, путь кинетической оси можно получить с достаточной 
точностью при более грубом разбиении по времени. Построение 
становится трудоемким (или неточным), если гироскоп несиммет¬ 
ричен, если велико расхождение между кинетической осью и осью 
фигуры или если неравномерно собственное вращение. Последнее 
имеет место при наличии составляющей момента в направлении 
оси фигуры. В этом случае пришлось бы соответственно изменить 
величину угла а. 

Идею, лежащую в основе приведенного построения, можно 
было бы сформулировать теоретически и получить таким образом 
метод расчета движения гироскопа. Мы вернемся еще к этому во¬ 
просу при рассмотрении специальных случаев (гироскоп с само¬ 
возбуждением) . 

Расчет движения гироскопа под действием сил бывает затруд¬ 
нен главным образом потому, что внешние силы или моменты за¬ 
ранее не заданы (являясь, например, неизвестными функциями 
времени). Они часто зависят еще и от положения ротора гиро¬ 
скопа, которое само по себе подлежит определению из уравнений 
движения. Поэтому здесь нельзя, как мы это делали, например, 
при исследовании свободного гироскопа, решать отдельно динами¬ 
ческие уравнения гироскопа относительно составляющих угловой 
скорости, а затем находить из кинематических уравнений углы, 
определяющие его положение; обе системы уравнений чаще всего 
приходится рассматривать совместно. Исключение составляют 
только вопросы, относящиеся к гироскопам с самовозбуждением. 
Под этим понимаются такие гироскопы, для которых известны 
связанные с телом составляющие внешнего момента, не зависящие 
от текущего положения тела. Следует еще указать на то, что тер¬ 
мин «самовозбуждение» употребляется здесь в несколько ином 
смысле, чем это принято в теории колебаний. 

Особую роль в гироскопической технике, да, пожалуй, и в клас¬ 
сической теории играют гироскопы, у которых точка опоры ротора 
не совпадает с его центром масс. Такие гироскопы обычно назы¬ 
вают тяжелыми , потому что здесь внешний момент создается си¬ 
лой тяжести. Направление силы тяжести можно считать неизмен¬ 
ным в пространстве, но ее точка приложения связана с телом. По¬ 
этому выражение момента силы тяжести обусловлено выбором 
как неподвижной, так и подвижной систем координат. Особый 
вид тяжелых гироскопов представляют собой спутники, поведение 
которых мы разберем более обстоятельно в гл. 8. 

Если составляющие наложенного на гироскоп момента в непо¬ 
движной системе являются известными функциями времени, то 
такой гироскоп называют гироскопом с вынужденным возбужде- 
нием. Чаще всего здесь приходится иметь дело с периодическими 
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функциями времени, однако в технических применениях гироскопов 
представляют интерес и квазипериодические, а также случайные 
возмущения (например, на кораблях из-за волнения или на само¬ 
летах из-за шквалистого ветра). 

3.3. Тяжелый гироскоп 

3.3.1. Уравнения движения тяжелого гироскопа, общие интегралы 
и обзор результатов. Гироскоп называется тяжелым, если дейст¬ 
вующий на него внешний момент создается силой тяжести. Если 



Рис. 3.16. К определению момента силы тяжести тяжелого гироскопа. 


центр масс 5 твердого тела не совпадает с точкой опоры Р 
(рис. 3.16), то возникает момент силы тяжести 

Мі = ъі (3.26) 

где Оі — вектор силы тяжести, а — радиус-вектор точки 5. В на¬ 
писанном выражении надо положить Съ — — Сазъ, где а 3 ъ — еди¬ 
ничный вектор по направленной вертикально вверх оси 3. Его 
координаты соответствуют элементам третьей строки матрицы 
преобразования йц (см. п. 1.4.3); обозначим их а 3 і, а 32 , а 33 . Имеем 

а \і ~ = а \\ ”Ь а Ъ2 "I™ ^зз ^ • (3.27) 

Подставив (3.26) в (1.83), получим общее уравнение движения 
тяжелого гироскопа в векторной форме 

-—•(ѲіуСОу) = Ѳ*у д! + ^^(ОуѲ/г/СО^ = Мі = С&ііъ а (3.28) 
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Если за подвижную систему принять систему ставных осей, то 
уравнения движения в проекциях на эти оси становятся легко 
обозримыми: 

Л(Оі (В С) 02®3 = О (#32$3-# 33 $ 2 ), 

Вщ — {С — А) сззСО! = О (а 33 з { — а 31 $ 3 ), (3.29) 

С (Оз ( А В) С0|С0 2 = О (#31*^2 — ^32*^1 )• 

В качестве неизвестных здесь фигурируют координаты вектора 
угловой скорости сог и вертикального единичного вектора а$і — все¬ 
го шесть переменных. Так как (3.27) и (3.29) образуют систему 
лишь четырех уравнений, то для исследования движения тяжелого 
гироскопа должны быть привлечены дополнительные уравнения. 
Последние можно получить из кинематических соображений, ис¬ 
ходя из того, что вертикальный единичный вектор а 3 * неподвижен 
в пространстве: 

-^Г = ^ = 0- (3.30) 

или в координатах 

#31 + Щ а 33 - Щ а 32 — 0, 

а 32 + со 3 я 31 — (0,%з = 0, (3.31) 

^33 ®І а 32 - Щ а 3\ — 0* 

Двух векторных уравнений ((3.28) и (3.30)) или шести скалярных 
((3.29) и (3.31)) достаточно для решения задачи. Общее решение 
указанных уравнений движения тяжелого гироскопа до настоя¬ 
щего времени не найдено. Так как только пять из шести неизвестных 
независимы, то, согласно теории интегрирования Якоби, точное 
решение в квадратурах, т. е. путем вычисления интегралов, ока¬ 
залось бы возможным, если бы удалось найти три так называемых 
первых интеграла уравнений движения. Два подобных интеграла 
общего характера находятся без труда, третий же пока найден 
только для некоторых частных случаев. 

Векторное уравнение (3.28) можно проинтегрировать, предва¬ 
рительно умножив его скалярно на а^. Поскольку = 0 и 

йазі/сіі = 0, имеем 

а ІІ -^(Ѳ іі < і > І ) = -^(а зі Н 1 ) = 0, (3.32) 

ИЛИ 

а зі Ні = #о = сопэі. (3.33) 

Полученный интеграл кинетического момента указывает на то, что 
вертикальная составляющая полного кинетического момента по¬ 
стоянна. Этот результат становится ясным и физически, если вспо¬ 
мнить, что вектор момента силы тяжести (3.26) всегда лежит в го¬ 
ризонтальной плоскости, а, согласно теореме о кинетическом 
моменте (1.75) , изменение Я* пропорционально внешнему моменту. 
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Для нахождения второго интеграла предварительно умножим 
скалярно (3.28) на со*. Принимая во внимание (1.71), получаем 

йГаь й г Н і а' (1 \ Л'Т 

аі ® 1 і ~аГ = ~1Г ~ЧІ\2 аіН Ч ~~1Г ’ 

и, далее, привлекая (3.30), 

Ое, )к а гІ 8 к щ = Ог ик (й,а зк 81 = — О = — в ^ ( а 3 { з { ) = — , 

где II — потенциальная энергия. Объединяя записанные выражения 
и выполняя интегрирование, получаем интеграл энергии 


Т + V = Ѵ 2 Ні®і + О 8 = Е 0 = сопзі, (3.34) 

где Е 0 —константа. И этот результат можно объяснить физически: 
так как мы предполагали отсутствие диссипативных сил, полная 
энергия Т + V тяжелого гироскопа должна оставаться неизменной. 

Соотношение (3.27) можно понимать как общий интеграл кине¬ 
матических уравнений (3.30) или (3.31). Однако его не удастся 
использовать для интегрирования уравнений движения, если мы 
будем пытаться сократить с его помощью число неизвестных 1 ). 

В таблице, приведенной на стр. 118, дан обзор частных случаев, 
для которых удалось найти точные решения уравнений движения. 
Все девять представленных в таблице проблем относятся к част¬ 
ным случаям тяжелого гироскопа, которые характеризуются огра¬ 
ничениями, наложенными либо на форму эллипсоида инерции, либо 
на положение центра масс, либо, наконец, на начальные условия. 

Случай 1 включен в таблицу для полноты картины; он касается 
уже разобранного в гл. 2 свободного гироскопа. Общие решения, 
т. е. решения, справедливые при произвольных начальных усло¬ 
виях, известны лишь для случаев 2 и 3. В случаях 4—9 речь идет 
о движениях, осуществление которых связано с определенными, по¬ 
рой специальными начальными условиями. То, что приведенные в 
таблице случаи 1—3 занимают особое место, следует также из до¬ 
казанной Ляпуновым теоремы: названные три случая — единствен¬ 
ные, для которых составляющие векторов со г - и а 3г * являются одно¬ 
значными функциями времени при произвольных начальных 
условиях . 

Литература по классической теории гироскопов посвящена 
почти исключительно тяжелому гироскопу. Много усилий было 
затрачено на поиски таких случаев, для которых было бы воз¬ 
можно точное решение нелинейных уравнений движения (3.29) 
и (3.31). Как бы ни были привлекательны для математика 


') Следует иметь в виду, что соотношение (3.27) не входит в число необходимых трех 

интегралов, упомянутых выше* — Прим, ред. 
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достигнутые при этом результаты, приходится, однако, констатиро¬ 
вать, что с физической точки зрения или с точки зрения чисто ги¬ 
роскопической техники они почти (или даже совсем) не представ¬ 
ляют интереса. К этому следует добавить, что с появлением быстро¬ 
действующих электронных вычислительных машин сведению 
решения к квадратурам уже нельзя больше отводить того исклю¬ 
чительного места, которое оно по праву занимало в рамках клас¬ 
сической механики. В настоящее время не представляет трудности 
проанализировать с помощью численного интегрирования возмож¬ 
ные типы движения тяжелого гироскопа при произвольных началь¬ 
ных условиях с любой желаемой точностью. Мы ограничимся, 
однако, исследованием таких случаев, которые или представляют 
интерес либо с методической точки зрения, либо с точки зрения 
логики самого явления, или же являются важными с точки зрения 
приложений. Среди них, несомненно, особую роль играет случай 2 
в приведенной выше таблице — тяжелый симметричный гироскоп 
по Лагранжу. Читатели, интересующиеся преимущественно резуль¬ 
татами классической теории гироскопов, могут почерпнуть для себя 
необходимые сведения из обширной специальной литературы (на- 
пример, [3, 4, 6, 7]). 

3.3.2. Тяжелый симметричный гироскоп по Лагранжу. Если эллип¬ 
соид инерции рассматриваемого тела относительно точки опоры Р 
является эллипсоидом вращения (А = В) и центр масс лежит на 
его оси симметрии (ось 3': 8\ = $ 2 = 0, $з = 5 ф 0), то уравнения 
движения допускают точное решение. Здесь система (3.29) перехо¬ 
дит в следующую: 

Ло)! — (А — С) со 2 со 3 = Оа 32 з , 

Ас о 2 + (А — С) 0 3 0 ! = — Са 31 з, (3.35) 

Сс о 3 =0. 

Из (3.35/3) как новый частный интеграл немедленно следует 
постоянство проекции вектора угловой скорости на ось симметрии: 

со 3 = со 0 = СОП5І. (3.36) 

Этот результат также легко объясним: если центр масс 5 ле¬ 
жит на оси симметрии, то вектор Мі всегда перпендикулярен по¬ 
следней; вследствие этого конец вектора кинетического момента 
Ні может двигаться только в плоскости, перпендикулярной ука¬ 
занной оси симметрии. Тогда при постоянном # 3 в силу # 3 = С со 3 
остается неизменной и со 3 . 

Если для последующего анализа принять неподвижную си¬ 
стему координат 1, 2, 3 с вертикальной осью 3 (например, соглас¬ 
но рис. 3.16), то, используя эйлеровы углы ф, 'О, ф^ можно прийти 
к особенно простым соотнощениям. 
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С помощью выражений 
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вытекающих из (1.45) и (1.69), получаем для интеграла кинети¬ 
ческого момента (3.33) 

А зіп д ((Оі зіп ф + со 2 соз ф) + Ссо 0 соз д = Н 0 . 


Это равенство с учетом (1.53) переходит в 

Лф зіп 2 д + Ссо 0 соз Ф = Н 0 . (3.37) 

Из (1.62) для интеграла энергии (3.34) следует 

Ѵ 2 (Лф 2 зіп 2 д + АЬ 2 + Ссо 2 ) + 0$ соз # = Е 0 , (3.38) 

где, согласно (3.36) и (1.49), 

со 0 == Ф + Ф соз д. (3.39) 

а) Аналитическое решение. С помощью указанных трех част¬ 
ных интегралов (3.37), (3.38) и (3.39) полное решение может 
быть сведено к трем эллиптическим интегралам. Для этого сперва 

исключим переменную ф, подставив найденное из (3.37) значение 


Ф 


Н 0 — Ссо 0 соз О 
А зіп 2 # 


(3.40) 


в уравнение (3.38). Решив последнее относительно Ф с учетом 
(3.39), получим 



2 Е 0 — 20$ соз д— С со 2 


(Н 0 — Ссор соз О) 2 " 
А зіп 2 # 



(3.41) 


Отсюда может быть определено 
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(3.42) 


а затем путем построения обратной функции и 'Ѳ , = д(^). Далее 
на основании (3.40) и (3.39) в результате повторного интегриро¬ 
вания могут быть найдены остальные два угла Эйлера: 

= ѣ + | * л. (3.43) 
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(Но — С со 0 соз #) соз 'О* 
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ф — Фо + 


(3,44) 
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Полученные интегралы могут быть приведены к нормальным эл¬ 
липтическим. Проделаем это подробнее только с интегралом 
(3.42), тем более что сама по себе функция Ф = 'Ѳ , (/) дает хоро¬ 
шее представление о возможных видах движения тяжелого гиро¬ 
скопа. Если ввести обозначение 


и соответственно и 

2 


и = соз д = а 33 

—зтОФ, то из (3.41) следует 


(3.45) 


и 


2 _ I 2Е о ~~ Ссо о 


20 8 


н 




С(0г 


и) =Ц(и). (3.46) 


Гироскопическая функция і/(и) является полиномом третьей сте¬ 
пени относительно и. Он может быть записан также в форме 


где 


Ц (и) 


208 


(и — щ) (и — и 2 ) (и — и 3 ), 


и и и 2 , и 3 —корни уравнения 1!{и) = 0. 


(3.47) 


Нетрудно оценить, как в принципе ведет себя гироскопическая 
функция. Положим 5 > 0. Это означает, что при д = 0 центр масс 
5 расположен на вертикали над точкой опоры ( стоячий гироскоп ), 
а при О = л — под ней ( висячий гироскоп) ! ). При 5 < 0 картина 
будет обратной. Таким образом, перемену знака 5 можно учесть 
путем соответствующего изменения значения д, так что предполо¬ 
жение $ > 0 не нарушает общности рассуждений. Ввиду 
2 Оз/А >> 0 мы на основании (3.46) заключаем, что V обладает 
следующими свойствами: 

и —> — оо: Ц — > — оо, 

и = ± 1: и ^ 0, 

и-> оо: Ц-> + оо. 


Так как Ц(и) —непрерывная функция, то по крайней мере для од¬ 
ного из корней справедливо и — и з ^ 1. С другой стороны, в ин¬ 
тервале — 1 ^ и ^ + 1 гироскопическая функция должна прини¬ 
мать положительные значения или по крайней мере обращаться 
в нуль, потому что иначе уравнение (3.46) не даст для й действи¬ 
тельных решений. А это как раз необходимо для того, чтобы мож¬ 
но было описать аналитически движение гироскопа, которое, без¬ 
условно, физически существует. Возможное поведение функции 
ІІ(и) показано на рис. 3.17. Согласно (3.46), значение Ц(и) =0 

влечет й = 0, а следовательно, и тЭ 1 = 0. По отношению к Ф это 


*) В отечественной литературе приняты термины «гироскоп с верхним расположением центра 
тяжести» и «гироскоп с нижним расположением центра тяжести». Мы в основном будем 
придерживаться их, но иногда для краткости используем термины «стоячий гироскоп» и 

«висячий гироскоп».в Прим, ред . 
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соответствует точке возврата. Для движения, при котором угол д 
является переменным, й 2 = Ц(и) > 0. Но тогда вид гироскопиче¬ 
ской функции может быть только таким, как показано на рис. 3.17. 
Так как I](и) > 0, интересующий нас интервал изменения и оп¬ 
ределяется неравенством «і ^ и ^ и 2 . Ему соответствует область 



Рис. 3.17 Поведение гироскопической функции Ц (и)- 


изменения угла ^ ^ О ^ Фч, в которой движение гироскопа во¬ 
обще возможно. 

Для интегрирования уравнения (3.46) введем новую перемен¬ 
ную ѵ согласно равенству 

и = и { + (и 2 — и { ) ѵ 2 . (3.48) 


Она выбрана так, чтобы для покрывался интервал 

0 ^ у 2 ^ 1. Подставив (3.48) в (3.47), после необходимых преоб¬ 
разований получим дифференциальное уравнение 



Оз (и ъ — и х ) 
2 А 


(і 



(3.49) 


Введя для сокращения записи обозначение к 



1 , 


мы можем привести (3.49) к нормальному эллиптическому инте¬ 
гралу первого рода 




_ йѵ _ 

У(1 - о 2 ) (1 -АѴ) 



Оз («з — «0 


(і — і 0 ) = т, 


т — Р{ѵ, к). 


2 А 


(3.50) 
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Обратив этот интеграл, мы получим эллиптическую функцию Яко¬ 
би, зависящую от параметра к : ѵ = зп т = ѵ (т, к ). Тогда из (3.48) 
следует 

и = и { + (и 2 — и { ) зп 2 т. (3.51) 


Так как функция зпт имеет период 4К, где К — полный эллипти¬ 
ческий интеграл первого рода, зп 2 т имеет вдвое меньший период. 
Поэтому 


и = щ для т = 2гсК, 
и = и 2 для х = (2 п + 1) К 


(п = 0, 1,2, ...). 


Следовательно, угол наклона оси симметрии к вертикали перио¬ 
дически колеблется между граничными значениями бт и дг* Время 
полного колебания _ 

Д,-2К<« или Ы-Тэ-Аг-/ 

т. е. _ 

^ - к <*>< 3 ' 52 > 

Из (3.40) и (3.39) видно, что ф и ср имеют тот же период, что и О. 
Таким образом, всякий раз по истечении времени Т 8 движение 
гироскопа повторяется. Траектория, описываемая при этом какой- 
либо точкой, лежащей на оси симметрии, составляется из отдель¬ 
ных участков, которые либо конгруэнтны, либо являются зеркаль¬ 
ным отображением друг друга (вследствие зеркальной симметрии 
функции зп). Это станет еще более ясным ниже при исследовании 
различных видов движения. 

Ь) Анализ полученных результатов. Рассмотрим теперь под¬ 
робнее некоторые типичные виды движения. Прежде всего отме¬ 
тим, что гироскоп при вертикальном положении оси симметрии 
(оси фигуры) сохраняет равновесие как при О = 0 (стоячий гиро¬ 
скоп), так и при д = я (висячий гироскоп). Ввиду 

Ф = 0, и = 1, Н 0 = Ссо 0 , 

Ф — я, и — — 1, Н о = — С со 0 , 

в обоих случаях, согласно (3.46), гироскопическая функция 

Ѵ(и) = 0, так что й = 0, а значит, и '&= 0. Устойчивость этих по¬ 
ложений равновесия мы исследуем ниже. 

Далее предположим, что гироскоп, вращающийся вокруг своей 
оси фигуры с угловой скоростью соо и отклоненный на угол Оо, пре¬ 
доставляется в этом положении самому себе. Исследуем возни¬ 
кающее затем движение оси фигуры для различных значений соо- 
Выражая постоянные Но и Ео через соо и ио = создо: 

н 0 = Ссо 0 ы 0 , Е 0 = 1 ІіСв>1 + Сзи 0 , 
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преобразуем гироскопическую функцию (3.46) к виду 


20 з 

V («) = -г- («о — и) 


сѴ 


* ц2 208А ( и ° и ) 


(3.53) 


Ее нули определяются постоянной ио и безразмерным параметром 


а = 


г 2 ,-. 2 
С (0 0 

~40зЛ 


следующим образом: 


и { = а — У а 2 — 2 аи 0 _+ 1, 
^2 ^0» 


(3.54) 


# — 2аи 0 -Ь 1 • 


Интересующий нас интервал для і/(и) >0 соответствует условию 
и\ ^ и ^ и 2 . В предельном случае невращающегося гироскопа 



Рис. 3.18. Траектории некоторой точки оси фигуры тяжелого гироскопа, предоставленного 
самому себе (без толчка), для различных значений собственного кинетического момента. 


(соо = 0) а — 0, т. е. и\ = —1, и 2 = ио. Гироскоп колеблется, как 
плоский маятник, причем ось фигуры, двигаясь из начального по¬ 
ложения до, проходит крайнее нижнее положение О = я и затем 
достигает противоположного крайнего положения до. На рис. 3.18 
изображены траектории точки оси фигуры для различных значе¬ 
ний а . Кривая 1 соответствует а = 0, кривые 2—5 — возрастаю¬ 
щим значениям а, т. е. нарастающей угловой скорости собствен¬ 
ного вращения. Если соо=^0, т. е. а > 0, то ось фигуры никогда не 
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достигает нижнего полюса, поскольку постоянно щ >— 1. 
Область перемещения гироскопа, ограниченная параллелями 
= созді и и 2 = ио = создо, становится тем уже, чем больше со 0 . 
При со 0 оо мы имеем щ-ъщ или созді— ►создо и траектория 
вершины гироскопа заключена в узкой широтной полосе, опреде¬ 
ляемой близкими друг к другу граничными значениями до и дь 
Все изображенные на рис. 3.18 кривые имеют то общее, что их 
точки возврата лежат на верхней граничной окружности (д=до), 
а касательные к ним в этих точках направлены вдоль меридиана. 
В этом можно убедиться, рассматривая полученное на основании 
(3.40) и (3.51) выражение 

(І^ __ _Ф __ СсОр СП Т _ /о 

с іи й 2Лт (1 — и 2 ) зп т сіп т ' ' ' 

при принятых нами начальных условиях. Траектория достигает 
верхней граничной окружности в момент то = (2п + 1)К. Так как 
сп то = 0, а знаменатель (3.55) для этого значения т в нуль не об¬ 
ращается, то (сіу/сіи) о = 0- 

В то же время из (3.55) видно, что траектории касаются ниж¬ 
ней граничной окружности, т. е. не имеют на ней точек возврата. 
Действительно, так как зп 2пК = 0 и |сп2яК| = 1, имеем 

(й^/йи) і —► оо. 

Подобным образом можно исследовать и другие виды движе¬ 
ния тяжелого гироскопа. На рис. 3.19 изображены траектории (в 
детали их расчета мы входить не будем), относящиеся к тому слу¬ 
чаю, когда гироскоп начинает двигаться из исходного положения 

д = до с азимутальной начальной угловой скоростью фо Ф 0. Угло¬ 
вая скорость вращения вокруг оси фигуры (соо) принята постоян¬ 
ной, а начальной угловой скорости ф 0 придаются различные зна¬ 
чения. В следующей таблице указаны шесть различных типов 
Траекторий, которые соответствуют определенным интервалам из¬ 
менения фо- 


Тип Интервал изменения фо 


Траектория 


Фо = 0 
0 < Фо<Фоз 
Фо = Фоз 
Фоз < Фо < Фоб 
Фо = Фоб 
Фоб < Фо 


С точками возврата, ниже д = д 0 
Волнистая, ниже д = до 
Совпадает с параллелью д = до 
Волнистая, выше д = д 0 
С точками возврата, выше д = д 0 
Петлеобразная, выше д = д 0 


В этом случае при определенных начальных условиях траекто¬ 
рии могут: достигать верхнего полюса, проходить через него или 
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Рис. 3.19. Траектории некоторой точки оси фигуры тяжелого гироскопа при постоянном 
собственном кинетическом моменте и различных значениях горизонтальной начальной 

скорости. 


окружать его. Все представленные на рис. 3.18 и 3.19 траектории 
могут быть периодически продолжены, так что они будут опоясы¬ 
вать поверхность сферы. В общем случае эти кривые не замы¬ 
каются. 

На рис. 3.20 и 3.21 показаны некоторые найденные экспери¬ 
ментально траектории для тяжелого гироскопа. Они были полу¬ 
чены путем фотографирования траекторий определенной точки оси 



Рис. 3.20. Экспериментально найденные траектории некоторой точки оси фигуры тяжелого 

симметричного гироскопа (по Гебелейну). 
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Рис. 3.21. Экспериментально найденные траектории некоторой точки оси фигуры тяжелого 

симметричного гироскопа (по Лойбе). 


фигуры. На рис. 3.20, которым мы обязаны Гебелейну [19], видны 
сфотографированные заодно меридианы и параллели сферы, по 
поверхности которой пролегают траектории. Хорошо видны раз¬ 
личные типы траекторий: волнистые, петлеобразные и с точками 
возврата. Кривыми на рис. 3.21 мы обязаны Лойбе; они сняты 
вертикально расположенным аппаратом сверху вниз. Точка сим¬ 
метрии этих снимков соответствует верхнему полюсу. Кривая а 
иллюстрирует движение гироскопа с нижним расположением цен¬ 
тра тяжести. Точки возврата в этом случае лежат снаружи, так 
как фотографировалась точка верхней части оси фигуры. Кривые 
Ь, с и сі дают представление о движении гироскопа с верхним рас¬ 
положением центра тяжести для различных начальных условий. 

с ) Регулярная и псевдорегулярная процессия. Рассматривая 
возможные виды движения тяжелого гироскопа, мы установили, 
что одним из них является движение оси фигуры по параллели, 
т. е. при Ф = Фо (например, кривая 3 на рис. 3.19). Рассмотрим 
теперь подробнее, при каких обстоятельствах это возможно. С этой 
целью можно было бы, пользуясь выражением (3.46) гироскопи¬ 
ческой функции 1]{и ), найти условия существования кратных 
корней (щ = и 2 ). Однако в данном случае проще обратиться к урав¬ 
нениям движения (3.35) и исключить из них с помощью кине¬ 
матических уравнений (1.49) переменные соі и о) 2 . Подставив в 
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уравнения (3.35) и (1.49) со 3 = со 0 и д = Фо (д = 0), получим 

А (і)! — (А — С) со 0 со 2 = Оз зіп ^ соз ср, 

А (о 2 + (А — С) со 0 соі = — Оз зіп д 0 зіп ср, 

(й { = ф зіад 0 зіпср, 

С 0 2 = 'ф5Іпд 0 созср. 


Исключив далее из этих уравнений соі и со 2 , найдем 

А (ф зіп ф + фф соз ф) — (А — С) со 0 ф соз ф = 05 соз ф, 

(3.56) 

А (ф соз ф — фф зіп ф) + (А — С) со 0 ф зіп ф = — Оз зіп ф. 

Умножив первое уравнение (3.56) на зіпф, а второе на созф и 
сложив их, получим 

Лф = 0, т. е. ф = фо = сопзТ (3.57) 

Отсюда на основании (3.39) следует 

ф = со 0 — фо созд 0 = фо = сопзі:. (3.58) 

Таким образом, если мы потребуем д = до, то отсюда вытекает 

постоянство угловых скоростей фиф. Такого рода движение на¬ 
зывается регулярной прецессией. 

Подстановка ф = 0 в (3.56/2) дает равенство 

Лфф — (Л — С) со 0 ф = Оз, 


которое после подстановки в него (3.58) приводит к квадратному 
уравнению относительно ф 

Л соз д 0 ф 2 — Ссо 0 ф + Оз = 0, (3.59) 

имеющему корни 



Сс Рр 

2 Л соз д 0 


1 



40зА соз д 0 

Г 2 ,л 2 

С (0 0 


(3.60) 


На рис. 3.22 представлены кривые изменения этих корней в зави¬ 
симости от соо для различных углов наклона до. Здесь нужно раз¬ 
личать следующие случаи. 

1. О ^ д 0 < я/2, созд 0 >0, стоячий гироскоп: 

9 . 408А соз д 0 ч =9 

при со^ <-^ 2 —- = со 0 2 — действительных корней нет, 

при со 2 = со* 2 — два равных корня ф 1 =ф 2 > 

при со 2 > ю* 2 —- два действительных корня того же знака, 

что и со 0 . 
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2. '0- о = я/2, со5д 0 = 0, ось фигуры горизонтальна: 
уравнение (3.59) имеет действительный корень 

4=^. (з.бі) 

3. я/2<д^я, соз'&о<0, висячий гироскоп: 

два действительных корня противоположных знаков. 

При выбранных нами обозначениях всегда ІфіІ^ІФгІ- По¬ 
этому движение с угловой скоростью фі иногда называют быстрой 



Рис. 3.22. Угловая скорость ф регулярной прецессии тяжелого симметричного гироскопа. 

прецессией , а движение с угловой скоростью фг — медленной пре - 
цессией. Однако мы не будем пользоваться этими названиями, так 
как быстрая прецессия представляет собой именно то движение, 
которое для свободного гироскопа мы назвали нутацией. В самом 


5 К. Магнус 
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деле, при 5 = 0 корнем уравнения (3.59) будет 


: _ Ссор 

^ А сов 'д'о * 


01)2 = 0 . 


(3.62) 


Полученное для фі выражение полностью совпадает с формулой 
(2.40) для угловой скорости нутации. 

Особый интерес представляет предельный случай — быстровра- 

щающийся гироскоп. Полагая соо^соо, получаем, согласно (3.60), 
следующие приближенные выражения: 


; Ссор ! Оз 

'ч’ 1 ~ А соз #0 ’ 1 * )2 ~'Ссо7' 


(3.63) 


Первое из них совпадает с формулой (3.62) для угловой скорости 
нутации, а второе — с формулой (3.61) для угловой скорости пре¬ 
цессии. Таким образом, можно принять, что угловая скорость ну¬ 
тации быстровращающегося гироскопа пропорциональна соо, а 
угловая скорость прецессии пропорциональна 1/соо- С возраста¬ 
нием соо растет и фі, тогда какфг убывает. 

Рассматривая различные виды движения тяжелого гироскопа 
для некоторого начального угла отклонения Фо при отсутствии на¬ 
чального толчка (рис. 3.18), мы установили, что граничные парал¬ 
лели, между которыми заключена траектория, прилегают друг к 
другу тем теснее, чем больше угловая скорость собственного вра¬ 
щения гироскопа. У очень быстро вращающегося гироскопа прак¬ 
тически наблюдается только движение по параллели, на которое 
накладывается мелкое дрожание (нутация) оси гироскопа. Если 
отвлечься от этих нутационных колебаний, то движение ничем не 
будет отличаться от рассмотренной выше регулярной прецессии. 
Поэтому такое движение назвали псевдорегулярной прецессией. 
Однако существенная разница между ними заключается в том, 
что регулярная прецессия возникает только при определенных 

начальных значениях Фо и фо, тогда как в случае псевдорегулярной 
прецессии начальные значения могут быть произвольными. У до¬ 
статочно быстро вращающегося гироскопа амплитуда неизбежных 
при этом нутаций остается малой. 

Теперь покажем, что частота упомянутых движений оси в точ¬ 
ности совпадает с частотой нутации малой амплитуды свободного 
гироскопа. Формула (3.52) позволяет вычислить период коле¬ 
баний гироскопа по углу Ф. Если гироскоп вращается быстро, то 
для модуля эллиптических функций мы можем написать 



іі2 

и ъ — и\ 


< і, 


и полный элиптический интеграл К(6) ~ я/2. Далее, при а—* оо 
из (3.54) находим 

С 2 а>о 

Ыі < и 3 ~ 2а= 20ІХ- 
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Подставив эти значения в (3.52), получим 

< 3 - 64 ) 

Но частота со^ = СсооМ как раз и есть частота нутаций (2.42) в 
предположении малой амплитуды. 

Приближенное значение азимутальной скорости оси фигуры 
в случае псевдорегулярной прецессии можно получить, если под¬ 
ставить в (3.40) начальное значение Я 0 = С 0 и о: 



С со 0 (и 0 — и) 
А зіп 2 'О' 


(3.65) 


Сообразуясь с (3.54) и (3.51), а также учитывая, что к 2 <С 1, мы 
получаем для быстровращающегося гироскопа при соо-*°°, т. е. 
при а—>оо, следующие приближенные формулы: 

\-иІ 

^ ~ и * - 2 ^“* 

1 “«о 2 

и 0 — и ^ —-— со5^ т. 

2 а 


Подставив этот результат, а также выражение для а в (3.65) 
найдем 


Ф 


20 з 

Ссо 0 


С05 2 Т, 


і 


откуда средняя азимутальная угловая скорость 

* ~ -щ; • < 3 - 66 ) 

Это в точности совпадает с полученным выше выражением (3.63) 

угловой скорости ф 2 регулярной прецессии быстровращающегося 
гироскопа. 

Полученный результат дает нам основание трактовать псевдо¬ 
регулярную прецессию как наложение регулярной прецессии и ну¬ 
тации. 

й) Устойчивость тяжелого гироскопа с вертикальной осью фи¬ 
гуры. В п. Ъ) мы видели, что ось фигуры тяжелого гироскопа мо¬ 
жет застыть в вертикальном положении при любой угловой ско¬ 
рости собственного вращения. Но это положение не во всех слу¬ 
чаях устойчиво. Для доказательства этого утверждения в данном 
случае проще всего обратиться к исследованию гироскопической 
функции Я(и), определяемой формулой (3.46). 

Для гироскопа с верхним расположением центра тяжести при 
вертикальной оси фигуры имеем 

# 0 = Ссо 0 и Я 0 =7 2 Ссо 2 4- Оз. 


5* 
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Подставив эти значения в (3.46), получим 

С/(и) = і5і(і — и) 2 (1 + и—2а), 

где по-прежнему 

Л _ С со 0 

а ~ 40зА • 


(3.67) 

(3.68) 


Приравнивая выражение (3.67) нулю, найдем два равных корня 
и — 1, а в случае а = 1 их будет даже три. На рис. 3.23 сплошной 



Рис. 3.23. Поведение гироскопической функции V ( и) гироскопа с верхним расположением 
центра тяжести при различных значениях собственного кинетического момента 


линией представлены графики функции О (и) для различных а. 
Функция V в интересующем нас интервале —1 прини¬ 

мает положительные значения лишь для а < 1. Поэтому при ма¬ 
лых отклонениях оси фигуры от вертикали может оказаться й>0. 

Это означает, что и О может оказаться положительной, и ось фи¬ 
гуры будет все дальше отклоняться от вертикали. Следовательно, 
этот случай мы должны расценить как неустойчивый. Более пол¬ 
ную картину устойчивости дает исследование изменения корней 
для возмущенного движения. Предположим, что по гироскопу на¬ 
несен слабый удар поперек вертикальной оси фигуры. При этом 
константы соо и Н о не изменятся, но постоянная энергии Е 0 полу¬ 
чит некоторое малое приращение е: 


Е* 0 — Е п + е = + 0$ 4“ 


'О 


о 


При этом гироскопическая функция (3.46) примет вид 


Щи )—— д- (1 — и) (1 — ы)(1-|-ы — 2а) + (1 + и) 
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Если считать е малым и сохранить в разложении только члены 
с наиболее низкими степенями е, то можно написать следующие 
приближенные значения корней уравнения Ѵ(и) = 0: 


а < 1 


а=1 


а> 1 


«і 

«2 


2а- 1 - 


га 


Оз (1 — а) 




і 


і + 


Ов (1 - а) 


1 + 




2е 

Оз 

~2г 

Оз 


1 - 


Оз (а — 1) 
І 


(3.69) 


2а — 1 + 


га 


Оз (а - 1) 


Теперь графики гироскопической функции имеют вид штрихо¬ 
вых кривых на рис. 3.23, которые позволяют оценить характер воз¬ 
мущенного движения. 

В случае а < 1 данная точка оси фигуры совершает периоди¬ 
ческие колебания между верхним полюсом (ці = Ц 2 = +1) и не¬ 
которой нижней границей (и = щ<.1). При этом возмущенное 
движение расходится с исходным (невозмущенным), поскольку 
разность «2 — сохраняет конечное значение и в случае е—>0. 
Следовательно, невозможно найти такую область 6(е), которая 
сокращалась бы с уменьшением е и внутри которой были бы за¬ 
ключены значения и (или Ф). Поэтому рассматриваемое движение 
неустойчиво в смысле Ляпунова (§ 2.4). В случаях когда а = 1 и 
а > 1, область, в которой протекает движение, при е-*0 стяги¬ 
вается к верхнему полюсу (иі— * + 1). Таким образом, оба этих 
случая должны быть признаны устойчивыми в смысле Ляпунова. 
В рассматриваемом движении ось фигуры вальсирует вокруг верх¬ 
него полюса, оставаясь при этом вблизи него, что иллюстрирует, 
например, рис. 3.21,6. 

В результате мы можем констатировать следующее: 

Тяжелый гироскоп по Лагранжу с верхним расположением 
центра тяжести устойчив только при соблюдении условия 

С 2 со 2 >40$Л. (3.70) 

Чтобы превратить статически неустойчивую систему в устойчивую, 
требуется , оледовательно , сообщить ей некоторую минимальную 
угловую скорость. 

Таким образом, (3.70) является необходимым и достаточным 
условием устойчивости движения оси фигуры. 

Возможное в случае а < 1 (см. (3.69)) движение в границах 
щ = 2а —1 и ^ 2=1 является не периодическим, а асимптотиче¬ 
ским. Об этом свидетельствует то, что в силу щ » 1 



134 


3. Гироскоп. Силы и движение 


поэтому и, согласно (3.52), Та неограниченно возрас¬ 

тает. 

Характер движения проще всего выяснить посредством инте¬ 
грирования (3.50). Полагая в последней формуле к 2 = 1, находим 


и вместо (3.51) 


г 




йѵ 

1 — ѵ 2 


= АѵіЪѵ 


и = и { + (1 — и { ) іЪ 2 т. 


(3.71) 


График этой функции представлен на рис. 3.24. Движение начи¬ 
нается из низшей точки и = и и и при т->оо движущаяся точка 
асимптотически приближается к верхнему полюсу (ц = +1). Она 
описывает при этом спираль, как показано на рис. 3.25. Описанное 
движение можно рассматривать как обобщение известного асимп¬ 
тотического движения маятника. При соответствующих начальных 
условиях физический маятник тоже может достигнуть верхней 
мертвой точки лишь по истечении бесконечно большого проме¬ 
жутка времени. Однако, в то время как движение маятника яв¬ 
ляется плоским, движение оси фигуры тяжелого гироскопа проис¬ 
ходит в пространстве. Полученные формулы охватывают как част¬ 
ный случай и движение маятника (для а — 0, т. е. для соо = 0). 

В заключение остается только исследовать гироскоп с нижним 
расположением центра тяжести. Предполагая малое возмущение, 
вызванное боковым ударом, мы в данном случае имеем 

н 0 = — С( 0 0 и Е ' 0 = Е 0 -\-е — ’/гСоо* — 05 + е. 


Гироскопическая функция принимает вид 


V ( и) = 


2 Оз 
Л 


(1 + и) и 2 — и\2а + 


е 

Оз 


ее нули суть 



1 + 2а — +) 


и 2 



8 

08 (1 + а) ’ 


(3.72) 


и 3 


1+2 а + 


га 

Оз (1 + а) 


Общее поведение функции V(и) представлено на рис. 3.26 как 
для возмущенного (е =+0, штриховая линия), так и для невозму¬ 
щенного (е = 0, сплошная линия) движения. Формулы (3.72) 
показывают, что в результате слабого возмущения ось фигуры 
лишь немного отклоняется от нижнего полюса независимо от зна¬ 
чения а; само отклонение пропорционально е. Таким образом, мы 
приходим к следующему результату: 

Тяжелый гироскоп по Лагранжу с нижним расположением цен¬ 
тра тяжести всегда устойчив независимо от скорости его собствен¬ 
ного вращения . 



Рис. 3.24. Интегральная кривая и (т) в предельном случае асимптотического движения. 



Рис. 3.26. Вид гироскопической функции тяжелого гироскопа с нижним расположением 

центра тяжести. 
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3.3.3. Тяжелый гироскоп по Ковалевской. Случай, фигурирующий 
в таблице п. 3.3.1 под рубрикой 3, был открыт и обстоятельно ис¬ 
следован Ковалевской. Правда, на первый план здесь выдвига¬ 
лись, скорее, математические аспекты, чем физическая интерпре¬ 
тация движения гироскопа. 

Ковалевская положила А = В = 2С и = 5 ф 0, 5 2 = 5 3 = 0. 
Эллипсоид инерции гироскопа для точки опоры Р остается сим¬ 
метричным, но центр масс расположен не на оси симметрии (ось 
фигуры), а в перпендикулярной к ней плоскости. Это, конечно, 
возможно только для тел с неоднородным распределением масс. 
Не нарушая общности результатов, мы можем за ось 1', связан¬ 
ную с телом, принять прямую, соединяющую точки Р и 5, так что 
52 = 0. Таким образом, гироскоп Ковалевской — это специальный 
симметричный вытянутый гироскоп с неравномерным распределе¬ 
нием масс. 

Уравнения движения (3.29) переходят здесь в следующие: 


где 


2(5)! — со 2 со 3 = 0, 

2й) 2 Н“ йЦСОз = с & 33 , 

(3.73) 

(Оз = — Сй 32, 


265 

л • 

(3.74) 


Присоединяя к ним систему (3.31), мы получаем достаточное чи¬ 
сло уравнений для определения переменных. Они допускают точ¬ 
ное решение в смысле теории интегрирования Якоби, если, кроме 
интеграла кинетического момента (3.33) и интеграла энергии 
(3.34), будет найден еще дополнительный частный интеграл. Его 
можно построить следующим образом. 

Выразим переменные попарно в виде комплексных функций: 


С0| /со 2 == %9 

«31 “Ь *«32 = У* 


(3.75) 


Умножив второе уравнение (3.73) на і и сложив его с первым, 
получим 

2х + іщх = іса 33 . (3.76) 

Поступая аналогично с первыми двумя уравнениями (3.31), на¬ 
ходим 

У + ШзУ =* *« зз*- (3.77) 


Исключая а 3 з из уравнений (3.76) и (3.77), приходим к уравнению 

2хх + Іщх 2 — су — ісщу = 0, 
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или после преобразований 

(х 2 — су) + іщ ( х 2 — су) = О, 

1п (да су) = — ш 3 . (3.78) 


В целях обратного перехода к действительным величинам повто¬ 
рим тот же прием по отношению к сопряженным функциям хи у. 
Имеем 

1п ( х 2 — су) = ш 3 , (3,79) 


Сложив оба уравнения, получим новое уравнение 


й 

йі 


1п [(х 2 — су) ( X 2 — су)] = О, 


из которого вытекает постоянство во времени выражения, заклю¬ 
ченного в квадратные скобки. Возвращаясь в нем к исходным пе¬ 
ременным, приходим к искомому частному интегралу 

(со 2 — со| — са 31 ) 2 + (20)^2 — сга 32 ) 2 = сопзі (3.80) 


Мы не будем далее заниматься интегрированием уравнений дви¬ 
жения с использованием трех частных интегралов (3.33), (3.34) 
и (3.80) (см., например, Лейманис [7]). Заметим только, что инте¬ 
грирование уравнений движения гироскопа Ковалевской требует 
значительно более сложных математических средств, чем в случае 
гироскопа Лагранжа. Решение задачи приводит к вычислению 
интегралов вида 


Г сіз 


«/ 


ѴР (5) 


’ 5 йв 

Л Ѵр~І5) ' 


(3.81) 


в которых 5 — выбранная надлежащим образом переменная ин¬ 
тегрирования. Функцию Р(з) можно рассматривать как обобщен¬ 
ную гироскопическую функцию. В общем случае она выражается 
полиномом пятой степени по 5, так что оба интеграла относятся 
к так называемому гиперэллиптическому типу. Образуя обратные 
функции, мы можем отсюда найти $ = 5(т). Так как все перемен¬ 
ные исходной системы могут быть выражены через 5, то с матема¬ 
тической точки зрения задачу можно считать решенной. Однако 
до настоящего времени никто из многочисленных авторов, зани¬ 
мавшихся усовершенствованием и упрощением этого исключитель¬ 
но сложного математического решения, не смог дать наглядной его 
интерпретации. 

Разберем один частный случай гироскопа Ковалевской. Из со¬ 
вокупности уравнений (3.73) и (3.31) нетрудно видеть, что они 
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допускают возможность стационарного вращения вокруг верти¬ 
кальной оси Г. п Р И ЭТОМ 


0)! = со 0 ф О, С0 2 = со 3 = О, 
а 3 і = 1, а 32 — а 33 = 0. 


(3.82) 


Исследуем устойчивость этого движения путем анализа возмущен¬ 
ного движения. С этой целью запишем переменные в виде 

СОі = С0 0 + Хі, # 31 = 1 + *4> 


С0 2 — Х 2і 


#32 — 


X 


5> 


С0 3 = * 3 , 


а 33 — 


где х ѵ (ѵ = 1, ..6) —возмущения. Подстановка этих величин в 
систему уравнений движения (3.73) и (3.31) дает для возмущен¬ 
ного движения 

2х { — х 2 х 3 = 0, 

2-^2 (со 0 + х х )х 3 = сх§, 

Х 3 = — СХк, 

• 1 Л (3.83) 

Хі — х 2 х 6 + Х 3 Х 5 = 0, 

х 5 + х 3 (1 + х 4 ) — (<о 0 + X,) х 6 = 0, 

х 6 + (ю 0 + х,) х 5 — х 2 (1 + Хі) = 0. 


Ограничимся здесь выяснением необходимых условий устойчиво¬ 
сти стационарного вращения вокруг оси Г и потому опустим в 
(3.83) все члены второго порядка относительно возмущений. То¬ 
гда характеристическое уравнение линейной системы первого при¬ 
ближения будет 

2Х 0 0 0 0 0 

0 2Х со 0 0 0 — с 

0 0 X 0 с 0 

0 0 0 Л 0 о =0, 

0 0 1 0 Я — С0 0 

0 —1 0 0 со 0 X 


или после необходимых вычислений 

2Х 2 (; 1 2 + о)§ — с) (2Х 2 — с) = 0. (3.84) 

Для устойчивости необходимо X 2 < 0, т. е. требуется выполнение 
условий 

©0 — с > 0, 
с < 0, 


(3.85) 



3 3. Тяжелый гироскоп 


139 


из которых первое безусловно выполняется, если выполнено вто¬ 
рое. Так как для гироскопа Ковалевской при $ > О условие 
(3.85/2) не выполняется, то его движение не может быть устойчи¬ 
вым. Румянцев [20] показал, что условие (3.85) также достаточно 
для устойчивости по переменным соь со 2 , со 3 , #зь я 32 , а 33 , что позво¬ 
ляет сформулировать следующий результат: 

Стационарное вращение гироскопа Ковалевской с нижним рас¬ 
положением центра тяжести устойчиво при любой скорости соб¬ 
ственного вращения. Вращение гироскопа с верхним расположе¬ 
нием центра тяжести всегда неустойчиво. 

Занимаясь частными случаями гироскопа Ковалевской, Ап- 
пельрот в результате кропотливой работы нашел условия, при ко¬ 
торых гироскопическая функция Р{$) в формулах (3.81) вырож¬ 
дается или имеет кратные корни. В этих случаях интегралы (3.81) 
могут быть приведены к обычным эллиптическим. С подобным 
частным случаем мы сталкиваемся при равенстве нулю постоянной 
в частном интеграле (3.80). Тогда непосредственно видно, что 


со^— 00 9 2 = са 31 , 
2СІЦС02 = Са 32 . 


(3.86) 


Если задавать определенные соотношения между постоянной энер¬ 
гии Е 0 и постоянной кинетического момента Я 0 , то можно обнару¬ 
жить даже такие случаи, где переменные удается выразить через 
элементарные тригонометрические функции. 

3.3.4. Особые виды движения тяжелого гироскопа. Особые виды 
движения, осуществление которых связано с удовлетворением со¬ 
вершенно определенным начальным условиям, неоднократно под¬ 
вергались исследованию с разных точек зрения. Около 1900 г. 
поиски новых интегрируемых случаев столь привлекательных не¬ 
линейных уравнений движения тяжелого гироскопа превратились 
чуть ли не в своего рода спорт для математиков. При этом иссле¬ 
дователи зачастую уходили даже от собственно физической проб¬ 
лемы и посвящали свои обширные исследования и таким случаям, 
которые неосуществимы либо физически — вследствие нарушения 
связывающих А, В и С неравенств, — либо геометрически — ввиду 
невыполнения условия а^а^ = 1. Мы не имеем возможности оста¬ 
навливаться здесь на этих работах. Сделаем лишь несколько за¬ 
мечаний по поводу приведенных в п. 3.3.1 случаев, которые могут 
представить интерес с точки зрения понимания общих принципов 
поведения гироскопа. 

а) Гироскоп по Горячеву и Чаплыгину. Случай, фигурирующий 
в таблице под рубрикой 4, родствен случаю Ковалевской. Поло¬ 
жение центра масс определяется теми же условиями $і = 5 Ф 0, 
$ 2 = $з = 0, но характеристика эллипсоида инерции несколько 
иная: А = В = 4С, 
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Таким образом, гироскоп Горячева — Чаплыгина более вытя¬ 
нут, чем гироскоп Ковалевской, но и он имеет неоднородное рас¬ 
пределение масс и симметричный эллипсоид инерции для точки 
опоры. Существенное отличие этого случая от предыдущего со¬ 
стоит в том, что здесь вводится еще ограничение, касающееся на¬ 
чальных условий: постоянная Н 0 кинетического момента (3.33) 
должна быть равна нулю. При этой посылке можно найти еще 
один интеграл уравнений движения и свести математическое ре¬ 
шение к квадратурам. 

В разбираемом случае, пользуясь (3.29), приходим к системе 

4со| — 3 0 ) 2(03 —- 0 , 

4(02 Н - 3со|(О 3 == 2(?#зз, (3,87) 

(О3 = — 2с#з2, 

где с имеет прежнее значение (3.74). Новый интеграл в предполо¬ 
жении Но = 0 можно найти в виде 

(о^ + о) 3 — 2^0^33 = сопзГ (3.88) 

В самом деле, дифференцируя (3.88) по времени, получаем 

2о) 3 (о 1 (о 1 + о) 2 (о 2 ) + (о 3 (о)^ + а>|)— 2(7(0^33 — 2 ^ 0^33 = 0. 

Подставляя сюда значения & І9 а> 2 , <о 3 из (3.87), а также а 33 из (3.31), 
находим 

[4^зі со і + 4^32(02 “Ь #зз®з] = О* 

Но это условие вследствие предположения Но = 0 выполняется 
всегда. Именно в силу А = В = 4С имеем 

А 

Но — Н ь а ы = - 4 - [4(0^3! + 4(о 2 ^з2 + ©з^зз] = О* 

Мы не станем определять переменные, используя новый интеграл 
(3.88). Это привело бы к гиперэллиптическим интегралам, вычис¬ 
ление которых требует значительно большего объема расчетных 
работ, чем, например, в случае гироскопа Лагранжа. 

Легко поддаются анализу частные случаи, когда гироскоп вра¬ 
щается вокруг горизонтальной оси 2 7 или 3Тогда либо 

а) (о 1 = (о 3 = 0 , а 3 2 = 0 (вращение вокруг оси 2 '), 
либо 

Р) ю 1 = а > 2 = 0, а 33 = 0 (вращение вокруг оси З 7 ). 

Обозначая угол, образованный осью I 7 с вертикалью, через О, 
имеем 

для случая а) а 31 = соз'&, а 33 = зіц'&, 
для случая р) а 31 = созФ, а 32 =— зщф. 



3.3. Тяжелый гироскоп 


141 


Подставив указанные величины в (3.87), получим следующие 
уравнения, описывающие вращение: 

a) Ф— зіп 'Ѳ' = О, 

Р) О — 2с5ІП'& = 0. 

Оба дифференциальных уравнения аналогичны уравнению плос¬ 
кого физического маятника. Их можно решить с помощью эллип¬ 
тических функций. Здесь возможно движение колебательного ха¬ 
рактера и движение, при котором происходит опрокидывание 
маятника, но и то, и другое в любом случае отличается непостоян¬ 
ством угловой скорости. 

b) Частные случаи Мерцалова и Стеклова . Под рубриками 5 
и 6 таблицы фигурируют два случая, подобные уже рассмотрен¬ 
ному случаю 4. Во всех трех случаях приняты ограничения, ка¬ 
сающиеся как формы эллипсоида инерции и положения центра 
масс, так и начальных условий. 

Мерцалов рассматривает тот же гироскоп, что и Горячев и 
Чаплыгин, но требует других начальных условий. Он принимает 
Но =т^= 0, но считает, что начальный вектор угловой скорости (со *) 0 
не имеет составляющей по оси симметрии 3'. При этом предполо¬ 
жении можно отыскать дополнительный интеграл уравнений дви¬ 
жения. В случае Я 0 = 0 он переходит в (3.88). 

Уравнения движения сохраняют вид уравнений (3.87) в случае 
а). Они допускают два простых частных решения. Как и в слу¬ 
чае а) у возможно вращение вокруг горизонтальной оси 2' 

(Х>1 = С0 3 = 0, # 32 — О, 

которое удовлетворяет уравнению 

1 І 2 С зіп 0 = 0. 

Кроме того, возможно стационарное вращение вокруг вертикаль¬ 
ной оси Ѵу для которого 

С0| = со 0 , со 2 = со 3 = О, 

#31 = 1, #32 =#зз = 0. 

Укажем без доказательства, что в отношении устойчивости этого 
движения справедливо все, касающееся стационарного вращения 
гироскопа Ковалевской: только вращение гироскопа Мерцалова с 
нижним расположением центра тяжести устойчиво; гироскоп 
с верхним расположением центра тяжести всегда неустойчив. 

В случае под рубрикой 6 таблицы, рассмотренном Стекловым, 
центр масс также расположен на главной оси (ось З 7 ). Но сим¬ 
метричность эллипсоида инерции для точки Р не обязательна, так 
как предполагается лишь 2 А = С. Ограничение в отношении на¬ 
чальных условий сводится к тому, что вектор начальной угловой 
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скорости (сОг) 0 должен лежать в плоскости І'-З'. Эти предположе¬ 
ния позволяют произвести точное интегрирование уравнений, на 
чем мы, однако, останавливаться не будем. 

Устойчивость стационарных вращений гироскопа Стеклова так¬ 
же неоднократно подвергалась исследованию. Но при этом все 
сводится к частным случаям вращений общего вида, найденных 
Штауде, которые мы исследуем ниже более подробно. 

с) Перманентные вращения Штауде. Займемся исследованием 
того, при каких условиях тяжелый гироскоп может вращаться во¬ 
круг осей, одновременно неподвижных относительно тела и в про¬ 
странстве. При этом не будем накладывать никаких ограничений 
ни на форму тела, ни на положение центра тяжести. Штауде [21] 
показал, что такого рода вращения вокруг вертикальных осей воз¬ 
можны и что гироскоп вращается при этом равномерно. Верти¬ 
кальный единичный вектор а 3 * сохраняет в этом случае неизмен¬ 
ное положение также и по отношению к телу, так что й'амійі = 0. 
Тогда из (3.30) следует ецк^і^гк = 0. Отсюда можно заключить, 
что вектор угловой скорости со* вертикален. Таким образом, мож¬ 
но написать 

со*=±сш зь (3.89) 

причем вопрос о выборе того или иного знака остается пока от¬ 
крытым. 

В данном случае из интеграла энергии (3.34) следует, что как 
потенциальная, так и кинетическая энергия постоянна. Так как 
— вектор, связанный с телом, то остается постоянным зщзи а 
вместе с тем и потенциальная энергия. Это легко объяснимо физи¬ 
чески, так как при вращении вокруг вертикальной оси центр тя¬ 
жести 5 не смещается по вертикали. Постоянство кинетической 
энергии означает 

Т = ѴгЯ/СО* = ѴгѲіуСОуСО/ = 72® 2 ©,-уа 3/ а 3г - = сопзі (3.90) 

Так как а 3 г — вектор, постоянный в системе осей, связанной с те¬ 
лом, то сохраняется постоянство квадратичной формы Ѳ^ЯзіЯзг, и 
со тоже должна быть постоянной. Таким образом, вращение во¬ 
круг вертикальной оси, связанной с телом, должно происходить 
с постоянной угловой скоростью. 

Далее, при со* = сопзі; из (3.90) следует, что и Ні — это свя¬ 
занный с телом вектор постоянной величины. Ввиду (і'щ/сіі = 0 
из (3.28) следует 

= 0&і]к®3] 8 к* (3.91) 

Это означает, что в случае вращений Штауде гироскопический 
момент и момент силы тяжести сбалансированы. Равенство (3.91) 
показывает, что это возможно только при компланарности векто¬ 
ров азі , сог, Ні и Зі. В самом деле, из равенства (3.91) следует, что 
плоскость, содержащая векторы со ; - и #&, параллельна плоскости 
векторов азі и 8 к- Кроме того, требование, чтобы левая и правая 
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части (3.91) имели одинаковые знаки, позволяет установить знак 
с оі в (3.89). Знак плюс следует брать в том случае, когда векторы 
8і и Ні лежат в одной и той же полуплоскости, если смотреть свер¬ 
ху; в противном случае надо брать знак минус (рис. 3.27). Вос¬ 
пользовавшись равенством (3.89), мы можем придать (3.91) сле¬ 
дующий вид: 

е ІІк а 3] (± <йН к — б8 к ) = 0. (3.92) 

Это уравнение всегда удовлетворяется, если суммарный вектор, 
заключенный в скобки, вертикален. Чисто геометрическое необхо- 




Рис. 3.27. Возможные расположения векторов а 3 ^, ю., Н- и при перманентных враще¬ 
ниях тяжелого несимметричного гироскопа. 


димое, хотя и не достаточное, условие, при котором удовлетворяет¬ 
ся равенство (3.91), удается получить путем скалярного умноже¬ 
ния последнего на 5 г *. Учитывая (3.89), получаем 

к, == ]к®3]®к1®31 = О, 

или для со ф О 




$2 

$3 


$і & іік а З]®кІ а ЗІ — 

а а 

СО СО 

а 32 

Вй 3 2 

а 33 

Са 33 

= 0, 


(С — В) $^ 32^33 + (А — С) 8 2 а 33 а 31 + (В — А) з 3 а 31 а 32 = 0. (3.93) 
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В силу йзійзі = 1 это соотношение определяет кривую на непо¬ 
движной единичной сфере с центром в точке опоры Р. Уравнение 
этой кривой зависит исключительно от распределения масс гиро¬ 
скопа, т. е. от моментов инерции и положения центра тяжести. 
Прямые, соединяющие точки названной кривой с точкой опоры Р , 
служат возможными осями вращений Штауде. Они являются об¬ 
разующими так называемого конуса Штауде с вершиной в точке 
опоры. Уравнение конуса Штауде следует из (3.93), если в послед¬ 
нем рассматривать координаты вектора а 3 г как переменные. Не 
вдаваясь в разбор этого соотношения (см., например, Граммель 
[3] или Лейманис [7]), заметим лишь, что и три главные оси, и 
прямая РЗ сами служат образующими конуса Штауде. Уравне¬ 
ние (3.93), действительно, всегда удовлетворяется, если вертикаль¬ 
ной осью вращения является главная ось. Именно при этом две 
из координат азі равны нулю. Если же прямая вертикальна, то 
мы можем записать вектор 5* в форме 5* = 5#зг, т. е. 


5 1 — $ 2 — 5 ^ 32 > 5 3 — 5 ^ 33 * 


(3.94) 


Выражения (3.94) тоже удовлетворяют уравнению (3.93). 

Покажем еще на примере простого частного случая гироскопа 
с симметричным эллипсоидом инерции (Л =5), каким образом 
можно определить конус Штауде и как выбрать из его образую¬ 
щих динамически возможные оси. 

Если А — В, то (3.93) удовлетворяется для 

5 2^31 “ 5 1 ^ 32 > ^33 = 0 - 

Конус Штауде вырождается при этом в две плоскости, изображен¬ 
ные на рис. 3.28. Это экваториальная плоскость (плоскость 1 / -2 / ) и 
перпендикулярная к ней меридиональная плоскость, проходящая 
через точки Г и 5. Из (3.91) вытекает, что оси, лежащие в эква¬ 
ториальной плоскости, динамически не возможны, если только 
точка 5 не лежит на оси вращения. В силу А = В вращению во¬ 
круг экваториальных осей всегда соответствует Ні\\ац. Следова¬ 
тельно, согласно (3.91), гироскопический момент равен нулю. Что 
касается момента силы тяжести в правой части (3.91), то он об¬ 
ращается в нуль только тогда, когда 5*11 а 3 і, т * е - когда центр тяже¬ 
сти расположен на оси вращения. 

Для дальнейшего анализа повернем систему координат, свя¬ 
занную с телом, так, чтобы точка 5 оказалась в плоскости 2 / -3 / . 
Это можно сделать, не нарушая общности, так как все экватори¬ 
альные оси, проходящие через точку Р, равноправны. Тогда в ме¬ 
ридиональной плоскости, проходящей через точки Р и 5, мы полу¬ 
чим картину, представленную на рис. 3.29. Определим положение 
оси РЗ, проходящей через центр тяжести, углом ф, а угол наклона 
к оси 2' любой другой оси, проходящей через точку Р, пусть 



13 Г 



Рис. 3.28. Конус Штауде, выродившийся в две плоскости. 



Рис. 3.29. Области динамически возможных осей при вращениях Штауде. 
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будет ср. Если рассматривать ось 2' как вертикальную ось враще¬ 
ния, то будет 


а 3 2 = С05ф, С0 2 = (0СОЗф, 5 2 = 5С05ф, 
а 33 = 5ІПф, (0 3 == (О ЗІП ф, $ 3 =5 5ІПг|). 


(3.95) 


Подставив эти величины в (3.91), мы получим из этого векторного 
уравнения в качестве первого уравнения в проекциях следующее 
соотношение: 

(С — А) со 2 со 3 = О (#з 2 $з — # 33 ^ 2 ) > 


или 

отсюда 


со 2 (С — А) зіп ф соз ф = Оз зіп (ф — ф); 

2 2 Оз 8іп (ф —- г|)) 

00 А — С $іп 2ф 


(3.96) 

(3.97) 


Если имеются в виду действительные значения со, то полученное 
выражение должно быть положительным. Из рис. 3.30 видно, что 



Рис. 3.30. К определению возможных осей Штауде. 


это требование выполняется при предположении А > С (сплющен¬ 
ный гироскоп) для 

г|) < ф < я/2, я < ф < я + ф, Зя/2 < ф < 2я. (3.98) 

Эти области отмечены на рис. 3.29 жирными линиями. При пред¬ 
положении А < С (вытянутый гироскоп) мы получим дополни¬ 
тельные условия; возможные оси заключены теперь в интервалах 

0 < ф < г|), я/2 <ф<я, я + 'Ф^Ф^ Зя/2. (3.99) 

Угловую скорость со, при которой обеспечивается взаимная ком¬ 
пенсация гироскопического момента и момента силы тяжести, 
можно определить по формуле (3.97). Она показывает, что при 
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вращении вокруг главных осей со->оо. Последнее ясно физически, 
ибо при вращении вокруг этих осей гироскопический момент об¬ 
ращается в нуль и при конечной угловой скорости невозможна 
компенсация момента силы тяжести. 

Устойчивость вращений Штауде следует рассмотреть отдельно. 
Мы не будем разбирать во всей полноте эту специальную область, 
которая охватывает обширное многообразие случаев вращения. 
Ограничимся исследованием одного важного частного случая, ото¬ 
слав читателя за дальнейшими подробностями к Граммелю [3] 
и Лейманису [7]. 

Определенный практический интерес представляет поведение 
несимметричного гироскопа, вращающегося вокруг вертикальной 
главной оси, причем центр тяжести 5 расположен на этой же оси 
и отстоит от точки Р на расстояние 5. Расстояние 5 > 0 соответ¬ 
ствует гироскопу с верхним расположением центра тяжести, а 
$ < 0 — гироскопу с нижним расположением центра тяжести. 
Предположим, что гироскоп вращается вокруг оси I 7 . Тогда 


щ = (со 0 , 0» 0). 

а зі = (1,0,0), (3.100) 

8 { = ( 5 , 0 , 0 ). 


Это возможное частное решение исходных уравнений движения 
(3.29) и (3.31) тяжелого гироскопа. Для исследования возмущен¬ 
ного движения примем для наших шести переменных следующие 
выражения: 


ю* = (©о + Х 1 1 х 2> х з)> 

Чі = (1 + х 4у Х 5> Х б)> 


(3.101) 


где Хі (і = 1, ..., 6)—возмущения. Подставив их в (3.29) и 
(3.31), получим систему уравнений 


Ак\ — (В — С) х 2 х 3 = 0, 


Вх 2 — (С — А) (© 0 + х х ) х 3 = О$х 6 , 
Сх 3 — (А — В) (©о + х { ) х 2 = — Озх 5 , 


х 4 — х 2 х 6 + х 3 х 5 = 0, 


х 5 + (1 + х 4 ) х 3 — (©о + х \) Ч = °> 

х 6 + К + х і) х 5 — (1 + ч) х 2 = 0. 


(3.102) 


Если ограничиться нахождением необходимых условий устойчиво¬ 
сти системы, то, согласно теории первого приближения, мы можем 
пренебречь квадратичными относительно х членами уравнений 
(3.102). Отсюда следует, что при таком приближении возмущения 
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Х\ и х 4 оказываются малыми второго порядка. Поэтому в даль¬ 
нейших рассуждениях уравнения (3.102/1) и (3.102/4) можно от¬ 
бросить. Остается система уравнений 


Вх 2 — (С — А) соо^з — 0зх & — 0, 
Сх 3 — (А — В) 0) 0 *2 + С ? 5 *5 = 

*5 + *3 ~ «0*6 = °> 

*6 — ^2 + «0*5 = 0- 

Ее характеристическое уравнение будет 


вх 

— (С — А) щ 

0 - 

— Оз 

(А — В) ©о 

СХ 

Оз 

0 

0 

1 

X 

— Щ 

—1 

0 

©о 

X 


(3.103) 


или после необходимых вычислений и преобразований 

№ВС + Я 2 [со 2 (25С — АВ — АС + А 2 ) — Оз {В + С)] + 

+ [(5 - А) со 2 + Оз] [(С — А) о 2 + 05] = 0 . (3.104) 


Система устойчива лишь тогда, когда удовлетворяющие этому 
уравнению значения % 2 действительны и отрицательны. Для этого 
необходимо соблюдение следующих условий: 

[со 2 (2 ВС - АВ —АС + А 2 ) — Оз (В + С)] >0, (3.105) 

[{В — А) со 2 + С8] [(С - А) со 2 + 0 5 ] > 0, (3.106) 

[со 2 (2 ВС - АВ — АС + А 2 ) — 05(5 + С)] 2 - 

- 4ВС [(5 — А) со 2 + 05] [(С — А) со 2 + 0 5 ] > 0. (3.107) 

Прежде чем приступить к более подробному анализу этих нера¬ 
венств, удостоверимся в том, что они позволяют легко вывести 
три уже известных нам частных случая: свободный гироскоп, сфе¬ 
рический маятник и симметричный тяжелый гироскоп. 

а) Для свободного гироскопа 5 = 0. Поэтому (3.105) и (3.107) 
всегда удовлетворяются. В этом можно убедиться, если перемно¬ 
жить следующие, вытекающие из ( 1 . 10 ) соотношения: 


Получаем 


5 > С — Л, С> А — В. 
ВС > АС + АВ — ВС — Л 2 , 


25С - АВ-АС + А 2 > 0. 


или 


(ЗЛ08) 
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Следовательно, при 5 = 0 неравенство (3.105) удовлетворяется. 
Условие (3.107) можно привести к виду 

А 2 (В + С — А) 2 > 0; 

значит, оно тоже удовлетворяется. Остается неравенство (3.106), 
которое при 5 = 0 переходит в 

(В — А) (С — А) > 0. 

Оно подтверждает уже полученный нами выше (§ 2.4) результат, 
что устойчивость обеспечена лишь тогда, когда А является либо 
наибольшим, либо наименьшим из главных моментов инерции. 

Р) Сферический маятник представляет собою гироскоп, у ко¬ 
торого нет собственного вращения, т. е. соо = 0. Поэтому (3.106) и 
(3.107) всегда удовлетворяются. Из (3.105) следует, что для обес¬ 
печения устойчивости требуется 5 < 0. Это физически очевидно, 
так как в устойчивом равновесии может находиться только сфери¬ 
ческий маятник с нижним расположением центра тяжести. 

у) Симметричному гироскопу , вращающемуся вокруг оси 1', со¬ 
ответствует В = С. Следовательно, (3.106) всегда удовлетворяется. 
Преобразуем неравенство (3.107) к виду 

(Л 2 со 2 — 405В) (Л — В ) 2 >0. (3.109) 

Для гироскопа, у которого 5 *< 0, оно удовлетворяется всегда, а 
для гироскопа, у которого 5 > 0, — только при условии 

Л 2 со 2 >405В. (3.110) 

В силу (3.108) неравенство (3.105) для 5<0 тоже удовлетво¬ 
ряется. Оно удовлетворяется также и в случае 5 > 0, поскольку 
в него нужно подставить значение со^ согласно (3.110), которое 

следует из теперь уже более сильного неравенства (3.107). Следо¬ 
вательно, все три условия выполняются, если выполняется (3.110). 
Последнее же совпадает с прежним результатом (3.70). Следует 
лишь помнить, что там в качестве оси симметрии была выбрана 
ось 3', а здесь — ось 1 '. 

Для исследования условий (3.105)—(3.107) в общем виде вве¬ 
дем следующие безразмерные величины: 

А/В = х у А/С = у, 05/(Лсо 2 ) = й. (3.111) 

Кроме величин х и у у характеризующих форму тела, поведение ги¬ 
роскопа зависит прежде всего от гироскопической постоянной к , 
характеризующей соотношение параметров гироскопа: малые 
значения к свидетельствуют о преобладании гироскопического мо¬ 
мента, а большие — о преобладании момента силы тяжести. Зна¬ 
чения к <С 0 относятся к гироскопу с нижним расположением 
центра тяжести, а к > 0 — к гироскопу с верхним расположением 
центра тяжести. Для к-*- оо получаем сферический маятник, для 



Рис, 3.31. Области устойчивости вращения несимметричного гироскопа для различных 

значений безразмерной гироскопической постоянной к. 


к = 0 — свободный гироскоп. При выбранных обозначениях необ¬ 
ходимые условия устойчивости принимают вид 

3 1 = ('2 — у — х + ху) — к{х + у)>0, 

5 2 = (1 — х + кх)(1 — у + ку)>0, (3.112) 

$з = [(2 — у — х + ху) — к (х + у)] 2 — 

— 4 (1 — х + кх) (1 — у + ку) > 0. 

На диаграммах рис. 3.31 указаны числовые оценки 5* ( і = 1, 2, 3) 
для различных значений гироскопической постоянной к. На них 
областям неустойчивости соответствуют затененные площадки тре¬ 
угольника формы твердого тела (см. п. 1.3.6). Отчетливо видно 
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изменение областей неустойчивости: при верхнем расположении 
центра тяжести они с ростом \к\ увеличиваются, а при нижнем — 
уменьшаются. Примечательно прежде всего то, что тело, вращаю¬ 
щееся с неизменной угловой скоростью, подобно свободному гиро¬ 
скопу, может в определенном интервале угловых скоростей ока¬ 
заться неустойчивым даже тогда, когда его центр тяжести лежит 
ниже точки опоры, т. е. когда оно статически устойчиво. И наобо¬ 
рот, гироскоп, вращающийся вокруг средней оси, — всегда неустой¬ 
чивый, если он свободен, — при определенной скорости вращения 
может стать устойчивым даже тогда, когда центр тяжести нахо¬ 


дится выше точки опоры, т. е. когда гироскоп статически неустой¬ 
чив. Оба этих эффекта могут быть продемонстрированы на соот¬ 
ветствующих моделях. 

Если условие устойчивости 5 2 > 0 (3.112) удовлетворяется, то 
неравенство 5 3 > 0 в любом случае оказывается сильнее, чем 
условие $і > 0. Поэтому, вообще говоря, достаточно исследовать 
условия (3.112/2) и (3.112/3). Неравенство (3.112/2) удовлетво¬ 
ряется, если знаки выражений в обеих содержащихся в нем скоб¬ 
ках одинаковы. Если у них отрицательные знаки, то, как показал 
Румянцев [22], уже одно это является достаточным условием устой¬ 
чивости в смысле Ляпунова. Названные достаточные условия 
можно записать в форме 


{А —В) со 2 0 > Оз, 
(А — С) ©Л > 08. 


(3.113) 


Определенные ими области гарантированной устойчивости пред¬ 
ставлены на рис. 3.31 незатененными площадками треугольников 
формы. 

Условие $з > 0 можно рассматривать как квадратичное нера¬ 
венство относительно к и привести к виду 

к 2 {х — у) 2 — 2к {х + у — 4) ( ху — х — у) + (ху — х — у) 2 > 0. (3.114) 


Критическое значение к*, при котором полученное выражение об¬ 
ращается в нуль и условие устойчивости нарушается, будет равно 

**= [*+г/~ 4 ± 2Ѵ(2-х){2-у) ]. (3.115) 

Отсюда видно, что действительные значения к*, а значит, и гра¬ 
ницы устойчивости возможны лишь при (2 — х) (2 — у) > 0, т. е. 
одновременно должны удовлетворяться неравенства 

2В> А и 2С > А. (3.116) 


Другая математическая возможность, выражающаяся в перемене 
знаков полученных неравенств, неосуществима физически, так как 
влечет за собой нарушение неравенств (1.10). Требование (3.116) 
означает, что момент инерции относительно главной оси, вокруг 
которой вращается гироскоп, не должен быть слишком большим 
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й) Маятниковые движения по Гессу и Гриоли. В этих случаях, 
фигурирующих в таблице п. 3.3.1 под рубриками 8 и 9, допускается 
произвольный эллипсоид инерции, как и у рассмотренных выше 
вращений Штауде. Но при этом наряду с наложением ограниче¬ 
ний на начальные условия предполагается весьма специальное по¬ 
ложение центра тяжести. Оно может быть описано следующим 
образом. Будем отправляться от эллипсоида, взаимного с эллип¬ 
соидом инерции тела (1.27) и определяемого уравнением 


X 


2 

1 






(3.117) 


Положим в дальнейшем А > В > С. Тогда средней осью эллип¬ 
соида окажется ось 2', Будем теперь искать такие содержащие 


Г 



Рис. 3.32. Положение центра тяжести при маятниковых колебаниях Гесса. 


ось 2' плоскости, линиями пересечения которых с эллипсоидом 
служат окружности (рис. 3.32). Эти окружности можно также 
найти как линии пересечения эллипсоида (3.117) со сферой 


(• х\ + + хі) IВ — К. 


Вычитая это уравнение из предыдущего, получаем уравнение 
проекции линии пересечения на плоскость І'-З 7 : 


цли 


х *[а в ) х з ( с в)~ 0> 
х\С {А —В)— х\А {В — С) = О, 
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Тогда уравнение одной из двух кривых пересечения будет таково: 

х, У С (А — В) + х 3 У А (В — С) = 0. 

Это уравнение прямой в плоскости І'-З'. Так вот, прямая Р8, про¬ 
ходящая через центр тяжести, должна быть перпендикулярна пло¬ 
скости кругового сечения, т. е. перпендикулярна упомянутой пря¬ 
мой. Таким образом, мы получаем условие 


8іХі = 8 Х Х Х + $ 3 X 3 = 0, 

ИЛИ 

5! У А (в —С) — $3 Ѵс (А — Я) = 0 , $2 = 0 . (3.118) 

Согласно Гессу, далее требуется, чтобы вектор начального кине¬ 
тического момента (Яг) о лежал в плоскости кругового сечения, 
т. е. чтобы 

(Ні8і) о = 0. (3.119) 

Можно показать, что при изложенных выше предположениях век¬ 
тор кинетического момента Я г * остается в упомянутой плоскости 
кругового сечения и в процессе всего дальнейшего движения. Та¬ 
ким образом, мы находим новый интеграл уравнений движения 

Н і$і = і4с 0|$! + Ссо 3 $ 3 = 0. (3.120) 

Это позволяет довести до конца интегрирование уравнений движе¬ 
ния. Приведем лишь следующий результат этого интегрирования. 
Центр тяжести 5 движется, как сферический маятник, подвешен¬ 
ный в точке Р\ только в случае Гесса ускорение силы тяжести § 
должно быть заменено на гп8 2 §/В. 

Вращение гироскопа при этом таково, что некоторая точка 
средней оси описывает локсодромию. Поэтому в разобранном слу¬ 
чае говорят также о локсодромическом маятнике. 

Путь, которым шел Гриоли к открытому им интегрируемому 
случаю уравнений гироскопа, подобен пути Гесса, но за основу 
был принят не эллипсоид, взаимный к эллипсоиду инерции (3.117), 
а сам эллипсоид инерции (1.27). Совершенно так же, как выше 
в случае Гесса, Гриоли накладывает на положение центра тяже¬ 
сти 5 следующие требования: 

5, У В —С — 5 3 У А —В = 0, $2 = 0. (3.121) 

Следовательно, центр тяжести расположен на перпендикуляре к 
круговому сечению эллипсоида инерции, восстановленном из точ¬ 
ки Р. Можно показать, что при удовлетворении приведенным в таб¬ 
лице п. 3.3.1 начальным условиям этот специальный гироскоп 
может совершать регулярную прецессию, при которой проекция 
вектора угловой скорости со* на ось /л$, проходящую через центр 
тяжести, постоянна; 


(Х>і8і = 0^$! + (0 а $з = к . 


(3.122) 
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Интересно отметить, что в данном случае ось прецессии, вообще 
говоря, не вертикальна. Напротив, она отклонена от вертикали на 
некоторый угол б, зависящий от формы эллипсоида инерции: 

соз б = ( к 2 /8) {А — В + С). (3.123) 

Ось прецессии перпендикулярна прямой /\$. Как показал Гуляев 
[23], это является единственной механически возможной прецес¬ 
сией несимметричного гироскопа общего вида. 

3.4. Гироскоп с самовозбуждением 

Следуя Граммелю [24], гироскопом с самовозбуждением мы назо¬ 
вем гироскоп, движение которого вызывается или поддерживается 
моментом Мі с известными в системе координат, связанной с те¬ 
лом, составляющими. Момент Мі может быть постоянным и мо¬ 
жет быть функцией времени или угловой скорости. Во всяком 
случае, он не должен зависеть от текущего положения тела. Вслед¬ 
ствие этого состояние движения гироскопа возможно определить 
только из динамических уравнений Эйлера, не прибегая парал¬ 
лельно к нередко трудоемкому интегрированию кинематических 
уравнений. 

От времени может зависеть как величина, так и направление 
вектора момента Мі. И то и другое представляет интерес, на¬ 
пример, при регулировании положения космических кораблей, ко¬ 
гда сервомоменты создаются при помощи поворотных сопел с 
регулируемой тягой. В этих рассуждениях, как обычно, пренебре¬ 
гают обусловленной реактивным движителем потерей массы тела. 
В случае регулирования положения такой подход вполне допу¬ 
стим, однако он становится проблематичным при исследовании ко¬ 
нического движения стартующих ракет. 

3.4.1. Общее решение уравнений движения симметричного гиро¬ 
скопа с самовозбуждением. При А = В уравнения движения гиро¬ 
скопа с самовозбуждением при наличии возбуждающих моментов, 
зависящих от времени, имеют вид 

Лсоі — (Л — С) (02^з == М.\ (/), 

Лсо 2 + (А — С) СО3С0! = М 2 {і) У (3.124) 

Ссо 3 =М 3 (і). 


Из третьего уравнения (3.124) следует, что 


й>3 = ^30 + (1/С) | М з (і) йі. 

(3.125) 

Вводя цозую переменную а 


сіа = соз йі 9 

(3.126) 
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можно привести первые два уравнения (3.124) к линейной легко 
интегрируемой форме. Имеем 

. СІ(й (1(й (Іа / 

( *--аГ = ЖЧГ = ( » ( »*' 

где штрихом обозначена производная по переменной а. Подстав¬ 
ляя это выражение в (3.124), получаем 


соі — ащ = 


(02 + ск оі = т 2 , 


(3.127) 


где 

м і м 2 л -с 

ті ~А(0 3 ’ М2 ~ А(0 з’ а ~ А • 

В силу неравенств (1.10) а всегда лежит в интервале —1 ^ 
^а^+ 1. Случай шарового гироскопа (а = 0) мы можем из 
наших рассуждений исключить, потому что для него система 
(3.124) решается элементарным образом. 

Введем комплексные величины 

соі + іа > 2 = со*, т { + іт 2 = т*, 


которые позволяют привести уравнения (3.127) к следующему 
виду: 

со*' + ш со* = т*, (3.128) 


причем вследствие подстановки (3.126) комплексное возбуждение 
т* = т*(1) надо представить как функцию новой переменной а. 
Общее решение уравнения (3.128) имеет вид 


* 

со 


р—іаа 


соо + | т* (Р) е іа $ , 
о 


(3.129) 


где со* = со* (0) — произвольная постоянная, или в вещественной 
форме 


а 


со 1 = ® 10 соз аа + ® 2 о зіп аа + ] [Щ соз а ( а — Р) + т 2 $іп а (а—р)] йр, 

о 

а 

со 2 = 0 2О соз аа — ® 10 зіп аа + | [т 2 соз а (а — р) — т х зіп а (а —р)] ^р. 

о 

(3.130) 


Присоединяя сюда уравнение (3.125), получаем систему, описы¬ 
вающую движение при произвольных функциях самовозбуждения. 
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3.4.2. Приложение к случаю постоянных возбуждающих моментов. 

Поведение гироскопа под действием постоянных связанных с 
телом моментов произвольного направления впервые было объяс¬ 
нено и исследовано Бёдевадтом [25]. Представляется целесообраз¬ 
ным рассмотреть по отдельности два случая. 

а) Вектор момента перпендикулярен оси симметрии . В этом слу¬ 
чае М 3 = 0 и из (3.125) непосредственно следует со 3 = о) 3 о. Если 

13 



Рис. 3.33. Конус полодии симметричного гироскопа с самовозбуждением постоянным 

моментом А^. 


постоянная со 3 о обращается в нуль, то анализ становится совсем 
элементарным, так как исходные уравнения (3.124) разделяются. 
Этот частный случай представляет определенный интерес, когда 
речь идет о космическом корабле, кинетический момент которого 
равен нулю. Более важен, однако, случай со 3 о Ф 0. 

Из (3.126) мы теперь находим а = со 3 о^, так что при дальней¬ 
шем анализе мы можем снова перейти к временной переменной /. 
Решение (3.129) принимает вид 

і 

со* = (0о^” г * а<йзо/ + піоа) 30 

с 

0 

ИЛИ 

м * = ~ 1 ~Т + (®о + 1 ^г) е ~ ІШзаі > (Э.'131) 

где ш* 0 = т* (0) — постоянная интегрирования. Этот результат 

означает, что при таком движении конус полодии представляет 
собой наклонный круговой конус (рис. 3.33). Его вершиной слу- 
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жит точка опоры Р, а основанием является круг с центром в точ¬ 
ке Р, лежащий в плоскости, параллельной плоскости 1-2 и отстоя¬ 
щей на расстояние созо от точки Р. Координаты центра Р таковы; 


_ М 20 _ Міо 

~ (А — С) <о 30 ’ Щр -(Л — С) СО 30 ’ (й зР = ю 30 . 

Зависимость между векторами угловой скорости со* и момента Мі 
можно проследить непосредственно на рис. 3.33: в то время как со* 
непрерывно скользит по наружной поверхности конуса полодии, 
обходя ее в течение промежутка времени 


2л _ 2лА 

асо 30 (А — С) 0 ЗО ’ 


(3.132) 


вектор Мі привязан к плоскости 1-2, сохраняя перпендикулярность 
к отрезку РР\ где Р' — основание перпендикуляра, опущенного 
из точки Р на ту же плоскость. В зависимости от начальных усло¬ 
вий конус полодии может принимать различную форму. В случае 



* 



а 


М 20 . Мы 

(А — С) 0 ЗО 1 (А — С) 0 ЗО 


он стягивается в отрезок РР, что соответствует стационарному вра¬ 
щению вокруг оси, неподвижной как в теле, так и в пространстве. 
Если эту ось принять за ось 3 неподвижной системы, то для дан¬ 
ного частного случая нетрудно найти зависимость положения тела 

от эйлеровых углов. Имеем ф = ф 0 , Ф==ф = 0, т. е. О = , & 0 , ф = ф 0 . 
В силу 

со, = <о,о = 'Фо 8 * п Фо 8 іп Фо» 
со 2 = со 20 = Фо 8{ п Фо С05 Фо, 


получаем 


С0 3 = со 30 = ф 0 СОЗ 'О'о 


^ ^0 = — /®?о + й) 1) = 


м 


4? Фо — 


^зо 

СйіО 


(А — С) со 30 


М 


20 


0 


20 


М и 


(3.133) 


Выражение для фо свидетельствует о том, что направление век¬ 
тора момента Мі совпадает с направлением линии узлов. 

Возмущенное движение относительно разбираемого стационар¬ 
ного вращения можно толковать как взаимное наложение выну¬ 
жденного вращения, вызываемого моментом Мі, и собственного 
движения (нутации). Указанное стационарное вращение мало от¬ 
личается от результирующего движения, поэтому последнее можно 
считать устойчивым. Но это ни в какой мере не влечет за собой 
устойчивости по угловым координатам. Однако расчет этих уг¬ 
лов для возмущенного движения сопряжен с значительными 
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трудностями, и мы на нем останавливаться не будем (см., напри¬ 
мер, Бёдевадт [25]). 

Ъ) Постоянный вектор момента произвольного направления. 
В этом более сложном случае также возможно полное и явное ре¬ 
шение исходных уравнений. Для М 3 = М 30 Ф 0 из (3.125) следует 

(3.134) 


й>3 — <*>30 Н- 1 + 4)> 


где константу А) = Со)зо/Мз 0 можно трактовать как время разгона. 
Приняв во внимание (3.134), для ао = 0 из (3.126) получим 

і 

а = Г со 3 йі = [Л4 30 /(2С)] (і + іо) 2 . 


пг 


і \ 


Эта зависимость позволяет выразить соз, Ш\ и га 2 как функции 
от а. Комбинируя (3.127) и (3.134), находим 

~ М 1о _ ;;; =Л/ Г ~^~ Мг °_ 

2 М 30 А У а ' 2 У 2 ЛІ 30 А У а 

Подставляя далее эти значения в (3.130), получаем составляющие 
соі и о)2 угловой скорости. Получающиеся при этом интегралы 
можно выразить через интегралы Френеля 

X X 


3(х) 


1 


Г2я і У у 


51П у 


1 


йу, С {х) = -= 


о 


У 2я } у у 


С08 у 


йу. 


Полагая х = аа и у = ар, имеем 

х/а 


а 


соз а (а — Р) 


о 


У Р 


1 =-®-а$ = Л=г [ 
Р 1 Уа і 


соз (х — у) 


Уу 


йу 


-у 


2 я 

а 


СОЗ хС (-^-) + 5ІЦ 


а 


і 


зіп а (а — Р)^ _ 1 


о 


У Р 


У а 


х/а 


О 


зіп (х — у) 


Уу 


йу 


-/■ 


2 я 

а 


зіп хС (—) — соз ( — 

а) \ а 


Принимая во внимание полученные интегралы, из (3.130) выво¬ 
дим составляющие угловой скорости 


со 1 = со 10 соз х + о) 20 зіп х + 1/^ 


яС 


А{А-С)М 


30 


[5 (М ю $іп х — 


— М 20 созх) + С 1-^-1 (Л<Гі 0 со$ лг + іѴГ 2 о5ІД-*) 


С0 2 = 0) 20 соз х — © 10 зіп X 


4- л/~ -— 

^ V А (А-С 


(А - С) М зо 
х 


$ (т) (ЛГюсозл: + 


(3.135) 


а 


+ Л4 20 зіцл:) — С ( — )(ЛІ 1 оЗЩХ — Л1 2 оСозд;) 

а 
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Здесь 

х = аа = Мз ° ^ ~ (і + і 0 ) 2 , 

т. е. аргумент интегралов Френеля и тригонометрических функций 
растет пропорционально квадрату времени. Формулы (3.135) сов¬ 
местно с выражением (3.134) для со 3 представляют собой решение 
исходных уравнений (3.124). Таким образом, движение определено. 


3.4.3. Возбуждение симметричного гироскопа ударными момен¬ 
тами. В связи с практическим применением гироскопов с самовоз¬ 
буждением в космонавтике представляет также интерес возбужде¬ 
ние кратковременными ударными моментами. Предположим, что 
составляющая момента по оси симметрии отсутствует. Тогда ввиду 
М 3 = 0 сразу получаем со 3 = со 30 = сопзі. Предположим далее, что 
время удара мало по сравнению с продолжительностью 2 я/со 3 о од¬ 
ного оборота. Тогда последовательность кратковременных ударных 
моментов можно представить с помощью функции Дирака 6(і) 
в виде 

М{і) = 2іМ ѵ Ь{і—1 ч ). (3.136) 


Здесь і ѵ —время ѵ-го удара, а М ѵ — мера его величины. Соответ¬ 
ствующие выражения получаются и для величин т(і), так что 
общее решение (3.129) мы можем теперь записать в следующей 
форме: 


* * 

(О = (дов 


Сащ °* + (030 

Ь 

о 


е- ы - х) ^т1б(х_(,)с1х. 

V 


(3.137) 


Каждый отдельный удар приводит к скачкообразному изменению 
мгновенной угловой скорости на величину 

*ѵ +е 

Лсо ѵ = со 30 т ѵ 6 (т — і ѵ ) 

і 


Введя единичную ступенчатую функцию 

!(*— *ѵ) = / 6(т — / ѵ ) йх = | 

Л ѵ 


о 

1 


ДЛЯ І < Іу, 

для і > ( ѵ , 


приведем общее решение (3.137) к такому виду: 


со* = ьх>е іаам1 + (Озо 2тѵ1 (і — іѵ) е~ іш ы (3.138) 

V 

Его можно трактовать как взаимное наложение собственных коле¬ 
баний (нутаций), возбуждаемых отдельными толчками. Между 
каждыми двумя последовательными ударами вектор со* обходит 
часть конуса полодии, который в силу М = 0 представляет собой 
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круговой прямой конус, осью которого служит ось симметрии ги¬ 
роскопа. Каждый толчок может изменить угол при вершине ко¬ 
нуса. Если эти изменения Дсо ѵ известны, то полодия (основание 
конуса полодии) может быть построена путем последовательного 
сопряжения дуг окружности. Вспомнив, кроме того, зависимость 
между углами при вершине подвижного и неподвижного аксоидов, 
мы можем построить также пространственную траекторию оси сим¬ 
метрии. Покажем это на одном примере. 

Пусть поставлена задача погасить нутационные колебания 
жесткого космического корабля. Пусть в качестве источника мо¬ 
мента имеются связанные с осями корабля реактивные сопла, ко¬ 
торые создают ударные моменты того или иного направления 
относительно осей 1 и 2, перпендикулярных оси симметрии. Нута¬ 
ционные колебания будут ослабевать, если угол при вершине по¬ 
движного аксоида будет под действием толчков уменьшаться. Наи¬ 
более эффективно можно этого добиться, если ударные моменты 
будут прикладываться в те мгновения, когда вектор о* оказы¬ 
вается в главной плоскости 1-3 или 2-3. Эти моменты времени 
можно однозначно определить, используя сигнал измерителя угло¬ 
вой скорости, жестко связанного с корпусом (например, гирота¬ 
хометра). К разбираемому случаю приложима следующая схема: 



©1 СІ ) | ©2 ©2 

4“ АТ і 

0 > 0 

- Мі 

0 < 0 

м 2 

0 <0 

- М 2 

0 >0 


В предположении одинаковых ударных моментов мы таким спо¬ 
собом получим изображенную на рис. 3.34 полодию. При этом угол 
при вершине подвижного аксоида скачкообразно уменьшается до 
некоторого предельного значения, обусловленного величиной удар¬ 
ного момента. Промежутки времени между двумя последователь¬ 
ными ударами равны 



п 

2а© 30 


пА 

2 (А — С) ©зо * 


(3.139) 


Для тел с эллипсоидом инерции, близким к сфере, они могут ока¬ 
заться очень большими, во много раз превышая время одного обо¬ 
рота 2я/созо. Уже из этого видно, что при описанном нами спо¬ 
собе гашения колебаний процесс демпфирования для тел, у кото¬ 
рых А « С, значительно более продолжителен, чем для сильно 
вытянутых (а «+1) или сильно сплюснутых (а«—-1) тел. 

Движение оси симметрии тела (оси фигуры) в процессе гаше¬ 
ния колебаний можно построить, используя зависимости для 
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Рис. 3.34. Полодия при гашении нутационных колебаний с помощью ударных моментов. 



Рис. 3.35, Траектория оси фигуры при гашении нутационных колебаний с помощью удар¬ 
ных моментов при а =0,9. 


углов [і и % соответственно подвижного и неподвижного аксоидов 
(рис. 2.18 и 2.19). 

Если иметь в виду мгновение, в которое соі = сою и со2 = 0, то 


= 

(ц + М — -тр- = 

п зо 


СРіо 
©30 * 




— С) СОірСОзо 
^©10 + ^©30 




6 К. Магнус 
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На рис. 3.35 и 3.36 представлены построенные на основании этих 
формул траектории некоторой точки оси фигуры для различных а, 
соответствующие полодии рис. 3.34. Эти рисунки вновь подтвер¬ 
ждают, что гашение колебаний тем действеннее, чем больше эллип¬ 
соид инерции отличается от сферы. Это в равной мере относится 
как к вытянутым, так и к сплюснутым телам. Слабый демпфирую¬ 
щий эффект для тел, эллипсоид инерции которых близок к сфере, 



Рис. 3.36. Траектория оси фигуры при гашении нутационных колебаний с помощью удар¬ 
ных моментов при а=0,3. 


можно объяснить тем, что в этом случае вследствие медленного 
движения по полодии связанные с телом генераторы момента 
лишь через значительные интервалы времени оказываются в поло¬ 
жении, благоприятном для демпфирования. 

Аналогично тому, как это было сделано выше при исследовании 
гашения нутационных колебаний, можно решить весьма важный 
для космонавтики вопрос о повороте оси фигуры на заданный 
угол. И в этом случае оптимальное решение может быть найдено 
на основе разумного использования нутационных колебаний, воз¬ 
буждаемых ударными моментами. 

3.4.4. Несимметричный гироскоп с самовозбуждением. Решение, 
полностью охватывающее движение несимметричного гироскопа с 
самовозбуждением, до сих пор найти не удалось. Но уже иссле¬ 
довано настолько большое число частных вопросов, что это позво¬ 
ляет получить хорошее представление о возможных видах его дви¬ 
жения. Некоторые из этих результатов мы рассмотрим ниже. 

а) Перманентное вращение . Прежде всего представляет инте¬ 
рес вопрос о возможности стационарного вращения, т. е. вращения 
с постоянной угловой скоростью вокруг оси, равно неподвижной 
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как в теле, так и в пространстве. В данном случае в уравнении 
движения 

с ѴН , сГсо, 

~аГ~ + е ІІк <й І Н к = Ѳ ч -д Г + е ІІк (і> 1 @ к і<йі = М { (3.140) 

надо положить сГоо= 0. Остается уравнение 

Мі = г і{к ® } Н к = г 1]к <д,е к1 <оі. (3.141) 

Из него следует, что каждое заданное со* однозначно определяет 
соответствующий момент Мі. Таким образом, тело можно заста¬ 
вить совершать стационарное вращение вокруг любой оси. При 
вращении вокруг главной оси Мі = 0, в любом другом случае 
момент отличен от нуля и перпендикулярен векторам Н\ и соНа¬ 
оборот, относительно со* уравнение (3.141) разрешимо, вообще го¬ 
воря, не всегда. Это означает, что не всякий произвольно задан¬ 
ный момент Мі способен поддерживать стационарное вращение. 
Для того чтобы это показать, рассмотрим уравнение (3.141) в 
проекциях 

(В —С) со 2 со 3 = — М І9 

(А — С) СО3С0 1 = -{- ЛГ 2 , (3.142) 

(А — В) С0]0 2 = — М 3 . 


При предположении А > В > С величины, заключенные в скобки, 
положительны. Из этого непосредственно видно, что момент, век¬ 
тор которого лежит в главной плоскости, но не совпадает с глав¬ 
ной осью, не может поддерживать стационарное вращение. Если, 
например, Мі = 0, то, согласно (3.142/1), какая-либо из перемен¬ 
ных— со2 или соз — должна обратиться в нуль. Но и то и другое 
стало бы возможным лишь при одновременном обращении в нуль 
какой-либо другой составляющей момента. Рассуждая аналогично, 
можно убедиться в том, что уравнения (3.142) не допускают ре¬ 
шения относительно составляющих со в случае, когда все состав¬ 
ляющие момента отрицательны, потому что при этом невозможно 
удовлетворить расстановке знаков в (3.142). 

Ь) Вращение вокруг оси тела. В качестве следующего разбе¬ 
рем вопрос о том, как следует формировать возбуждающий мо¬ 
мент, если требуется вызвать или поддерживать вращение вокруг 
оси тела, пусть и не с постоянной угловой скоростью. Подставляя 

= юе®, 


где — единичный вектор в направлении со (при этом й'еУ /йі = 0), 
в (3.140), находим 


сГсо 


ѳ и е ? ~1Г + ®' е «7 ь е Ры е ? = м г 


(3.143) 


6 * 
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Если сог совпадает с одной из главных осей, то с ней должен сов¬ 
падать и Мі, поскольку второе слагаемое в левой части (3.143) 
обращается в нуль. Умножая (3.143) скалярно на е^ 9 получаем 

с этой оговоркой 



или 



где Ѳ 0 — момент инерции относительно оси вращения. Если век¬ 
тор сог не совпадает с главной осью, то Мі составляется из двух 
векторов, один из которых направлен по неподвижному относи¬ 
тельно тела вектору кинетического момента, а другой перпендику¬ 
лярен к нему и тоже неподвижен относительно тела. Первый из 
них пропорционален йы/йі, а второй со 2 . Далее, видно, что вектор 
момента, призванного поддерживать заданное вращение вокруг 
оси тела, должен лежать в неподвижной относительно тела пло¬ 
скости. В частном случае Мі может даже совпадать с осью тела, 
а именно тогда, когда соблюдается соотношение 

О) =хсо 2 , 


где х— произвольный постоянный вещественный коэффициент. Ре¬ 
шение этого дифференциального уравнения таково: 


со = 


со 0 _ 

1 — кщі 


(3.144) 


График функции со(/) представляет собой гиперболу, с помощью 
которой можно описать процесс разгона (к > 0) или торможения 
(к <С 0) тела. Соответствующий момент можно найти из уравне¬ 
ния (3.143). Равенство (3.144) показывает, что для того, чтобы, 
используя описанный прием, с помощью момента, направленного 
вдоль оси тела, затормозить, например, до состояния со =0 вра¬ 
щающийся вокруг своей главной оси космический корабль, по¬ 
требовалось бы бесконечно большое время. 

с) Осуществление самовозбуждения с помощью постоянного 
момента , направленного вдоль главной оси. В заключение пока¬ 
жем, как найти точное решение в случае возбуждения постоянным 
моментом, направленным вдоль главной оси. Снова положим А > 
> В > С и примем М\ = Мю, М 2 = М 3 = 0. Тогда уравнения Эй¬ 
лера примут вид 

А ©! — (В — С) со 2 со 3 = М 10 , 

Вщ + (А—С) изо, = 0, (3.145) 

Ссо 3 — (А — В) 0!0 2 = 0. 

Производя замену переменной йа = 01 со = подобно тому, 
как мы поступали в (3.126), придаем двум последним уравнениям 
следующую форму: 


В(д 2 ”1“ (А — С) 03 = 0, 
С 0 з — (Л — В) 02 = 0. 


(3.146) 
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Общее решение этой системы для начальных условий 02 = оэго» 

(О3 = СО30’ 

ю 2 = ю 20 сов ѵа — у ~ С в 0 ЗО зіп ѵа, 

®з = ©зо соз ѵа + у ~ В 2 В с ©го зіп ѵа, (3.147) 

Подставив эти величины в (3.145/1), получим 

® і = + В ~ А ° ®2(а)®з(а) = Р (а). 

Умножив последнее на соі = йа/йі, найдем 

л (<о 2 Л ѵ . аа 

Ы = / ^ (а) ^Г’ 


или после интегрирования 

®і = = ]А>? 0 + 2 1 Р (о) • (3-148) 


Повторное интегрирование дает 



йа 



Р (а) йа 


“10 


+ 2 



(3.149) 


Подставив в (3.148) и (3.147) обратную функцию а = а(і), мы 
придем к искомому решению со г -(/). В отношении различных под¬ 
случаев, которые необходимо рассмотреть при анализе этого ре¬ 
шения, мы ограничимся ссылкой на обстоятельное исследование 
Граммеля [24]. 


3.4.5. Самовозбуждение, зависящее от угловой скорости. Наряду 
с уже рассмотренным самовозбуждением постоянными или зави¬ 
сящими от времени моментами в практических приложениях 
встречается самовозбуждение моментами, зависящими от угловой 
скорости. Происхождение таких моментов связано с причинами 
двоякого рода: с одной стороны, они возникают как моменты сил 
сопротивления у гироскопов, находящихся в жидкой или газооб¬ 
разной среде, с другой стороны, сервомомент у гироскопов с регу¬ 
лируемым числом оборотов является функцией рассогласования 
между заданной и фактической угловыми скоростями. Рассмот¬ 
рим по одному примеру каждого из этих случаев. 

а) Симметричный гироскоп в вязкой среде. Полагая А = В и 
принимая, что момент сопротивления зависит только от проекции 
вектора угловой скорости на данную ось, а удельные моменты с 
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сопротивления относительно двух равноправных экваториальных 
осей одинаковы, приходим к следующей форме уравнений дви¬ 
жения: 

Лео! — (А — С) 0 2 0 3 = Мі — ^1®!, 

Л©2 ”1“ (Л—С) ©з©] === АІ2 — С}02, (3.150) 

С 0з — М 3 — с 3 0 3 . 

Из третьего уравнения сразу находим 

і 

(о 3 = (о 30 ехр (— (с 3 /С) /) + (1/С) | М 3 (т) ехр[— (с 3 /С) (і — г)] йх, (3.151) 

о 

а два первых уравнения объединяем в одно комплексное 

Л0* + і(А— С) 0з0* = М* — с А 0*, 

где 0 * = 0 ! + ш 2 и М* = М 1 + Ш 2 , или 

0* + /?(О0* = т*(О, (3.152) 

где 

Р® = -1С + і- Т^®з(0, = 


Общим решением уравнения (3.152) будет 


0 = ехр 


і 

— | р (т) йх 
о 


0о + ] т* (т) ехр 
о 


/ р(о)йо 


1 -0 


йх 


(ЗЛ53) 


Разложив его на действительную и мнимую части и присоединив 
(3.151), получим все три составляющие 0 *. В отношении анализа 
различных возможных здесь случаев укажем на более подробные 
результаты, полученные Лейманисом [7, гл. 10.5]. 

Ъ) Вращение несимметричного гироскопа вокруг главной оси. 
Влияние зависящего от угловой скорости движущего момента на 
поведение несимметричного гироскопа было учтено Граммелем 
[26], исходившим из формулы 

М { = с(ау 2 0 — 0 ?). (3.154) 

Здесь 0 о — заданная величина, к которой должна приближаться 
0 і. Знак момента всегда таков, что последний стремится умень¬ 
шить разность 0 і — 0 о. Если считать, что моменты относительно 
осей 2 и 3 равны нулю, то уравнения движения принимают вид 

Лсо 1 — (В — С) 0 2 0 3 = с ( 0 ^ — 0 ^, 

В ®2 Л” (А — С) 0 3 0! = 0, 

Ссо 3 — (А — В) 0!0 2 = 0. 


(3.155) 
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Эту систему можно решать аналогично тому, как мы это делали 
в случае возбуждения постоянным моментом (3.145). Произведя 
замену переменной йа = соі йі, мы можем привести два последних 
уравнения (3.155) к виду (3.146), решением которого является 
(3.147). Подставив затем значения о )2 и ооз в первое уравнение 
(3.155), получим 

Ло 1 + = сЦ + (В — С)о 2 (а)со 3 (а). 

Приняв во внимание, что 

й® 1 йа й® { й ( 

0)1 йа сП 0)1 йа йа \ 2 / ’ 

мы можем преобразовать полученное уравнение в линейное диф¬ 
ференциальное уравнение первого порядка относительно со^: 

А К) + 2с<п ? = 2 с&І + 2 (В — С) со 2 (а) со 3 (а). (3.156) 

Его решением будет 
<»^ = ехр [— (2с/ А) а] X 

X { со’о + / [2с©* + 2 (В - С) со 2 (р) со 3 (р)] ехр [(2с/А) р] гір |. (3.157) 

Таким образом, все три составляющие со і как функции времени 
найдены. Саму вспомогательную величину а можно получить по¬ 
следующим интегрированием из ооі = йа/йі: 



Образовав обратную функцию, мы найдем а{1). Получающиеся 
здесь интегралы в общем случае не приводят к табулированным 
функциям. Однако представление о возможных видах движения 
можно получить путем качественного анализа функций от а, фи¬ 
гурирующих в (3.156) (см., например, Лейманис [7, § 11]). 

Укажем еще на одну важную и несколько неожиданную особен¬ 
ность: система уравнений (3.155) допускает два совершенно 
различных частных решения, где составляющие со постоянны, 
а именно: 

1) 0! = (0 0 > 0 2 =СОз = О, 

2) 0! = О, со 2 = со 20 , С 0 з = со 30 , (3.158) 

причем 020 е0 зо = в ®о. 

Первое из приведенных решений соответствует конечному состоя¬ 
нию, которое является целью регулирования. Второе решение 
означает стационарное вращение вокруг оси, лежащей в 
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плоскости 2-3. Это вращение может поддерживаться моментом при¬ 
вода гироскопа, направленным по оси 1. Но в таком случае момент 
больше не служит в качестве движущего вокруг оси 1, так что 
желаемая скорость собственного вращения не может быть достиг¬ 
нута. Хотя, как показал Граммель, решение (3.158/2) неустойчиво, 
тем не менее для определенных начальных условий не происходит 
перехода к первому решению. Движение представляет собой вра¬ 
щение, вектор угловой скорости которого колеблется около оси 2, 
но желаемое состояние соі = соо не наступает. 

3.5. Гироскоп с вынужденным возбуждением 

Если моменты, входящие в уравнения гироскопа (1.83) или (1.84), 
имеют своей причиной внешние воздействия и если их составляющие 
являются известными функциями времени в системе координат, 
не связанной с телом, то обыкновенно говорят, что мы имеем дело 
с гироскопом с вынужденным возбуждением . При этом большей 
частью представляют интерес периодические функции возбужде¬ 
ния, хотя исследовались также и функции случайного характера. 
Роль последних существенна в случае применения гироскопов в 
навигационных приборах для судовождения, аэронавигации и кос¬ 
монавтики, поскольку волнение и шквалистый ветер, которые мо¬ 
гут привести к вынужденному возбуждению гироскопических при¬ 
боров, можно рассматривать как случайные функции. 

В качестве первого примера рассмотрим вынужденное движе¬ 
ние тяжелого гироскопа, вызванное колебаниями его точки под¬ 
веса. Если Ьі — ускорение точки подвеса, то момент, действующий 
при этом на гироскоп, может быть определен точно так же, как 
в разобранном выше случае тяжелого гироскопа. Нужно только 
вместо ускорения силы тяжести подставить разность — Ьі. 
Таким образом, из (3.26) получим 


М{ = тг ІІк 8,{§ к — Ь к ). 

Обозначим 8і = 8йі з, где а і3 — единичный вектор в направлении 
оси симметрии тела. С другой стороны, мы можем написать 

§і — Ьі = — [ Ъ { а {і + Ь 2 а 2і + (§ + Ь г ) а зі \, 

где ац 9 а 2 и Язі — неподвижные единичные векторы, причем а ъ \ на¬ 
правлен вертикально вверх. Отсюда получаем момент 


Мі = — пгз&іі^а^ [Ь\а {к + Ь 2 а 2 ь + (§ + Ь 3 ) а зк ]. (3.159) 

Совершенно аналогичное выражение можно получить в примере, 
заимствованном из области молекулярной физики. Здесь нас мо¬ 
жет интересовать поведение вращающихся магнитно поляризован¬ 
ных частиц, которые находяіся в изменяющемся во времени внеш- 
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нем магнитном поле. Если магнитный момент частицы рассматри¬ 
вать как вектор р* в направлении намагниченности частицы и если 
Ні — вектор напряженности внешнего магнитного поля, то на ча¬ 
стицу (т. е. на гироскоп) накладывается момент 

М і = --еі Ік [і ! Н к . (3.160) 

Разложим напряженность поля на постоянную и переменную со¬ 
ставляющие: 

Ні — й? + й?. 

Примем, что ось 3 неподвижной системы координат 1, 2, 3 направ¬ 
лена по постоянной составляющей напряженности. Тогда можно 
написать 

Ні = Н\ац -{- Н 2 СІ 2 І (й -|- йз) а 3 /. 

Приняв далее направление намагниченности частицы за направле¬ 
ние оси 3', получим рг = р,а г - 3 . Следовательно, результирующий мо¬ 
мент принимает вид 

Мі = — \Н\й\ к -|- Н2&2к ”1“ (й ”1“ Йз) СІЗк\і (3.161) 

который совершенно аналогичен (3.159). 

з. 5.1. Возбуждение переменным полем, параллельным постоян¬ 
ному. Будем рассматривать поле неизменного направления, для 

которого Н\ = НІ = 0 и 

Ні = (й° + йз) азі = й° (1 + у соз аЛ) а 3 *. (3.162) 

Модуляцию здесь отражает функция косинуса, а глубина модуля¬ 
ции обозначена через ѵ = й 3 /й°. Для эйлерова угла -6, показанного 
на рис. 3.37, имеем 

зіп'6 = | & ІІк а ІЗ а зк |, 

и, таким образом, значение момента (3.161) равно 

М = іхН°( 1 + ѵ со 8 зтб*. (3.163) 

В дальнейшем ограничимся случаем симметричного гироскопа 
(А = В) и предположим, что ось 3' совпадает с осью симметрии. 
При этих посылках выведенные ранее уравнения (1.90) могут быть 
непосредственно приложены к этому случаю. Ввиду М ф = 0 из 
(1.90/3) следует 

-^■[С (ф + ф соз■&)] = 0, 


или 


С (ф + ф СОЗ ■&) = С( 0 30 = сопзі. 


(3.164) 
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Вследствие М^ = 0 и М$ = — р/і°(1 + у соз <о/)5Іп О из двух других 
уравнений получаем 

А ф зіп 2 -© + С 0 зо соз'& = Я о = сопзі:, (3.165) 

АЬ — Аф 2 зіп ОсозФ + С 0 зо ф зіп # = — [хН° (1 + у соз 0 /) зіп#. (3.166) 

Аналогично случаю классического тяжелого гироскопа равенства 
(3.164) и (3.165) выражают то обстоятельство, что составляющие 


з г г 



Рис. 3.37. К расчету гироскопа с вынужденным возбуждением. 


кинетического момента по оси симметрии 3' и по неподвижной 
оси 3 постоянны. При у = 0 мы возвращаемся к уже рассмотрен¬ 
ному выше тяжелому гироскопу. 

Для выяснения влияния функции возбуждения рассмотрим воз¬ 
мущенное движение относительно регулярной прецессии. При у - 
= 0 уравнения (3.164) — (3.166) имеют частное решение 

# = Ф = Фо> Ф = Фо> (3.167) 

причем, согласно (3.58), ф 0 = 030 —Фосоз Оо. Рассмотрим теперь 
решения для возмущенного движения 

^ = ^0 + *» Ф = Фо + г/» уФОу (3.168) 

где х, у, у — малые первого порядка. Поскольку ф нас не интере¬ 
сует, мы в дальнейшем не будем принимать ее во внимание (если 
потребуется, то ее потом можно найти из (3.164)). Подставляя 
(3.168) в (3.165) и (3.166) и опуская при этом величины выше 
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первого порядка малости, получаем линейную систему уравнений 
в вариациях 

Ах + (Сѳ 30 ф 0 соз до — Л-фо соз 2 , & 0 + \іН° соз О 0 ) х -+- 

+ (Сѳ 30 зіп — ^Фо 2'& 0 ) у = — р/г°у зіп ^ соз ѳ^, (3.169) 

(Лф 0 зіп 2^0 — Сѳ 30 зіп Фо) х + А зіп 2 %у = 0. 

Исключая из этих уравнений у, находим 

" I 9 |ХА°Ѵ ЗІП 'Ѳ’о і /П 1 ГГЛЧ 

х + ѵ 2 х = — ——^-- соз со/, (3.170) 

где 

ѵ 2 _ / СШз2_\ _ 3 _СШм ^ соз ^ (2 -|_ со8 2& 0 ) 4- СОЗ до- 


Общее решение уравнения (3.170) слагается из собственных коле¬ 
баний с частотой ѵ и вынужденных с частотой со. Мы можем 
написать 


О = 4 0 + Ѳсоз (Ѵ( + 6 ) - ^ соз ю і, ( 3 . 171 ) 


где Ѳ, 6 — постоянные интегрирования. Величина у , а следова¬ 
тельно, и ф легко находится из (3.169/2). Результат (3.171) можно 
толковать как наложение регулярной прецессии ('О = Оо), нута¬ 
ционных колебаний (сообразно определенным начальным усло¬ 
виям) и вынужденных колебаний. То, что частоту ѵ позволительно 
принимать за частоту нутации, следует из формул для быстровра- 
щающегося гироскопа: 

Ссозо и/г° : : ^ 

—~ Ф®уу, ф < СОд^, 


что означает ѵ « содг. Выражение для амплитуды вынужденной 
составляющей в (3.171) указывает на возможность резонанса при 
равенстве собственной и вынужденной частот. 

Результат (3.171) является решением первого приближения в 
смысле теории малых колебаний. Уточнение расчета, в особенности 
при значениях у, которые уже нельзя полагать малыми первого 
порядка, может привести к качественно новым явлениям, подоб¬ 
ным тем, которые были найдены для обычных физических маят¬ 
ников с колеблющейся точкой подвеса и наблюдались эксперимен¬ 
тально. Не вдаваясь в подробности более полной теории, наметим 
здесь лишь удобную для расчета методику. 

Вычислив из (3.165) значение фи подставив его в (3.166), по¬ 
лучим 


АЬ + 


^ Н 0 — Ссо 30 созФ „ 

О ©30 "" . : /і 


Л зіп 2 Ф 


Н о — С со зо соз Ф 
Л зіп 2 Ф 


2 

I соз д + 


+ рЛ°(1 + ѵсозсо/) зіп'& = 0, (3.172) 
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ИЛИ 


0 = Т 7 (О, і). 


Это нелинейное дифференциальное уравнение с периодическим ко¬ 
эффициентом можно исследовать с помощью формулы Фурье 

ф = Оо + 2 гі/.в"""*. (3.173) 

п 


Вычисляя по методу итераций последующие приближения, подобно 
тому как это было выполнено Вайденгаммером [27], можно обна¬ 
ружить во втором приближении два новых явления: 

1. Некоторой средней угловой скорости прецессии ф 0 сопут¬ 
ствует несколько отличный от до средний угол д т при вершине 
конуса прецессии. Это соответствует отклонению положения рав¬ 
новесия маятника при колебаниях точки подвеса. 

2. В результате колебаний возникает дополнительный направ¬ 
ляющий момент, накладывающийся на момент от постоянного 
поля. Вследствие этого изменяются условия устойчивости для ги¬ 
роскопа с верхним расположением центра тяжести. 

Оба названных явления удается обнаружить во втором прибли¬ 
жении благодаря подстановке ^(І+^создо) вместо ускорения 
силы тяжести §. Здесь ^ — безразмерный, обусловленный колеба¬ 
ниями параметр, который может быть выражен следующим образом: 


Ѵ 2 м^° при возбуждении периодическим перемен- 

2 Лсо 2 ным полем, 

а 2 тзс о 2 при периодических колебаниях с амплиту- 

2&А дой а точки подвеса тяжелого гироскопа. 


(3.174) 


3.5.2. Возбуждение поперечным переменным полем. Если соста¬ 
вляющие ускорения &і и Ь 2 в (3.159) отличны от нуля, то для опи¬ 
сания возможного движения целесообразнее вместо углов Эйлера 
воспользоваться кардановыми углами а, (3, у, определенными в 
п. 1.4.3с. Тем самым можно обойти неопределенность эйлеровых 
углов, возникающую при д = 0. 

Мы можем воспользоваться непосредственно уравнениями дви¬ 
жения (1.91). Так как, согласно (3.159), момент М{ не имеет со¬ 
ставляющей по оси симметрии (ось 3'), то М у = 0, и из (1.91/3) 
следует 

Оз = -у + а зіц р = 0 ЗО = сопзЕ (3.175) 

Тогда первые два уравнения упрощаются: 

Ла соз 2 р — Л ар зіп 2р + С(о 30 $ соз р = М а , 

Лр + Ла 2 зіп р соз р — Сѳ 30 а соз р = М 


(3.176) 
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Моменты М а и М 3 можно найти, например, проектируя (3.159) 
на оси неподвижной системы координат. Соответствующие единич¬ 
ные векторы имеют следующие координаты: 

а*з = (зіпр, — зіп а соз р, соз а соз р), 

а и = { и 0 , 0 ), 

а 2і = ( 0 , 1 , 0 ), 

а зі = ( 0 , 0 , 1 ). 

Подставив их в (3.159), получим 

М х — тз [(§• + Ь 3 ) зіп а соз р + Ь 2 соз а соз р], 

М 2 = тз [(^ + Ь 3 ) зіп р — Ь х соз а соз р], (3.177) 

М 3 = — тз ( Ъ х зіп а соз р + Ь 2 зіп р). 

Из рис. 1.25 видно, что угол а — это поворот вокруг оси 1, а 
угол р — вокруг оси 2 (2°). Поэтому 

М а = М и 

Мр = М 2 соз а + М 3 зіп а, 

или 

= тз [(^ + Ъ 3 ) соз а зіп р — Ъ х соз р — Ъ 2 зіп а зіп р]. (3.178) 

Подставляя, наконец, (3.178) в (3.176), получаем в общем виде 
уравнения движения в кардановых углах аир. Найти общее ре¬ 
шение этих нелинейных уравнений в явном виде невозможно. По¬ 
этому мы ограничимся здесь исследованием случая малых углов а 
и р, тем более что уже при этом предположении удается выявить 
существенные особенности движения. Полагая а< 1 и Р <С 1, мы 
приходим к линеаризованным уравнениям 



Аа + Сш 30 р — тз(§ + Ь 3 ) а = тзЬ 2 , 

•• 

(3.179) 

Приведем 

Лр — Сѳ 30 а — тз{§ + Ь 3 ) р = — тзЪ х . 

их к одному уравнению в комплексной форме 


Ах — іСщ 0 х — тз (§ + Ь 3 ) х = — ітзЬ *, 

(3.180) 

где 

х = а ^'Р> ^ == "Ь ІЬ 2 » 



Найдем решение этого, пока еще весьма общего уравнения для 
двух частных функций ускорения. 

а) Вращающееся возбуждающее поле , перпендикулярное по¬ 
стоянной составляющей. При Ь г = 0 уравнение (3.180) переходит 
в дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами и 
функцией возбуждения в правой части. При Ь* = 0 уравнение ста¬ 
новится однородным; оно позволяет найти собственные колебания. 
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Собственные частоты определяются корнями характеристического 
уравнения 

АХ 2 — /Сш 30 Я — Ш8§ = О, 


именно 


Я] - Шдг 

%2 ~~~~ Мйр 


%4і± 1/1-4тг*Л/(С'»а ]. 


(3.181) 


Они соответствуют полученным выше значениям (3.60) для Фо = 0. 
Собственные колебания могут быть вновь названы нутацией (содг) 
и прецессией (с ор), потому что при высокой скорости собственного 
вращения мы получаем уже знакомые нам собственные частоты 




С® зо 
Л 


И 0 Я 


т§8 
Ссозо ' 


Теперь предположим, что возбуждение исходит от поля постоянной 
напряженности Ь °, вращающегося с частотой со: 


Ь* = ь°е ш . (3.182) 

В качестве решения уравнения (3.180) теперь получается наложе¬ 
ние свободных и вынужденных колебаний в форме 

х = + к 2 е Шрі + Ке ш , (3.183) 

где к\ и к 2 — постоянные интегрирования, а 


Я = і 


тзЪ° 

Лео 2 — Ссо 30 со + т§8 


тзЬ 0 


(3.184) 


График функции /?(со) представлен на рис. 3.38 для 5 > 0 (сплош¬ 
ная линия) и для 5<0 (штриховая линия). Имеются по крайней 
мере две резонансные точки: со = содг и 0 = ±0р. Отрицательные 
значения ю Р указывают на вращение поля против направления 
вращения гироскопа. Член в (3.183), представляющий вынужден¬ 
ные колебания, всегда имеет то же направление вращения, что и 
возбуждающее поле. В резонансных точках знак изменяется на 
обратный, т. е. происходит изменение фазы на угол я. 

Комплексная величина х может рассматриваться как мера пе¬ 
ремещения некоторой точки оси симметрии (вершины гироскопа). 
Однако она опережает это отклонение на 90°, так как поворот 
на угол а соответствует смещению вершины гироскопа в направ¬ 
лении отрицательной оси 2, а поворот на угол (3 — смещению в на¬ 
правлении положительной оси 1. Поэтому, исходя из (3.183), 
можно легко построить траектории вершины гироскопа при воз¬ 
можном движении; они являются эпициклоидами, составленными 
из трех отдельных круговых перемещений. 

Интересно отметить, что при возбуждении с одной из резонанс¬ 
ных частот (0 іѵ или 0 р) амплитуда не обязательно должна сильно 
возрастать, как того можно было бы ожидать, исходя из рис. 3.38. 




Рис. 3.39. Траектории вершины гироскопа при возбуждении с нутационной частотой 
сй^ = 4сйр для верхнего (5 > 0) и нижнего (5 < 0) расположения центра тяжести. 


Пусть, например, со = со^ѵ, *(0) = х 0 и і(0) =0. Тогда из (3.183) 
выводим для определения постоянных интегрирования следующие 
уравнения: 

кі + к 2 = Хо — К, 

(О/у&і -Г" 03^/02 = — СОд^ 
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решением которых будет 

Ь\ 

Подставляя найденные величины в (3.183), получаем 

„ (<й к е Шрі -а Р е ш » 1 ). (3.185) 

Ш Р 

Но из этой формулы видно, что если нанести точки л: на комплекс¬ 
ную плоскость, то при со^ѵ Ф сор получится лежащая в конечной 
области эпициклоида, представленная на рис. 3.39 для шдг = 4сор 
(гироскоп с верхним расположением центра тяжести) и для соіѵ = 
= —4сор (гироскоп с нижним расположением центра тяжести). 

Укажем еще, что при наличии диссипативных сил могут по¬ 
явиться качественно другие виды движения, например рассмотрен¬ 
ные Вибелицем [28]. 

Ъ) Периодическое возбуждение вдоль оси 1. В этом случае 

Ь* = Ь° соз = Ь° ( е ш + р“ ш )/2, 

где Ь° — действительная величина, и при таком виде возбуждения 
мы получим решение уравнения движения (3.180) как результат 
наложения (суперпозиции): 





где 


х== Ь 1е ш " { + к 2 е Шр1 + н ш е ш + (3.186) 

г>(+) __ /_ т 8 Ь° _ 

2 (Лео 2 — Ссо 30 со + т@8) ’ 

р(-) _ . _ тзЬ° _ 

1 2 (Лео 2 + Ссо 30 со + т§8) 


Графики этих функций от со представлены на рис 3 40 для гиро¬ 
скопов с верхним и нижним расположением центра тяжести. До¬ 
статочно рассмотреть только положительные значения со 

Общее решение мы получаем в виде наложения четырех кру¬ 
говых движений в комплексной плоскости. Мы ограничимся лишь 
качественным исследованием составляющих вынужденного дви¬ 
жения. Общая сводка его результатов приведена на рис. 3.41. 
В зависимости от интервала частот получаются траектории вер¬ 
шины гироскопа разного вида. Для очень малых со 
В силу 


# <+) е ш + = [# ,+> + Я' -1 ] соз а>і + * [#' + ’ — Я' - '] зіп а>і 


это приводит к изменениям только угла а. При этом направление 
движения совпадает с направлением статического отклонения. 



Рис. 3.40. Резонансные кривые при возбуждении по поперечной оси. 


ИИ 

0 СОр С0 3 СОі/ «э 

«г > 0 

* 

0 
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о 

о 

о 
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«5* < 0 

—°0 о 1 о 0° * 


Рис. 3.41. Качественная картина форм колебаний в различных интервалах частот при воз¬ 
буждении по поперечной оси. 


С возрастанием со мы приходим к /?<+> > для 5 > 0 и < 
< для 5 < 0. Исходная прямая превращается в эллипс, на¬ 
правление движения по которому определяется составляющей 
большей амплитуды. При со—► сор начинает преобладать резонанс¬ 
ная .составляющая, которую дает рис. 3.40. В этом случае траекто¬ 
рией вершины гироскопа служит окружность большого радиуса. 
За первой резонансной точкой в интервале сор < со < соіѵ знаки 
функций /?(+) и /?(”) различны. Это означает скачок фазы одной из 
составляющих и, следовательно, поворот большой оси эллипса, 
изображающего колебание, на 90°. В случае 5 < 0 при 

со^ = т§з/А 


( 3 . 187 ) 
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обе амплитуды равны и имеют противоположные знаки = 
= —/?(+)). Это соответствует колебанию только по углу р. Если 
предельное значение (3.187), которое получается при нормальной 
частоте колебаний невращающегося гироскопа с нижним располо¬ 
жением центра тяжести, будет превзойдено, то траектории вновь 
окажутся эллипсами, которые при со->соіѵ будут приближаться к 
окружностям. За второй резонансной точкой большая ось эллипти¬ 
ческой траектории опять меняется скачком на 90°, и, наконец, при 
со —► оо траектория снова стягивается к прямой, ориентированной 
в направлении а (х = а + *р). 

Траектории, определяемые решением (3.186), нетрудно рассчи¬ 
тать и построить для любых начальных условий. Кроме того, 
функции возбуждения более общего вида, например эллиптиче¬ 
ски модулированные или негармонические, можно учесть совер¬ 
шенно таким же образом, как это было проделано для возбужде¬ 
ний циклического и линейного характера. 



Глава 4 


Гиростат и гироскоп в кардановом подвесе 


4.1. Гиростат 

Следуя Кельвину, будем называть гиростатом твердое тело, на 
котором или внутри которого расположен симметричный ротор. 
Ротор может вращаться вокруг оси, жестко связанной с несущим 
телом, т. е. обладает по отношению к нему одной степенью сво¬ 
боды. Предполагается также, что ротор симметричен относительно 
оси вращения, так что распределение масс всей системы, т. е. ги¬ 
ростата, не меняется при вращении ротора. Следовательно, мо¬ 
менты инерции всей системы будут постоянными, и ее движение 
можно описать таким же методом, как и движение одного твердого 
тела. 

4.1.1. Уравнения движения гиростата. Пусть Я? и Я? — 
кинетические моменты несущего тела (оболочки) и ротора; тогда 

для суммарного кинетического момента Я г = Я^ + Я? на осно¬ 
вании теоремы об изменении кинетического момента имеем 

-|-(Я? + я?) = ^ (Я? + нТ) + е т <0, (Я? + ні) = Мі. (4.1) 

В такой же форме записываются и уравнения Эйлера, отнесенные 
к системе координат, неизменно связанной с несущим телом и, 
следовательно, вращающейся с той же угловой скоростью = 

От общего уравнения (4.1) нетрудно перейти к уравнениям в ко¬ 
ординатной форме, описывающим движение при заданных конкрет¬ 
ных условиях. 

Наиболее простым является случай, когда ось вращения ротора 
является одновременно главной осью инерции несущего тела. Мы 
выберем ее за ось 3'; тогда для координат вектора угловой скоро¬ 
сти сог в системе, образованной главными осями инерции несущего 
тела, имеем 

©! = 0^ = 0^, 0 2 = 0^ = о>2» 0 3 = 0^ Ф 0^. 

Учитывая равенство А к = В к и полагая 

А = А К + АВ = В к + В* = В к + Л*, 


(4.2) 
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получаем из (4.1) скалярные уравнения 

А(й { — (В — С к ) со 2 со 3 + С я со^со 2 = М [9 

В© 2 — (С* — А) со 3 о) 1 — С^со^со 1 = М 2 , (4.3) 

С к ©з — (А — В) © 2 © 2 +С«а>§ = М 3 . 

Здесь, кроме компонент ©і, о) 2 , ©з, имеется еще одна неизвестная 
компонента ©^, для определения которой следует к уравнениям 

(4.3) присоединить уравнение моментов относительно оси сим¬ 
метрии ротора: 

С*<= М§, (4.4) 

где М§ — момент сил, действующих на ротор. Рассмотрим еле- 
дующие частные случаи. 

a) Моменты, тормозящие или разгоняющие ротор, в том числе 
трение на оси ротора, отсутствуют; тогда 

©* = ©* = сопзі. (4.5) 

b) Угловая скорость ротора относительно несущего тела под¬ 
держивается постоянной с помощью некоторого регулятора; тогда 

®3 “ ®3 + °4> ( 4 - 6 ) 

где относительная угловая скорость ©| 0 постоянна. 

c) Имеет место равенство = © 3 + <*>| (0> где ©|(/)— задан¬ 
ная функция времени. 

В случае а) уравнения (4.3) с учетом (4.5) можно представить 
как уравнения движения некоего заменяющего гироскопа с глав¬ 
ными моментами инерции Л, В, С к при наличии самовозбуждения, 
зависящего от угловой скорости: 

Л©! — (В — С к ) © 2 ©з = М х — #я© 2 , 

В© 2 — (С* - Л) ©з© 1 = М 2 + Я*©!, (4.7) 

С^©3-(Л — В) ©!©2 =М 3 , 

здесь Н к = С^©зо — постоянная проекция кинетического момента 
ротора на ось 3'. 

Аналогичную систему уравнений с заменой С к на С = С к + 

+ С п и Н Е на Я 2 = С / *©зо будем иметь и в случае Ь). Поэтому 
достаточно исследовать только один из этих случаев: результаты 
с соответствующими изменениями немедленно переносятся на дру¬ 
гой случай. 

В случае с) появляются изменяющийся во времени кинетиче¬ 
ский момент Н 2 (і) и в уравнении (4.3/3) добавочный возмущаю¬ 
щий член С^©з (і). Здесь тоже можно говорить о движении за¬ 
меняющего гироскопа с самовозбуждением, зависящим от времени 
и угловой скорости. 
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4.1.2. Свободный симметричный гиростат. Будем считать, что 
Мі = 0 и А к = В к \ тогда вследствие А п = В я имеем также А = 
= В. В этих предположениях уравнения движения (4.7) решаются 
без труда. Прежде всего из (4.7/3) следует, что со 3 = со 3 о. Затем, 
введя комплексную функцию 


со* == со! -}- /со 2 > (4.8) 


заменим два первых уравнения (4.7) одним эквивалентным урав¬ 
нением 


Лю* + г[(Л- 

— С к ) СО30 — 


(4.9) 

Его общее решение, удовлетворяющее начальному 
со*(0) = сОф, имеет вид 

условию 

со =со 0 е ІѴ \ где 

1 

т 

-С*)о» 30 -Я*]/Л. 

(4.10) 

Вектор сог, составляющими 

которого 

ЯВЛЯЮТСЯ С 0 3 о и 

(0* = (01 + 


+ /со 2 , при движении несущего тела вращается вокруг оси 3' с кру- 



Рис. 4.1. Подвижный аксоид, соответствующий движению свободного симметричного гиро¬ 
стата. 


говой частотой ѵ, образуя боковую поверхность прямого кругового 
конуса (подвижного аксоида, см. рис. 4.1). Угол р между обра¬ 
зующей и осью конуса определяется из соотношения 

И = I ю 0 |/ Ш 30* 
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Неподвижный в пространстве вектор кинетического момента Ні 
в системе отсчета, связанной с телом, тоже движется по поверхно¬ 
сти прямого кругового конуса, коаксиального с подвижным аксои- 
дом. Движение самого гиростата представляет нутационные коле¬ 
бания, при которых ось 3', являющаяся и осью вращения ротора, 
и осью симметрии гиростата, вальсирует вокруг неизменно направ¬ 
ленного вектора кинетического момента. Вектор 

Н і = (Аа 1 , Лсо 2 , С^созо + Я*) 


лежит в плоскости, проходящей через вектор со* и ось 3'. Угол рас¬ 
твора Ф конуса, описываемого этим вектором в связанной с телом 
системе отсчета, определяется равенством 


Фо = 


А 


0) 0 


С К ©зо + Н* ’ 


(4.11) 


Если ось 3 неподвижной системы отсчета направить вдоль по¬ 
стоянного вектора Ні, то угол Ф = Фо между этой осью и осью 3', 
связанной с телом, будет являться одним из углов Эйлера. Ско¬ 
рость изменения ф угла Эйлера ф находится, согласно (1.49), из 
соотношения 


со 


*2 

О 


= СО 2 + СО 2 = Ф 2 + (ф зіп Ф 0 ) 2 = Ф 2 5ІП 2 Ф 0 , 


откуда с учетом (4.11) получаем 


■ф = = -д I ®о | ) 2 + (С'Чо + Н«у . (4.12) 


Мы нашли обобщенную формулу, определяющую частоту нута¬ 
ционных колебаний, которая при Н п = 0 переходит в известное 
выражение, справедливое для одного твердого тела. 

Угловую скорость ф собственного вращения нетрудно найти из 

равенства созо = ф + ф соз Ф, если использовать (4.11) и (4.12): 

ф = со 30 — (С^созо + Н я )/А = ѵ, (4.13) 

откуда после интегрирования определяется угол Эйлера <р. 

Нутационное движение симметричного гиростата, подобно дви¬ 
жению одного твердого тела около неподвижной точки, можно 
трактовать как качение подвижного аксоида по неподвижному. Та¬ 
кую интерпретацию дал Лейпгольц в [15] 1 ). Однако она не столь 
наглядна, как в случае одного твердого тела (см. § 2.1). 


4.1.3. Вынужденное движение симметричного гиростата. Получен¬ 
ное в п. 4.1.2 решение можно без труда обобщить на случай, когда 
имеется момент Мі, проекция которого на ось симметрии равна 


*) В русский перевод [15] статья Лейпгольца не включена. — Прим. ред % 
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нулю 1 ). Тогда из (4.7/3) снова следует соз = созо, а из первых двух 
уравнений, полагая М* = М\ + Ш 2 , имеем 

А со* + і [(А — С к ) со 30 — //^]со* = М\ (4.14) 

Полагая М*/А = т* и сохраняя обозначение (4.10) для ѵ, запи¬ 
шем (4.14) в виде уравнения 

со* + іѵ ©* = т *, (4.15) 

общим решением которого будет 

і 

(й* = (й* 0 е~ ш + т*( х)е- іѵ[і ~ %) (4.16) 

с 

0 

Для некоторых видов функции т*(і) интеграл можно вычислить 
и затем обсудить полученный результат, как это было сделано для 
аналогичного решения (3.129), описывающего движение гироскопа 
с самовозбуждением. 

4.1.4. Свободный несимметричный гиростат. Для гиростата с не¬ 
симметричным несущим телом ( А к Ф В к ) в случае отсутствия 
внешних моментов также можно найти точное решение. Способ на¬ 
хождения решения такой же, как и в п. 2.3.1, но потребует больше 
выкладок. Мы ограничимся лишь тем, что наметим путь вычис¬ 
лений. 

В качестве исходных уравнений возьмем уравнения (4.7), в ко¬ 
торых положим Мі = 0: 

Л©, — (В — С к ) © 2 © 3 + #*© 2 = 

В© 2 — (С к — А) о) 3 ©, — //^©, = 0, (4.17) 

С к щ — (А — В) ©,© 2 = 0. 

Умножив эти уравнения соответственно на ©ь © 2 , юз, сложив и 
проинтегрировав по времени, получим интеграл энергии 

Ѵа {М + В© 2 + С*© 2 ) = Е 0 . (4.18) 

Здесь Е 0 равно разности между постоянной полной энергией гиро¬ 
стата Ео и энергией собственного вращения ротора вокруг его 
оси симметрии: 

Е 0 = Е° - = Е° - Ч 2 С« «) 2 . 

Умножим далее уравнения (4.17) на составляющие кинетического 
момента Л© ь В© 2 , С к іо 3 , сложим и проинтегрируем по времени: 

Л 2 ©^ + В 2 © 2 + (С к ) 2 ©з + 2 Н 1 * (Л — В) ©,© 2 сіі = сопзі. 

щ) 

1 ) Предположение • 0 остается в силе. — Прим ред 
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Интеграл можно вычислить с помощью (4.17/3); в результате 
получим 

А 2 со 2 + В 2 (О 2 + (С к ) 2 ( 0 2 + 2Н я С к (й 3 = НІ (4.19) 

где 

НІ = (Яо 0 ) 2 - (я к ) 2 ; 

через Я о обозначен полный кинетический момент гиростата. 

С помощью первых интегралов (4.18) и (4.19) составляющие 
угловой скорости 0 і и 0 2 выражаются через составляющую 03 . 
Подставив эти выражения в (4.17/3), получим для 03 дифферен¬ 
циальное уравнение первого порядка 

©з=^^Д( 0 І ((йз)ш 2 (( 0 з) = / ; ’((йз) > (4.20) 


откуда после разделения переменных следует 




9 ^со 3 


Путем обращения интеграла найдем функцию 0 3 (/), подстановка 
которой в найденные ранее выражения позволяет найти зависи¬ 
мость от времени и составляющих ©і и © 2 . 

При практической реализации указанного способа нахождения 
решения придется рассмотреть значительно больше различных 
частных случаев, чем для одного твердого тела (§ 2.3) Лейпгольц 
[29] нашел при исследовании этой пробтемы четыре различных 
типа решения для семи случаев. 


4.1.5. Перманентные вращения тяжелого гиростата ! ). Пусть точка 
подвеса гиростата не совпадает с центром масс, и пусть внешний 
момент М і в (4.1) обусловлен только силой веса. Тогда из (3.26) 
с учетом равенства Си = —Са 3 ъ следует, что 

М; = — Ое Чк 8,а зк . (4.21) 

Перманентным вращением назовем снова, как в п. 3.3.4с, вращение 
с постоянной угловой скоростью вокруг оси, неподвижной и в про¬ 
странстве, и относительно тела: 

©/ = 0 /о , Ло/сй = 0. 

Поскольку 

Н ^ — @ 0 — 0 со 
11 і ^// ш / Ѵ Л7 Ш / 0’ 

вектор кинетического момента Я? тоже будет неподвижен отно¬ 
сительно тела и постоянен по величине. Так как, кроме того, мо¬ 
мент силы веса не влияет на вращение ротора относительно тела, 
то относительная угловая скорость и кинетический момент ротора, 


>) В этом пункте в отличие от предыдущих не предполагается, что ось вращения ротора 
совпадает с главной осью инерции несущего тела — Прим ред 
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соответствующий его относительному вращению, также остаются 
постоянными. 

При указанных предпосылках в исходном уравнении (4.1) ис¬ 
чезает член, содержащий относительную производную сі'/сіі , так 
что для определения перманентных вращений остается условие 
равенства гироскопического момента и момента силы тяжести: 

{^к “Ь = ^ г цк 8 і а Ък л (4.22) 

Это равенство может выполняться только тогда, когда векторы 

со/, + #?, 5/, азі компланарны (только в этом случае состав¬ 
ленные из них векторные произведения будут коллинеарны). Век¬ 
тор а 3 г вертикален, поэтому связанная с телом плоскость, в которой 
лежат все перечисленные векторы, должна все время оставаться 
вертикальной. Но это возможно лишь при условии, что вектор 
угловой скорости со/ тоже вертикален: 

Ю/ = 0/0 = 0 ) 03 /. (4.23) 

Таким образом, перманентные вращения тяжелого гиростата, по¬ 
добно вращениям Штауде твердого тела, могут совершаться 
только вокруг вертикальной оси. 

Используя (4.23), можно привести равенство (4.22) к виду 

® 2г Цк а гі®кі а зі ^ г іік а 3і^к “Ь (* г і1к 8 і а 3к = (4.24) 

Мы получили квадратное уравнение относительно ю с постоян¬ 
ными коэффициентами, ибо все входящие в векторные произведе¬ 
ния векторы связаны с телом и постоянны. Следовательно, из 
(4.24) можно найти угловую скорость перманентных вращений для 
любой связанной с несущим телом оси. Легко убедиться, что при 
неравном нулю моменте силы тяжести перманентные вращения 
гиростата в отличие от вращений Штауде твердого тела могут со¬ 
вершаться с конечной угловой скоростью также вокруг главных 
осей инерции несущего тела. В этом особом случае из уравнения 
(4.24) исчезает слагаемое с ю 2 , а оставшиеся члены означают, что 
момент силы тяжести компенсируется гироскопическим моментом 
ротора, ось вращения которого не должна, конечно, совпадать 
с главной осью несущего тела. 

Положение в несущем теле осей перманентных вращений можно 
найти из (4.22). Умножив это равенство скалярно на вектор $*, 
получим условие, определяющее кинематически возможные оси: 

г Цк а зі (^к “1“ ^к) = 8 і г і}к а 3/ (®®кі а зі “Ь ^к) = 

ИЛИ 


«1 

*2 

$3 


5 ] 

$2 

8 3 



а ѣ\ 

Аа 31 

а 32 

Ва^ 

а зз 

С а зЗ I 

+ 

а 31 

а 32 

а зз 

= 0 . 

( 4 . 25 ) 
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Подставив сюда найденное из (4.24) значение со, будем иметь урав¬ 
нение, в которое, кроме компонент кинетического момента ротора 

Нп входят величины, зависящие лишь от несущего тела. Совокуп¬ 
ность векторов а 3г -, для которых выполняется условие (4.25) совме¬ 
стно с (4.24), определяет связанный с телом конус, который можно 
назвать обобщенным конусом Штауде. Поверхность этого конуса 
является геометрическим местом кинематически возможных осей 
перманентных вращений. Однако среди этих осей динамически воз¬ 
можными будут только те, для которых выполняется равенство 
(4.22). Динамически возможные оси могут соответствовать устой¬ 
чивому или неустойчивому движению. Поэтому следует провести 
исследование устойчивости, подобно тому как это было сделано в 
п. 3.3.4с для одного особого случая движений Штауде. 

4.1.6. Гиростат с регулируемой угловой скоростью ротора. Для 

практических применений гиростата, например при управлении 
ориентацией космического корабля, в общем случае может ока¬ 
заться необходимым с помощью некоторого регулятора поддержи¬ 
вать относительную угловую скорость со 2 ротора постоянной или 
равной заданной функции времени. В этом случае кинетический 
момент Ні всей системы целесообразно представить в виде суммы 

г т О 

кинетического момента Ні гиростата при закрепленном роторе и 

дополнительного кинетического момента Ні , соответствующего 
вращению ротора относительно тела. В силу предполагаемой сим¬ 
метрии ротора момент Я? всегда направлен по оси ротора. Пола¬ 
гая, таким образом, 

Ні = я? + я? = я? + НІ 

спроектируем векторное уравнение (4.1) на главные оси инерции 
гиростата с закрепленным ротором (ось ротора имеет в гиростате 
произвольное направление). Если внешним моментом является мо¬ 
мент силы тяжести, определяемый равенством (4.21), а дополни¬ 
тельный кинетический момент Я? = (Я^, Я|, НІ) постоянен, то из 
(4.1) получаем следующие скалярные уравнения: 

Л со, — (В — С) со 2 со 3 + С0 2 Я| — С0 3 Я| = О (а 32 $ 3 — а 33 8 2 ), 

Ва> 2 — {С —А) со 3 со, + со Ѣ Щ — со ,Я| = С (а 33 5, — а ЗІ $ 3 ), (4.26) 
Сй ) 3 — (А — В) со 1 со 2 + со 2 Я| — со 2 Я 2 = О (а 31 $ 2 — а 32 з { ). 

К этим динамическим- уравнениям движения тяжелого гиростата 
с постоянным дополнительным кинетическим моментом ротора сле¬ 
дует присоединить кинематические уравнения (3.31), означающие, 
что вертикальный вектор а 3 * сохраняет постоянное направление 
в пространстве. 
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Можно найти решения системы (4.26), которые будут совер¬ 
шенно аналогичны полученным выше решениям для тяжелого твер¬ 
дого тела (см. § 3.3). Прежде всего укажем два общих первых 
интеграла. Интеграл энергии, для нахождения которого векторное 
равенство (4.1) следует умножить скалярно на вектор со* и учесть 
(4.21), в силу постоянства Н г записывается в точности в виде 
интеграла (3.34): 

'/ 2 Я®со. + Оз { а 3 . = Е 0 . (4.27) 

Константа Е 0 здесь не равна общей энергии системы, так как в нее 
не входит часть кинетической энергии, создаваемая относитель¬ 
ным вращением ротора. Второй интеграл получается путем ска¬ 
лярного умножения (4.1) и (4.21) на вектор а зі с последующим 
интегрированием: 

Н і а ъі = { Н ? + Н Т) а 3г = Н 0 = С0ПЗІ ( 4 - 28 ) 

Механический смысл этого интеграла состоит в том, что верти¬ 
кальная составляющая кинетического момента системы сохраняет 
постоянное значение. 

Как показал Кейс [30], общее решение уравнений (4.26) можно 
найти только в трех случаях, представляющих обобщение случаев 
Эйлера, Лагранжа и Ковалевской движения твердого тела. 

В обобщенном случае Эйлера для свободного гиростата в каче¬ 
стве третьего интеграла имеем условие постоянства величины ки¬ 
нетического момента всей системы: 

Я 2 = (Н? + Я?) 2 = сопз*. (4.29) 

Формально этот интеграл получается путем скалярного умножения 
векторного равенства (4.1), в котором полагаем М г -= 0, на век- 

тор Я? + Я?. 

В обобщенном случае Лагранжа к известным условиям А = В 

и $з = 5, $і = $ 2 == 0 следует добавить еще одно: = Н\ = 0, 

означающее, что оси симметрии несущего тела и ротора совпадают. 
При этих предположениях из уравнения (4.26/3) следует, что со¬ 
ставляющая соз угловой скорости постоянна. Равенство со 3 = юз 0 
будет в данном случае третьим интегралом. 

Третий интеграл может быть найден и в обобщенном случае 
Ковалевской , когда к известным условиям А = В = 2С и $і = 5, 

з 2 = $з = 0 снова присоединяется условие = НІ = 0. 

Рассмотрим вкратце задачу управления ориентацией несущего 
тела. Для управления углом поворота тела вокруг одной оси мож¬ 
но использовать ротор, поворот которого относительно тела регу¬ 
лируется с помощью программы или сигнала управления. Тогда 
в качестве параметра управления можно принять относительную 
угловую скорость ротора. Соответственно кинетический момент 
ротора следует рассматривать как переменную величину. 
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Для управления пространственной ориентацией тела уже недо¬ 
статочно одного управляющего параметра; в этом случае нужно 
оперировать всеми тремя компонентами добавочного кинетического 
момента. Такое регулирование может быть достигнуто либо при¬ 
данием ротору дополнительных степеней свободы, позволяющих 
изменять направление его оси относительно тела, либо установкой 
трех роторов, оси которых некомпланарны. В первом варианте 
управления уравнения движения рассматриваемой системы сохра¬ 
няют вид уравнений движения гиростата только в том случае, 
когда эллипсоид инерции ротора вырождается в сферу, ибо тогда 
распределение масс всей системы остается постоянным при изме¬ 
нении направления оси ротора относительно тела. Чтобы записать 
уравнения движения для второго варианта, будем считать, что 
оси трех помещенных на тело симметричных роторов параллельны 
главным осям инерции тела. Тогда в случае отсутствия внешних 
сил уравнения движения имеют вид 

А(й { — (В — С) (д г Щ = — С 1/? со 12 4" со 3 С 2;? со 22 — со 2 С 3/? со аг , 

Всо 2 — (С — А) созО)! = — С 2і? со 22 + со^со 32 — а> 3 С 1/? со 12 , (4.30) 

Ссо 3 — {А — В) со!со 2 = — С 3/? со 32 + со 2 С І/? со 12 — о^С^со 22 . 

Здесь через С 1л , С 2п и С зл обозначены моменты инерции роторов 
относительно их осей, а находящиеся в правых частях уравнений 
функции со 12 , со 22 и со 32 (относительные угловые скорости роторов) 
являются управляющими параметрами. Эти величины должны из¬ 
меняться таким образом, чтобы несущее тело двигалось по желае¬ 
мому закону или достигло заданного положения в пространстве. 
Указанная задача является задачей теории управления, и ее ре¬ 
шение здесь не рассматривается. 

4.2. Карданов подвес 

Благодаря техническим приложениям гироскопа самое широкое 
распространение получил так называемый карданов подвес. Хотя 
в настоящее время установлено, что такой подвес был известен 
уже в тринадцатом веке и его не следует связывать с именем мате¬ 
матика и врача Иеронимуса Кардано (1501 —1576), мы будем ис¬ 
пользовать данный термин, так как он является общепринятым. 

Карданов подвес состоит из двух рамок (колец), обеспечиваю¬ 
щих подвешенному телу, в нашем случае ротору гироскопа, пол¬ 
ную свободу угловых перемещений. На рис. 4.2 показан один из 
вариантов карданова подвеса гироскопа. Оси внешней рамки А, 
внутренней рамки / и ротора В в нормальном положении взаимно 
перпендикулярны и пересекаются в идеальном случае в одной 
точке, которая является неподвижной точкой подвеса. Подвес, по¬ 
добный изображенному на рис. 4.2, называется внешним кардано- 
вым подвесом ; существует и внутренний карданов подвес (рис. 4.3), 
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который часто называют кардановым шарниром или сочленением 
Гука. Оба типа карданова подвеса применяются в гироскопиче¬ 
ской технике. 

При помещении гироскопа в карданов подвес следует учиты¬ 
вать как кинематику, так и динамику этого подвеса. Особенности 
геометрии карданова подвеса могут привести к кинематической 




а 




Рис. 4.3. Внутренний карданов 
подвес ротора. 


карданной погрешности , которую приходится принимать во внима¬ 
ние в гироскопических приборах. Подробнее этот вопрос будет 
рассмотрен в гл. 12, посвященной гироскопическим приборам. 
Влияние трения, неизбежно возникающего в кардановом подвесе, 
будет также изучено ниже (гл. 11). Здесь мы сосредоточим внима¬ 
ние прежде всего на особенностях динамики гироскопа, обуслов¬ 
ленных тем, что гироскоп в кардановом подвесе уже нельзя рас¬ 
сматривать как отдельное твердое тело; в данном случае мы имеем 
дело с системой трех связанных между собой тел. При этом 
нельзя пренебрегать массами кардановых колец, так как именно 
они оказываются причиной некоторых типичных и существенных 
для практики явлений. Объяснение и аналитическое исследование 
этих явлений составляют содержание следующего параграфа. 
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Все дальнейшие исследования в этой главе будут проводиться 
при следующих предположениях: 

a) трение в подшипниках рамок и ротора отсутствует; 

b) оси вращения рамок и ротора пересекаются в одной точке; 

c) рамки и ротор являются абсолютно твердыми телами; 

б) в нормальном положении рамок и ротора их главные оси 
инерции совпадают и направлены вдоль осей вращения рамок и ро¬ 
тора. 

Главные моменты инерции трех тел системы обозначим следую¬ 
щим образом: 

для ротора А к , В к , С я ; 

для внутренней рамки А\ В у , С у ; (4.31) 

для внешней рамки А А , —, —. 

Положение в пространстве указанных трех тел определяется угла¬ 

ми а, р и у, которые являются углами поворота внешней рамки, 
внутренней рамки и ротора вокруг соответствующих осей. Проек¬ 
ции векторов ©^, ©{ и угловых скоростей ротора и рамок на 

оси связанных с ними трехгранников имеют вид [см. также (1.51)]: 

©{* = а соз р С 05 у + Р зіп у, 


©^ = — а соз р зіп у + р соз у, 
© 3 * = —[~ бс зіп. р, 

©{ = а созр, ©^ = а, 


со'=Р, ©2=0, 

©' = а зіп р, ©^ = 0. 


(4.32) 


При исследовании различных случаев движения системы мы будем 
применять методы, которые наиболее подходят для рассматривае¬ 
мой задачи. Так, при исследовании движения тяжелого симмет¬ 
ричного гироскопа в кардановом подвесе целесообразно использо¬ 
вать выражение полной энергии системы для вывода уравнений 
движения методом Лагранжа. В случае несимметричного гиро¬ 
скопа в кардановом подвесе более удобными для исследования 
являются уравнения движения в форме Эйлера (см., например, 
[32]). Для качественного исследования форм движения следует 
использовать метод фазовой плоскости, обладающий преимуще¬ 
ством наглядности. С каждым из этих трех методов читатель 
встретится в последующем изложении. 


4.3. Тяжелый симметричный гироскоп в кардановом подвесе 

В дополнение к сделанным выше предположениям будем считать, 
что ротор симметричен ( А п = В п ), ось внешней рамки (ось 1) 
вертикальна, общий центр тяжести ротора и внутренней рамки ле- 
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жит на оси симметрии ротора ($і = $ 2 = 0, $ 3 = $=т^0). Если 
5 ;> 0, то при |3 = + я/2 гироскоп будет стоячим (центр тяжести 
находится выше точки подвеса), а при (3 = —я/2 — висячим. Ино¬ 
гда оказывается неудобным менять угол |3 в столь широких пре¬ 
делах. Тогда при близких к я/2 значениях (3 можно получить стоя¬ 
чий или висячий гироскоп, полагая 5 > 0 или 5 < 0 соответственно. 


4.3.1. Общее решение. Для вывода уравнений движения исполь¬ 
зуем выражение кинетической и потенциальной энергии V всей 
системы. Так как ось внешней рамки вертикальна, потенциальная 
энергия зависит только от угла (3 и не зависит от а: 

Ѵ = 05 5Іп|3, (4.33) 

где О — вес ротора и внутренней рамки. 

Для кинетической энергии справедливо следующее выражение: 

т = т* + Т 1 + Т А = Ѵг 2 [А х (©О 2 + В* (сог ) 2 + с х (®з)Д 

х—%, /, А 

которое после несложных преобразований приводится к виду 
т = 1/ 2 {а 2 [А соз 2 13 + {А А + С у ) зіп 2 (3] + |3 2 В + С* (у+а зіп |3) 2 }; (4.34) 
здесь введены обозначения 


А = А* + А 3 + А А , В = В* + В у . 


Аналогично случаю Лагранжа можно найти три первых инте¬ 
грала уравнений движения тяжелого симметричного гироскопа в 
кардановом подвесе. Два из них обнаруживаются благодаря тому, 
что углы а и у являются циклическими координатами: выражения 
для Т и V содержат лишь производные от этих углов, но не сами 
углы. Взяв в уравнении Лагранжа (1.87) в качестве обобщенной 
координаты угол у и использовав (4.34), получим 


или 


дТ 

ду 


= С Я (у + а зіп |3) = сопзі, 


со^ = у + а 8 іпр = © 0 . 


(4.35) 


Таким образом, проекция кинетического момента ротора, а вме¬ 
сте с ней и проекция угловой скорости ротора на ось ротора 
остаются постоянными. Механически это объясняется как след¬ 
ствие введенного выше предположения об отсутствии сопротивле¬ 
ния вращению ротора. Из уравнения Лагранжа для обобщенной 
координаты а вытекает далее, что вертикальная составляющая 
кинетического момента всей системы сохраняет постоянное зна¬ 
чение: 

= а [А соз 2 (3 + {А А + зіп, 2 13] + С н щ зіп |3 = # 0 = сопзі (4.36) 
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Данному факту тоже можно дать наглядное механическое истолко¬ 
вание. Внешними моментами, действующими на систему, являются 
момент силы тяжести и момент реакций в подшипниках оси внеш¬ 
ней рамки, приложенный к внешней рамке. Вследствие предполо¬ 
жений о вертикальности оси внешней рамки и отсутствии трения 
в подшипниках векторы этих моментов лежат в горизонтальной 
плоскости, т. е. их проекции на вертикаль равны нулю. 

Для гироскопа в кардановом подвесе при введенных предпо¬ 
ложениях имеет место, кроме интегралов (4.35) и (4.36), выра¬ 
жающих постоянство проекций кинетических моментов ротора и 
всей системы, еще один интеграл — закон сохранения полной ме¬ 
ханической энергии Т + V = Е 0 , или в развернутом виде 

а 2 [А соз 2 р + (А А + С-0 зіп 2 р] + Р 2 Д + С*со 2 + 205 зіп р = 2 Е 0 . (4.37) 


Используя данные интегралы, найдем общее решение уравнений 
движения. Из (4.36) следует 


_ Н о — С^сор зіп Р 

А соз 2 р + (А а + С у ) зіп 2 р 


(4.38) 


Подставив это выражение в (4.37) и разрешив относительно р, 
получим 

(#о — С^со 0 зіп р) 2 


5р 2 = 2 Е 0 — С^со 2 — 205 зіп р — 


А соз 2 р + (А а + С у ) зіп 2 р * 


(4.39) 


или 


Р 2 =т 


Для того чтобы легче было использовать в рассматриваемой за¬ 
даче результаты, полученные для случая Лагранжа, введем замену 


зіп р = и, р —а/созр. (4.40) 

Тогда имеем 


й 2 = (1 — и 2 ) { 


2 Е 0 — С^соо 
В 


20з (Я 0 - С*со 0 и) 2 

В и ~ В [А - (Л у + А* - С у ) и 2 ] 


=Ц(и). 

(4.41) 


Если моменты инерции рамок обращаются в нуль, то это уравне¬ 
ние переходит в уравнение (3.46), справедливое для случая Ла¬ 
гранжа. Однако в данной задаче гироскопическая функция I](и) 
будет уже не многочленом, а дробно-рациональной функцией, так 
что квадратуры, которые появятся в процессе решения, не выра¬ 
жаются через известные функции, и для их нахождения следует 
использовать численные или графические методы. 



Рис. 4.4. Траектории вершины гироскопа в кардановом подвеса.при движении в окрестности 
полюса, рассчитанные теоретически (а и Ь) и полученные экспериментально (с и <і). 



Рис, 4.5. Экспериментально полученные траектории вершины стоячего (а) и висячего (Ъ) 

гироскопа. 
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Из уравнения (4.39) после интегрирования получим 

1 = іо + I Уш = (4,42) 

откуда путем обращения находим р = р(0- Если подставить эту 
функцию в (4.38), то после еще одного интегрирования опреде¬ 
ляется а = а(і). Наконец, подстановка найденных функций в 
(4.35) и снова интегрирование дает у = у (і). Следовательно, най¬ 
дено общее решение уравнений движения тяжелого гироскопа в 
кардановом подвесе с вертикальной осью внешней рамки. 

С помощью этого решения удалось установить, что движение 
гироскопа в кардановом подвесе только тогда существенно и даже 
качественно отличается от движения твердого тела в случае Ла¬ 
гранжа, когда вершина гироскопа находится в окрестности полюса 
единичной сферы с центром в точке подвеса или проходит через 
этот полюс. В момент, когда вершина гироскопа совпадает с по¬ 
люсом, рамки оказываются лежащими в одной плоскости, так что 
ось ротора совпадает с осью внешней рамки. В этом положении 
рамки складываются, что может привести к появлению возмущаю¬ 
щих сил, существенно влияющих на движение гироскопа в кар¬ 
дановом подвесе. Пример такого влияния показан на рис. 4.4, где 
представлены проекции траекторий вершины гироскопа на гори¬ 
зонтальную плоскость. На рис. а) и Ь) изображены траектории, 
рассчитанные теоретически, а на рис. с) и б)—траектории, полу¬ 
ченные экспериментально, причем все траектории найдены при 
следующих одинаковых начальных условиях: в момент і = 0 по 
вертикальной оси ротора (вершина гироскопа находится в верхнем 
полюсе) производится боковой удар. Траектории а) и с) соответ¬ 
ствуют случаю Лагранжа, траектории Ь) и б) —гироскопу в кар¬ 
дановом подвесе. Существенное различие между ними состоит в 
том, что кривизна траекторий в случае Лагранжа остается почти 
постоянной, а траектории для гироскопа в кардановом подвесе в 
окрестности полюса заметно спрямлены. Кроме того, направление 
смещения среднего положения вершины гироскопа, показанное 
штриховой стрелкой, оказывается в этих двух случаях противопо¬ 
ложным. 

На рис. 4.5 представлены экспериментально полученные траек¬ 
тории, охватывающие верхний полюс, т. е. значения угла (3 близки 
к я/2. В случае а) $ > О (стоячий гироскоп), а в случае Ъ) $ < О 
(висячий гироскоп). В последнем случае обнаруживается типич¬ 
ная для гироскопа в кардановом подвесе деформация траектории, 
обусловленная приближением к верхнему полюсу. 

4.3.2. Фазовый портрет движения. Различные возможные виды 
движения по углу р можно наглядно представить с помощью фазо¬ 
вого портрета. В качестве исходного уравнения возьмем уравне* 
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ние (4.39), записанное в следующем виде: 


где 


Р 2 = Е(Р) = [2 Е 0 -тѵв, 


}ф) = С*ѵ>* + 208$т$ + 


(Но - С^соо 5 ІП р ) 2 

А С 05 2 Р + (Д А + ЗІП 2 Р 


(4.43) 

(4.44) 


Уравнение (4.43) будем рассматривать как интеграл энергии для 
некоторой консервативной системы с одной степенью свободы, для 

которой р является обобщенной координатой; тогда р 2 и /(Р) мо¬ 
жно считать пропорциональными кинетической и потенциальной 
энергии этой системы. Если потенциальная функция /(р), в выра¬ 
жение которой входят постоянные ©о и # 0 , известна, то для любого 
значения постоянной энергии Е 0 при помощи (4.43) можно по¬ 
строить соответствующую фазовую траекторию Р(Р). Для этого, 
как показано на рис. 4.6, на график потенциальной функции /(Р) 
следует нанести энергетический уровень в виде прямой, параллель¬ 
ной оси абсцисс и отстоящей от нее на расстояние 2 Е 0 \ тогда раз¬ 
ность между ординатами этой прямой и кривой /(Р) будет равна 

значениям В р 2 . Очевидно, нас должна интересовать лишь та об¬ 
ласть изменения угла р, для которой указанная разность неотри¬ 
цательна, так как движение имеет место только при р 2 ^ 0. Варьи¬ 
руя значения постоянной энергии Е 0 , можно указанным спосо¬ 
бом построить фазовые траектории, соответствующие различным 
типам движения. На рис. 4.6 изображены фазовые траектории для 
семи значений Е 0 , из которых три являются характеристическими 
значениями, разграничивающими качественно различные типы 
движения. Первое характеристическое значение Е 0 определяется 
из условия, что график функции касается энергетического уровня 
в точке минимума. В этом случае на фазовой плоскости имеем по¬ 
ложение равновесия 1, соответствующее регулярной прецессии ги¬ 
роскопа, когда р = ро- Подробнее регулярная прецессия будет рас¬ 
смотрена в следующем пункте. 

Второму характеристическому значению Е 0 , определяемому из 
условия касания кривой К р) энергетического уровня в точке про¬ 
межуточного максимума при р = —90°, соответствует в качестве 
фазовой траектории сепаратриса 3. Наконец, при касании в точке 
главного максимума (Р = +90°) получаем сепаратрису 6, соответ¬ 
ствующую третьему характеристическому значению Е о. 

Промежуточные значения Е 0 могут дать три различных типа 
движения. Кривые, лежащие внутри сепаратрисы 3, представляют 
возмущенную прецессию, при которой угол р периодически колеб¬ 
лется около значения ро, соответствующего положению равновесия 
1. При этом траектории вершины гироскопа (представленные на 
рис. 4.5) не проходят через полюс. Фазовым траекториям, лежащим 
между сепаратрисами 3 и 6, соответствует такой тип движения ги¬ 
роскопа, при котором его вершина проходит через нижний полюс 


7* 
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и не проходит через верхний (рис. 4.4Ъ). Экспериментально найден¬ 
ная траектория на рис. 4.4(1 показывает влияние неучтенного в тео¬ 
рии трения: проходившая сначала через полюс вершина гироско¬ 
па вследствие диссипации энергии уже не может преодолеть 



Рис. 4.6. График потенциальной функции ИР) и фазовые траектории для тяжелого сим¬ 
метричного гироскопа в кардановом подвесе. 


потенциальный барьер при р = 90° и остается в потенциальной 
яме — вблизи точки 1. 

При достаточно больших значениях постоянной энергии Е 0 (фа¬ 
зовая траектория 7) внутренняя рамка вращается, так что вер¬ 
шина гироскопа проходит через оба полюса. Это движение тоже 
является периодическим. 

Сепаратрисам 3 и 6 соответствуют асимптотические движения. 
Действительно, если в непосредственной окрестности неустойчивых 
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положений равновесия р = ±90° уравнение сепаратрисы заменить 

приближенно уравнением касательной |І = — с (р =р я/2), то, решив 
это дифференциальное уравнение, получим 

Р = ± я/2 + [Р (0) я/2] е~ сі . 

Следовательно, вершина гироскопа может лишь асимптотически 
приближаться к неустойчивому полюсу, подобно плоскому маят¬ 
нику, приближающемуся к верхнему положению равновесия. 

Из фазового портрета на рис. 4.6 можно найти движение гиро¬ 
скопа только по углу р. Однако, используя (4.38), нетрудно по¬ 
строить график зависимости а(р), позволяющий определить и ази¬ 
мутальное движение гироскопа. Формула (4.38) не содержит по¬ 
стоянной энергии Ео, поэтому данной потенциальной кривой /(Р) 
соответствует только одна кривая а(Р). 

Если варьировать постоянные интегрирования соо и Я 0 , опреде¬ 
ляемые равенствами (4.35) и (4.36), то получатся различные 
виды графиков функции /(р) и соответственно различные фазовые 
портреты. На рис. 4.7 показан характер изменения графика функ¬ 
ции /(р) при варьировании Я 0 . Исходя из этих данных, нетрудно 



Рис. 4.7. Графики потенциальной функции для тяжелого симметричного гироскопа в кар¬ 
дановом подвесе при различных значениях начального кинетического момента Я». 


дать обзор всех возможных форм движения, однако такой подроб¬ 
ный анализ мы здесь проводить не будем. 

Следует только указать на то, что каждой точке максимума 
функции /(р) соответствует неустойчивое положение равновесия, 
а каждой точке минимума — устойчивое положение равновесия. 
В фазовой плоскости положения равновесия обоих типов изобра¬ 
жаются точками на оси р. Однако если устойчивое положение рав¬ 
новесия окружается соседними фазовыми траекториями (поэтому 
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его называют центром ), то вблизи неустойчивого положения равно¬ 
весия фазовые траектории похожи на гиперболы, центр симметрии 
которых совпадает с неустойчивым положением равновесия (по¬ 
этому его называют седлом). Сепаратрисы, проходящие через 
седло, будут асимптотами фазовых траекторий. Через каждую точ¬ 
ку фазовой плоскости, за исключением положений равновесия, яв¬ 
ляющихся особыми точками, проходит одна-единственная фазовая 
траектория. Следовательно, любым заданным начальным условиям 
соответствует однозначно определенное движение гироскопа в кар¬ 
дановом подвесе. 

4.3.3. Частные решения. Исходное уравнение для угла р, которое 
мы еще не рассматривали, допускает, как легко показать, два част¬ 
ных решения, представляющих особый интерес. Используя (4.33) 
и (4.34), запишем уравнение Лагранжа второго рода 

— / дГ \ дТ . дЦ д 

йі \ д|3 / д|3 др 


в развернутом виде: 

Вр + ( А н + А 3 — С 3 ) зіп р сов Ра 2 — С к щ соз Ра + Оз соз р = 0. 

(4.45) 

Это уравнение имеет частное решение Р = Ро, если 

[а 2 (Л^ А 3 — С 3 ) зіп Ро — аС^со 0 + 0$] соз Ро = 0* (4.46) 

Данное условие выполняется в двух случаях: 

а) соз Ро = 0; Ро = ± я/2; (4.47) 


Ь) а = СЦ 
а = а 2 


С я со 0 


2 (Л* + Л 1 - С 1 ) зіп Ро 


1 ± 




405 (Л* + А 3 — С ] ) ЗІП Р( 


(с«) 


2 2 
СОп 


. (4.48) 


Таким образом, при движении гироскопа в кардановом подвесе 
возможны такие стационарные режимы, когда ось ротора занимает 
вертикальное положение (случай а)) или образует произвольный, 
но постоянный угол ро с горизонтальной плоскостью (случай Ъ)). 
В последнем случае азимутальные движения гироскопа должны 
происходить с угловыми скоростями сц или <х 2 , которые опреде¬ 
ляются из (4.48). Такое движение называется регулярной прецес¬ 
сией , причем угловой скорости соответствует, как и для гиро¬ 
скопа Лагранжа, быстрая прецессия (лучше сказать нутация ), а 
угловой скорости сс 2 — медленная прецессия . Зависимость этих уг¬ 
ловых скоростей от Ро показана на рис. 4.8. Если ось ротора нахо- 
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дится в горизонтальной плоскости (Ро = 0), то может осущест¬ 
вляться только медленная прецессия с угловой скоростью 

. Оз 


Как и в случае гироскопа Лагранжа, нутация и прецессия гиро¬ 
скопа в кардановом подвесе для стоячего гироскопа имеют одина¬ 
ковые направления, а для висячего гироскопа — противоположные. 



Рис. 4.8. Зависимость угловых скоростей прецессии и нутации тяжелого симметричного гиро¬ 
скопа в кардановом подвесе от угла наклона (3 0 оси ротора. 


При обычной конструкции гироскопа в кардановом подвесе 
выполняется условие С 1 < А н + Л* 7 , поэтому подкоренное выраже¬ 
ние в формуле (4.48) будет заведомо положительным, если 
5 зіп р 0 < 0. Данное неравенство означает, что центр тяжести нахо¬ 
дится ниже точки подвеса (висячий гироскоп). Для стоячего гиро¬ 
скопа действительные значения <х 1>2 возможны лишь при доста¬ 
точно быстро вращающемся роторе. При медленно вращающемся 
роторе существует, правда, частное решение (4.47), однако оно, 
как будет показано в п. 4.3.4, для стоячего гироскопа неустойчиво. 

4.3.4. Устойчивость вертикального положения оси гироскопа в кар¬ 
дановом подвесе. Частное решение (4.47) допускает произвольные, 
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но постоянные угловые скорости вращения ротора и внешней 
рамки, так как при соз |3 = 0 из (4.35) и (4.38) следует, что а = осо 
и у = у 0 . Но устойчивым будет не любое из этих возможных дви¬ 
жений. Это нетрудно показать, если рассмотреть возмущенное дви¬ 
жение, для которого значения угла р близки к р = я/2. Сделаем 
в уравнении (4.45) замену р = я/2 + '&, где угол Эйлера Ф считаем 
малой величиной: |'&| <С 1, так что зіп р « 1, соз р « — Ф; в резуль¬ 
тате получим 

ВЪ + [— а 2 (А* + А 3 — С 1 ) + аС*со 0 -0$] ф = ВЪ + г (а)Ф = 0. (4.49) 

Выражение в квадратных скобках, которое мы обозначили через 
г (а), можно считать коэффициентом восстанавливающей силы. 
Любое решение Ъ(і) будет устойчивым тогда и только тогда, когда 



Рис. 4.9. График коэффициента г (й) восстанавливающей силы при малых отклонениях от 

вертикали оси гироскопа в кардановом подвесе. 


коэффициент г(а) положителен. На рис. 4.9 представлен график 
зависимости г (а). Условие г(а)> 0 выполняется лишь в интервале 

а 2 < а < а { . (4.50) 

Таким образом, устойчивость вертикального положения оси гиро¬ 
скопа в кардановом подвесе имеет место только тогда, когда вели¬ 
чина угловой скорости внешней рамки лежит в определенном ин¬ 
тервале. Для висячего гироскопа (з < 0) имеем 

<Х 2 < о < &!, 

а для стоячего ($ >> 0) 

0 < а 2 < 

Отсюда, в частности, следует, что стоячий гироскоп с неподвижной 
внешней рамкой и сколь угодно быстро вращающимся ротором 
неустойчив. Он будет устойчив, если внешняя рамка вращается в 
ту же сторону, что и ротор, с угловой скоростью ос, удовлетворяю¬ 
щей условию (4.50). Висячий гироскоп будет, напротив, устойчив 
при а = 0 и даже при не слишком быстром вращении внешней 
рамки в направлении, противоположном направлению вращения 
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ротора. Граничные значения для а являются в силу (4.49) корнями 
квадратного уравнения г(а) = 0; их можно найти и из (4.48) при 
Ро = я/2 и 5 > 0. Эти корни будут действительными, если 

СЯсоо > ѴА0з (Л* + Л' — С'). (4.51) 

При А 1 = С 1 = 0 это неравенство переходит в условие (3.70) 
устойчивости гироскопа Лагранжа, поэтому его можно рассматри¬ 
вать как обобщение (3.70). Но в случае гироскопа в кардановом 
подвесе к (4.51) следует присоединить в качестве необходимого 
условия устойчивости двойное неравенство (4.50). 

Указанные условия устойчивости были получены методом ма¬ 
лых колебаний из линеаризованного уравнения движения (4.49) и 
являются необходимыми условиями. Покажем, что в данном случае 
они оказываются и достаточными условиями устойчивости. Для 
этого мы будем исследовать устойчивость прямым методом Ляпу¬ 
нова (см., например, книгу Четаева [32]). 

Мы рассматриваем частное решение 

Р = Ро = я/2, ѵ = Ѵо, & = а 0 . 

Возмущенному решению соответствуют отклонения х\, % 2 , * 3 , так 
что 

Р = я/2 -|- Х \, у = Ѵо 4“ х 2 > & = &о “Ь Х 3 . (4.52) 

Относительно величин х\, Х 2 , х ъ уже нет необходимости предпола¬ 
гать, что они малы. Целесообразно ввести еще одну зависимую 
от предыдущих величину 

х\ = 1 — соз х^ = 1 — зіп Р ^ 0. (4.53) 

Далее мы должны, следуя Четаеву, построить по трем известным 
первым интегралам уравнений движения функцию Ляпунова, раз¬ 
ложение которой по степеням отклонений должно начинаться с 
квадратичных членов, образующих знакоопределенную форму. 

Первый интеграл (4.35) в силу (4.52) и (4.53) приводится 
к виду 

х 2 + х 3 — %х\ — х г х\ = К [У (4.54) 

где Кі — новая постоянная. Аналогично интеграл кинетического 
момента (4.36) и интеграл энергии (4.37) запишем, используя но¬ 
вые постоянные К 2 и Кг и обозначения 

А А + С у = Р 9 А* + А 3 — (У = <2, (4.55) 

следующим образом: 

х 3 Р + х\ (2а 0 <2 — С* 0 О ) + х ? х^Сі — ^а 0 <2 — х :і х\0. = К 2 , (4.56) 

х 3 2а 0 Р 4" х\В 4~ х 3 Р 4- Х 4 % (®о^ — О5) 4" х 3 х%4а — 

— х\а\0. — х, л х\2а ( р> 4- х\х\20. — х\х\($ — К у (4.57) 
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Функцию Ляпунова V возьмем в виде 

V = Кг + Яі К\ + А 2 Л 2 ; (4.58) 

значения постоянных множителей Х\ и ^ будут выбраны позднее. 
Полная производная по времени от этой функции обращается 
тождественно в нуль: йѴ/йі = 0, так как V является линейной 
комбинацией постоянных. На основании теоремы Ляпунова для 
устойчивости рассматриваемого решения достаточно, чтобы при 
надлежаще подобранных коэффициентах Хі и Х2 разложение функ¬ 
ции V по степеням аргументов Хі начиналось со знакоопределенной 
квадратичной формы. Используя (4.54), (4.56) и (4.57), нетрудно 
установить, что линейная часть функции (4.58) имеет вид 
*з<2(^2 + 2а 0 ) и для ее исключения следует выбрать Х2 = — 2а 0 ; 
тогда функция Ляпунова запишется следующим образом: 

V = х\В + (х 2 + х 3 у \ + х\Р + х\2 (а 0 С*со 0 - Оз — Щ + 

+ {— ( Х 2 + Х з) *4 2Л 1 й 0 ~ Х 2 Х 3 Х 4 2 ^1 + Х 3 Х 4 2 № ~ Л і) + 

+ Х\а\ {С} + Я,) + ***$ (Я 1 - <?)}. (4.59) 

Члены, заключенные в фигурные скобки, имеют порядок малости 
выше второго и не влияют на дальнейшее исследование. Квадра¬ 
тичная форма, образованная первыми четырьмя слагаемыми, бу¬ 
дет определенно-положительной, если 

^>0 

и 

а 0 С*© 0 — Оз — с $2 > 0, (4.60) 

ибо коэффициенты В и Р заведомо положительны. Первому тре¬ 
бованию можно удовлетворить всегда, взяв в качестве любое 
положительное число. Следовательно, в качестве единственного, но 
теперь уже достаточного условия устойчивости остается неравен¬ 
ство (4.60), которое совпадает с полученным ранее условием по¬ 
ложительности коэффициента восстанавливающей силы г (а) в 
формуле (4.49). Тем самым показано, что найденные выше усло¬ 
вия (4.50) и (4.51) устойчивости рассматриваемого движения от¬ 
носительно переменных (3, р, а и у являются необходимыми и до¬ 
статочными. 


4.4. Уход астатического симметричного гироскопа 

в кардановом подвесе 

Гироскоп в кардановом подвесе будет астатическим, если распре¬ 
деление масс ротора и внутренней рамки таково, что их общий 
центр масс совпадает с точкой подвеса (точкой пересечения осей 
карданова подвеса); ось такого гироскопа может сохранять любое 
направление в пространстве. Однако в отличие от одного твердого 
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тела, например опирающегося на острие в центре тяжести, аста¬ 
тический гироскоп в кардановом подвесе нельзя считать свободным 
от действия внешних сил, так как на систему могут передаваться 
через подшипники внешней рамки возникающие в них реактивные 
моменты, векторы которых перпендикулярны оси внешней рамки. 
Возможно, что при колебаниях оси ротора моменты могут приве¬ 
сти к изменению ее среднего направления, т. е. к уходу (дрейфу) 
гироскопа. Этот эффект играет особую роль при практических при¬ 
ложениях гироскопа в кардановом подвесе, поэтому рассмотрим 
его подробнее на одном примере и укажем способ приближенного 
аналитического исследования. 

Если в результатах, полученных в предыдущих параграфах, по¬ 
ложить $ = 0, то они будут относиться к астатическому гироскопу 
в кардановом подвесе. Особенно нас интересуют точные решения, 
которые могут быть найдены путем численного интегрирования 



Рис 4.10. Траектория вершины астатического гироскопа, опирающегося на острие (слева) 

и в кардановом подвесе (справа). 


уравнения (4.41). Два из них показаны на рис. 4.10. Слева изобра¬ 
жена траектория вершины астатического гироскопа без карданова 
подвеса (гироскопа, опирающегося на острие), соответствующая 
его нутационным колебаниям 1 ). В этом случае ось гироскопа дви¬ 
жется по поверхности прямого кругового конуса, поэтому на еди¬ 
ничной сфере с центром в начале координат траектория представ¬ 
ляет собой окружность — кривую пересечения конуса нутации со 
сферой. Справа показана траектория вершины гироскопа в карда¬ 
новом подвесе при тех же самых начальных условиях. Кроме 


Л ) Для астатического симметричного гироскопа без карданова подвеса решение уравнений 
движения выражается через элементарные функции. «*> Прим. ред. 
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деформации траектории, здесь наблюдается смещение среднего по¬ 
ложения оси ротора вдоль одной из параллелей. Сама траектория 
лежит между двумя граничными параллелями. 

Для применяемых на практике быстровращающихся гироскопов 
амплитуда нутационных колебаний мала, и мы воспользуемся этим 
обстоятельством в процессе приближенного решения уравнений 
движения, имеющих вид 

а [А соз 2 р + {А А + С 3 ) зіц 2 р] — сф (Л* + А* — С 3 ) зіп 2р + 

+ рС^соо соз Р = 0, (4.61) 

РВ + а 2 (А 1 * + А 3 — С 3 ) зіп р соз р — аС*© 0 соз р = 0. 

Первое уравнение мы получили дифференцированием по времени 
равенства (4.36), второе следует из (4.45) при 5 = 0. 

Уравнения (4.61) имеют частное решение а = 0, Р = Ро, озна¬ 
чающее, что ось вращающегося гироскопа может принимать и со¬ 
хранять произвольное фиксированное в пространстве направление. 
Для близких движений положим 

Р = Ро + х 9 х = р, (4.62) 


где отклонение х считается достаточно малым, чтобы можно было 
пренебречь его квадратом и считать зіп р « зіп р 0 + л; соз Ро, 
соз р « соз Ро — х зіп р 0 . Тогда уравнения (4.61) переходят в си¬ 
стему уравнений 


а А 0 + рС^соо соз р 0 = /? а , 
РВ — аС^соо соз Ро = 


(4.63) 


Здесь введены обозначения 


Я а = ар (А* + А 3 — С 3 ) зіп 2р 0 + х [а (А* + А 3 — С 3 ) зіп 2р 0 + 

+ сф (А в + А 3 — С 3 ) 2 соз 2р 0 + рС^соо соз р 0 ], 
= — а 2 (А* + А 3 — С 3 ) зіп Ро соз р 0 — 

— х [а 2 (А 1 * + А 3 — С 3 ) соз 2р 0 + зіп р 0 ], 
А 0 = А соз 2 Ро + ( А А + С 3 ) зіп 2 р 0 . 


Правые части Я а и представляют совокупность оставленных 
в уравнениях нелинейных членов. Уравнения будем решать мето¬ 
дом итераций, причем на первом итерационном шаге полагаем 
= 0. Полученная система линейных однородных уравне¬ 
ний имеет решение 


а = а А соз со м і, 

Р = Ро + Рл Зіц = Ро + а л У А°/В зіп, со ы і. 


(4.64) 
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Через ал обозначена амплитуда нутационных колебаний по углу а, 
частота которых соіѵ определяется формулой 


_ С^СОр соз ро 

~ ]ГШ 


(4.65) 


Траекторией вершины гироскопа на картинной плоскости, соответ¬ 
ствующей решению (4.64), будет эллипс, параметры которого за¬ 
висят от моментов инерции и от угла Ро. 

Чтобы сделать второй итерационный шаг, следует подставить 
найденное в первом приближении решение (4.64) в уравнения 
(4.63); получится система линейных неоднородных уравнений, пра¬ 
вые части которых содержат периодические слагаемые с частотами 
соіѵ, 2соіѵ, Зсоіѵ и постоянные слагаемые, возникающие при перемно¬ 
жении тригонометрических функций. Мы будем искать только 
среднюю скорость ухода. Исключая из рассмотрения налагаю¬ 
щиеся на уход колебания, осредним полученные уравнения за ма¬ 
лый период нутации Тм = 2л/соіѵ. Средние значения правых частей 
будут равны 




К 




(4.66) 


Г у*» '■ • 

= у а л м /ѵ 8ІП Ро СЧ]/ "1-(Л* + А ] — С } ) «Од, соз Р 0 , 


а средние значения производных от углов а и (3 определяются, как 
следует из (4.63), равенствами 

т- = _^ 

С^С0 0 СОЗ ро * С^СОо СОЗ Ро 


Используя (4.65) и (4.66), окончательно находим 

• о ( л А _|_ — 




а 2 А С 


ю 0 ЗІП Ро (А 1 


2 А°В 


Р =0. 


(4.67) 


Таким образом, осредненное движение оси гироскопа совершается 
по поверхности прямого кругового конуса, ось которого_совпадает 

с осью внешней рамки, со средней угловой скоростью а, пропор¬ 
циональной квадрату амплитуды нутационных колебаний ал и соб¬ 
ственному кинетическому моменту С к соо; кроме того, средняя ско¬ 
рость ухода зависит от среднего угла поворота Ро внутренней 
рамки и моментов инерции. При Ро = 0 ухода гироскопа не проис¬ 
ходит. Средний угол поворота Ро внутренней рамки остается по¬ 
стоянным, так как р = 0. 
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Механическое объяснение того факта, что движение оси гиро¬ 
скопа, вдоль которой направлен вектор собственного кинетического 
момента, происходит только в азимутальном направлении, состоит 
в следующем: при отсутствии трения через подшипники вертикаль¬ 
ной оси внешней рамки могут передаваться только моменты, век¬ 
торы которых лежат в горизонтальной плоскости, поэтому конец 
вектора кинетического момента может двигаться только вдоль 
параллели. 



Рис. 4.11. К качественному объяснению 
явления ухода астатического гироскопа 
в кардановом подвесе под влиянием нута¬ 
ционных колебаний. 


Рис. 4.12 Зависимость момента инерции Л° 
всей системы относительно оси внешней 
рамки от угла (3 0 наклона гироскопа. 


Другое наглядное объяснение того же явления можно дать с 
помощью закона сохранения энергии. В первом приближении вер¬ 
шина гироскопа движется по замкнутой кривой между двумя гра¬ 
ничными параллелями (рис. 4.11). В положениях 1 и 2 имеем р = 
= 0, поэтому в этих точках энергия всей системы 

Т =Ѵ 2 Л°а 2 +ѴгС^. (4.68) 

Второе слагаемое здесь постоянно, значит, первое слагаемое в по¬ 
ложениях 1 и 2 должно иметь одинаковые значения. График, по¬ 
казывающий зависимость (4.63/3) момента инерции А 0 всей си¬ 
стемы относительно вертикальной оси от угла р 0 , построен на 
рис. 4.12, где 

2о)<Л°(Ріо) 

и, следовательно, 

I а (Рао) I > I а (Ріо) |. 

Таким образом, если Ро > 0, то азимутальная скорость на верхней 
граничной параллели больше, чем на нижней, так что действитель¬ 
ная траектория не будет замкнутой, и средний уход совершается 
в направлении, совпадающем с направлением движения в точке 2, 
лежащей на верхней граничной параллели. 
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Нутационные колебания гироскопа, будучи свободными колеба¬ 
ниями, неизбежно должны затухать. При уменьшении амплитуды 

ал нутационных колебаний средняя скорость ухода а тоже умень¬ 
шается, так что при а-* 0 угол ухода гироскопа стремится к ко¬ 
нечному значению. 

4*5. Устойчивость астатического несимметричного 
гироскопа в кардановом подвесе 

Устойчивые движения гироскопа в кардановом подвесе с несим¬ 
метричным ротором коренным образом отличаются от известных 
устойчивых движений одного твердого тела в случае Эйлера 
(гл. 2), когда устойчивыми являются вращения вокруг двух глав¬ 
ных осей инерции, а вращение вокруг третьей оси неустойчиво. Для 
гироскопа в кардановом подвесе тоже возможны вращения вокруг 
осей, с которыми совпадают главные оси инерции всех трех тел. 
Их устойчивость зависит не только от формы одного ротора, но и 
от распределения масс обеих рамок. Оказывается, например, что 
в описанном ниже устройстве, с помощью которого Прандтль де¬ 
монстрировал устойчивость эйлеровых вращений, можно также 



Рис. 4.13. Колесо Прандтля. 


получить устойчивые вращения ротора вокруг всех трех его глав¬ 
ных осей или случай, когда вращение ротора вокруг одной из глав¬ 
ных осей устойчиво, а вокруг двух остальных неустойчиво. 

Остроумный прибор Прандтля представляет собой выложенный 
свинцом обод велосипедного колеса, которому с помощью стерж¬ 
невого подвеса обеспечено свободное вращение вокруг трех осей 
(рис. 4.13). На ободе закреплены еще два дополнительных груза, 
поэтому его главные моменты инерции попарно не равны. 
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Стационарными движениями в рассматриваемом устройстве 
являются 

1) вращение вокруг оси ротора, 

2) вращение вокруг вертикальной оси подвеса при таком поло¬ 
жении невращающегося ротора, что дополнительные грузы нахо¬ 
дятся на наибольшем расстоянии от вертикальной оси, 

3) то же, что и в случае 2, но при повернутом на 90° роторе. 
Эти движения мы будем называть вращениями Прандтля. 

С помощью других дополнительных грузов, помещенных на 
удлиненной оси ротора, можно изменять моменты инерции всей 
системы и добиться того, чтобы момент инерции относительно оси 
ротора оказался наибольшим, средним или наименьшим среди 
главных моментов инерции всей системы. 

Три вращения Прандтля по существу можно указать и для 
гироскопа в кардановом подвесе. При этом указанные выше отли¬ 
чия от эйлеровых движений проявляются даже лучше, чем для ко¬ 
леса Прандтля. Кроме того, гироскоп в кардановом подвесе до¬ 
пускает любой угол поворота вокруг оси внутренней рамки, в то 
время как соответствующий угол поворота стержневого подвеса 
колеса Прандтля ограничен возможностью опрокидывания. В то 
же время оказывается, что наклон внутренней рамки существенно 
влияет на устойчивость вращения вокруг оси ротора. Это будет 
показано ниже. 

4.5.1. Уравнения движения и частные решения. В силу (4.31) и 
(4.32) кинетическая энергия несимметричного гироскопа в карда¬ 
новом подвесе записывается в виде 

Т = і/ 2 {а 2 [соз 2 (3 ( А я соз 2 у + зіп 2 у + Л у + А А ) + 

+ зіп 2 Р (С* + С у + А А )\ + Р 2 (А* зіп 2 у + В* соз 2 у + В у ) + у 2 С* + 

+ сф ( А я — В я ) соз р зіп 2у + ау2 С Е зіп р}. (4.69) 

Это выражение при А Е = В п переходит в (4.34). Но теперь вме¬ 
сте с производной от угла у в него входит и сам угол, который 
уже не является циклической координатой. Поэтому здесь не 
удается получить достаточное количество интегралов уравнений 
движения, чтобы найти их общее решение, как это было сделано 
в случае симметричного ротора в п. 4.3. Мы выпишем сами урав¬ 
нения движения и укажем некоторые частные решения. 

Уравнения движения, полученные из (1.87) и (4.69), имеют при 
V = 0 следующий вид: 

а [соз 2 р (Л^ соз 2 у + В 1 * зіп 2 у + Л у + А А ) + зіп 2 р (С^ + С у -}- А А )\ + 

+РѴ 2 (А 1 *— В я ) соз р зіп2у+уС /? зіп р— сф зіп 2р (А я соз 2 у+В /? зіп 2 Ѵ+ 
+ Л у — С я — С у ) — ау {А Е — В Е ) соз 2 р зіп 2у — 

—Р 21 /з (Л*— В*) зіп р зіц 2у+|3у соз р [(Л*— В я ) соз 2у+С /? ] = 0, (4.70) 
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«Ѵг (А* — Я*) соз р зіп 2у + р (А 1 * зіп 2 у + В* соз 2 у + В*) + 

+ а 21 /г зіп 2р (А 1 * соз 2 у + зіп 2 у + А 3 — С* — С у ) + 

+ ау соз р [(А* — В*) соз 2у — С*] + Ру (Л* — В*) зіп 2у = 0, (4.71) 


аС* зіп р + уС* + а 2 У 2 (А* — В*) соз 2 Р зіп 2у — 

— ар соз р [(Л* — ВЯ) соз 2у — С*] — р 21 / 2 (А я — В я ) зіп 2у = 0. (4.72) 

Эта система трех нелинейных дифференциальных уравнений вто¬ 
рого порядка имеет следующие частные решения: 


1) вращение ротора вокруг своей оси 



а = 

= а 0 , р = Ро, у — Ѵо> 

(4.73) 

где осо, Ро, ѵо ■ 

— произвольные постоянные; 


2) вращение вокруг 

оси внешней рамки 


а) а = а 0 , 

Р = о. 

у = 0, 

(4.74) 

Ь) а = а 0 , 

р = 0, 

у = я/2, 

(4.75) 

с) а = а 0 > 

Р = л/2, 

Ѵ = Ѵо, 

(4.76) 

где а 0 и Ѵо — 

произвольные постоянные; 


3) вращение вокруг оси внутренней рамки 


о 

в 

II 

в 

Р = Ро, 

Ѵ = 0, 

(4.77) 

сг 

р 

II 

р 

о 

Р = Ро> 

■у = л/2. 

(4.78) 


где ссо и Ро — произвольные постоянные. 

Вращениям Прандтля соответствуют случаи 1, 2а и 2Ь. Слу¬ 
чай 2с, когда ось ротора совпадает с осью внешней рамки и рамки 
складываются, мы рассматривать не будем. 

Далее будет исследована только устойчивость вращений Пранд¬ 
тля; относительно случаев За и ЗЬ см. [31]. 

4.5.2. Вращение вокруг оси ротора. Для движений, близких к пер¬ 
манентному вращению (4.73), введем вариации Хи х 2 , х 3 перемен¬ 
ных с помощью равенств 

а = а 0 + х ІУ Р = Ро + * 2 > у = Уо + *з- (4.79) 

Уравнение (4.72) примет вид 

С я (х х зіп Ро + х 3 ) = С? ѵ (х и х 2 , х 3 ). 

Здесь через (2 Ѵ обозначена совокупность членов, имеющих относи¬ 
тельно вариаций второй или более высокий порядок малости. 
В первом приближении этими членами можно пренебречь, тогда 
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имеем х г = —Х\ зіп р 0 . С учетом данного равенства уравнения дви¬ 
жения (4.70) и (4.71) запишутся следующим образом: 

Х\ [соз 2 Ро (А* соз 2 V + В я зіп 2 у + А 3 + А А ) + зіп 2 р 0 (С у + А А )\ + 

+ х 2 1 / 2 (А я — В я ) соз Ро зіп 2у — х,у 0 (А я — В я ) соз 2 р 0 зіп 2у + 

+ х 2 у 0 соз Ро [(Л* - В«) соз 2у + С*] = Я а (х„ х 2 , х 3 ), (4.80) 

Х\' 1 ъ{А к — В й ) соз Ро зіп 2у + х 2 ( зіп 2 у + В к соз 2 у + 5 У ) + 

+ І!у 0 соз Ро [(Л д — ВЯ) соз 2у — С я ] і 2 Уо (А** — В я ) зіп 2у = 

= <2р(* ь х 2 , х 3 ). (4.81) 

Левые части этих уравнений состоят из линейных относительно х\ 
и Х 2 слагаемых с переменными коэффициентами (угол у линейно 
возрастает со временем: у = уоО- 

Довольно громоздкие уравнения (4.80) и (4.81) можно приве¬ 
сти к обозримой форме, если вместо производных х\ и х 2 , совпадаю¬ 
щих с вариациями угловых скоростей аир, использовать пере¬ 
менные и и ѵ, которые являются вариациями компонент и со^ 

угловой скорости ротора. На основании (4.32) переход от старых 
переменных к новым дается преобразованием 

и = Х\ соз Ро соз у + х 2 зіп у, 

. о , . (4.82) 

V — — Х\ соз Ро зіп у Х 2 соз у, 

означающим введение системы координат, связанной с ротором. 
После замены (4.82) уравнения (4.80) и (4.81) приводятся к сле¬ 
дующему виду: 

(А* + Ѳ 5 ) й — [(Я* + Ѳ 5 ) — С*] ѵу 0 = 

= — Ѳ° [(й — у 0 а) соз 2у — (у + Ѵо») зіп 2у] + <Э 0 + <2,, зіп у, 

(В я + Ѳ 5 ) ѵ — [С я — (А я + Ѳ 5 )] иу 0 = 

= — Ѳ° [(й — Уоо) зіп 2у + (й + у 0 «) соз 2у] — <3,,-^^- + <З а соз у, (4.83) 

в* = ± М' + в') + } С'ів’ =. № «у, 

{ І л ' - + Т С ‘ № &> + (М ' 

В величинах Ѳ 8 и Ѳ 15 находит свое выражение влияние инерцион¬ 
ности карданова подвеса. Для безынерционных рамок Ѳ 8 = Ѳ° = 
= 0, и в этом случае левые части уравнений (4.83) совпадают 
с левыми частями двух первых уравнений Эйлера, записанных для 
ротора. Величины Ѳ 8 и Ѳ° можно толковать как добавки, которые 
следует присоединить к моментам инерции ротора, чтобы учесть 
влияние рамок, причем оно зависит от положения внутренней 
рамки, 
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Соответственно принятому в теории малых колебаний подходу 
мы пренебрежем величинами (2 а и (Эр, которые имеют порядок ма¬ 
лости выше первого. В результате получим систему линейных одно¬ 
родных уравнений с периодическими коэффициентами, которая 
в двух особых случаях может быть решена элементарно. Таковыми 
являются 


или 


1) Ѳ° = 0 

2) й — у 0 у = О, 

ѵ -|- у о и == 


(4.84) 

(4.85) 


Случай 1) с достаточной точностью реализуется колесом Прандтля 
(рис. 4.13), подвес которого подобен карданову подвесу; случай 
2) имеет место для стержнеобразного ротора, у которого С я = 0, 
А п = В в . В обоих случаях в уравнениях (4.83) остаются только 
их левые части, т. е. приходим к системе линейных однородных 
уравнений с постоянными коэффициентами, решением которой 
будет 

и = и 0 соз (ѵі — ср), ѵ — ѵ 0 зіп (ѵі — ср), 


ѵ = 



(А* + Ѳ 5 - С«) (В* + В 5 - С«) 
{А 9 + Ѳ 5 ) (В я + в 5 ) 


Ѵо 
и о 



(А* + Ѳ*) (А* + - С«) 

(В я + Ѳ 5 ) (В я + Ѳ 5 - С*) 


(4.86) 


Необходимым условием устойчивости движения, описываемого ра¬ 
венствами (4.86), является условие 

ѵ 2 > 0, или (А# + Ѳ 8 — С*)(В* + ® 3 — С*)>0. (4.87) 


Отсюда можно заключить, что движение будет заведомо неустой¬ 
чивым, если 

А* >С*— Ѳ 5 >В*. (4.88) 

Если условие (4.88) не выполняется, то линеаризованная система 
(4.83) с отброшенными правыми частями будет устойчива в смыс¬ 
ле Ляпунова. Тем самым найдено необходимое условие устойчи¬ 
вости для исходной нелинейной системы уравнений (4.70) — (4.72). 
Но, согласно известной теореме Ляпунова, это условие не яв¬ 
ляется достаточным. 

Условие неустойчивости (4.88) было получено только для двух 
особых случаев, а именно для (4.84) и (4.85). Оказывается, од¬ 
нако, что в первом приближении оно справедливо для системы 
(4.83) и в общем случае. Действительно, данную систему с пе¬ 
риодическими коэффициентами можно решать, например, методом 
итераций. Этим методом находятся последовательно приближенные 
решения и условия их устойчивости или неустойчивости с возра¬ 
стающей точностью. Такой способ последовательных приближений 
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осуществлен в работе [33]. В первом приближении этим методом 
получается именно условие (4.88). Во втором приближении нахо¬ 
дится более точное условие неустойчивости 

> Ѳ (Ро) > В я , (4.89) 

д /«ч 8 (А* + Ѳ 5 ) (в я + ѳ 5 ) (с* - Ѳ 5 ) + (ѳ °) 2 (2 А я + 2 В* + 5Ѳ 5 - С*) 

М Р ° 8 (А* + Ѳ 5 ) (В* + Ѳ 5 ) - (Ѳ°) 2 

Это условие при Ѳ° = 0 снова переходит в (4 88). Графики функ¬ 
ции Ѳ(Ро) для гироскопа в кардановом подвесе при трех различных 
значениях массы внутренней рамки приведены на рис. 4.14. Кри¬ 
вая 1 соответствует изображенной на рис. 4.2 модели карданова 
подвеса, внутренняя рамка которого не имеет добавочных грузов. 



Рис. 4.14. К определению устойчивости несимметричного гироскопа в кардановом подвесе. 


Условие (4.89) выполняется тогда, когда график функции Ѳ(Ро) 
лежит в затененной критической полосе. Для кривой 1 оно 
выполняется в интервале |Зоі < Ро < Р 02 . При углах наклона вну¬ 
тренней рамки, лежащих в этом интервале, движение будет заве¬ 
домо неустойчивым. При р 0 < Роі и р 0 > р 0 2 устойчивость воз¬ 
можна. 

Если на внутреннюю рамку поместить добавочные грузы, то 
график функции Ѳ(Ро) изменится, что иллюстрируется кривыми 2 
и 3. При добавочном грузе, которому соответствует кривая 2, не¬ 
устойчивость имеет место, если Ро < Роз, в то время как движение 
с большими, чем Роз, углами р 0 наклона внутренней рамки может 
быть устойчивым. Наконец, еще большему добавочному грузу со¬ 
ответствует кривая 3, которая не пересекает критическую полосу. 
В этом случае устойчивость возможна при любых значениях угла р 0 . 

Найденные в теории результаты могут быть подтверждены экс¬ 
периментально. Далее, если сделать соответствующую оценку, то 
окажется, что уточненное условие неустойчивости (4.89) в рас¬ 
сматриваемом случае лишь незначительно отличается от условия 
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(4.88) , полученного в первом приближении. Поэтому достаточно 
точными будут результаты, даваемые более простым условием 

(4.88) . 

Результаты, о которых говорилось выше, допускают наглядное 
механическое толкование, позволяющее одновременно установить 
связь с устойчивостью движения твердого тела в случае Эйлера. 
Если ротор гироскопа в кардановом подвесе рассматривать как 
одно из тел системы, то влияние рамок можно учесть, заменив ро¬ 
тор свободным твердым телом с соответственно увеличенными 
эффективными моментами инерции Л* = А н + Ѳ 8 и В* = В в + Ѳ 8 . 
Добавочное слагаемое Ѳ 8 , как следует из (4.83), в интересующей 
нас области монотонно возрастает с ростом угла Ро. Поэтому эф¬ 
фективные моменты инерции А* и В* при увеличении наклона 
внутренней рамки тоже увеличиваются. Пусть при Ро = 0 выпол¬ 
няются неравенства С Й >Л*>В*; тогда существует такая об¬ 
ласть значений угла наклона, где А* > С Е > В*, а при еще боль¬ 
ших значениях угла р 0 получим Л*>В*>С Н . Таким образом, 
увеличение наклона внутренней рамки эквивалентно увеличению 
ее массы путем присоединения добавочных грузов. Если обобщить 
для гироскопа в кардановом подвесе понятия, определенные для 
одного твердого тела, то можно сказать, что при наклоне внутрен¬ 
ней рамки гироскоп, вращающийся вокруг наименьшей оси эффек¬ 
тивного эллипсоида инерции, превращается в гироскоп, вращаю¬ 
щийся вокруг средней оси, а затем вокруг наибольшей оси; при 
этом распределение масс всех трех составляющих тел не изме¬ 
няется. 

4.5.3. Вращение вокруг оси внешней рамки. Из двух вращений 
Прандтля (4.74) и (4.75) достаточно рассмотреть только первое, 
так как при изменении угла у на 90° и одновременной замене 
Л й на В н и В н на А н уравнения движения остаются прежними. 
Поэтому условия устойчивости для второго вращения получаются 
из найденных ниже, если поменять местами Л й и В в . 

Для движения, близкого к (4.74), положим а = а 0 + ^, значе¬ 
ния величин р и у будем считать отличными от нуля, но доста¬ 
точно малыми. Тогда из (4.70) получаем 

*(Л* +Л 7 +Л л ) = <Э а . 

Следовательно, скорость изменения величины а имеет по меньшей 
мере второй порядок малости. Если снова пренебречь включен¬ 
ными в правую часть членами, порядок малости которых выше 
первого, то в первом приближении получим а « а 0 . Тогда урав¬ 
нения движения (4.71) и (4.72) принимают вид 

Р (В« + В 7 ) + р«2 (Л*+ А 3 —С*— С 7 ) + ѵ« 0 (А* — В* — С н ) = 
уС* + у«2 (Л* - В«) - ра 0 (Л* —В* — С*) = Я г 


(4.90) 
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Линейные части этих уравнений имеют постоянные коэффициенты, 
и им соответствует характеристическое уравнение 


(В й + В' 1 ) А 2 + а 2 (Л* + А 1 — С й — С 1 ) а 0 (Л* — В* — С*) Я 
— а 0 (Л* — В* - С*) Я СП 2 + а 2 (Л* — Б*) 


или в развернутом виде 

где 

а = С* (В й + В 7 ), 

6 = (Л* — В*) (Л* + В 7 — С*) + С* (Л 7 + В* — С 7 ), 

С = (Л* — В*) (Л* + л 7 — С* — С 7 ). 

В характеристическом уравнении отсутствуют нечетные степени X, 
поэтому система может быть в лучшем случае устойчивой по Ля¬ 
пунову. Но она будет заведомо неустойчива, если не будут вы¬ 
полняться необходимые условия устойчивости. Таковыми, кроме 
всегда справедливого условия а > 0, являются 

Ъ > 0, с > О, Ь 2 — 4 ас > 0. (4.92) 

Третье неравенство приводится к следующей форме: 

Ъ 2 _ 4ас = [(дя _ В я) (Л* — С* + В 7 ) — С* (В* + Л 7 — С 7 )] 2 - 

— 4 С* (Л* — В*) (Л* + В* — С*) (Л 7 + В 7 — С 7 ) > 0. (4.93) 

Выражения Л й + В й — С й и Л* 7 + В 7 — С 3 вследствие неравенств 
треугольника (1.10) будут положительными, поэтому при Л й < 
< В й условие (4.93) выполняется. Кроме того, оно выполняется 
при дискообразном роторе (С й = Л й + В й ), как это имеет место, 
например, для колеса Прандтля, и при Л 7 + В 3 — С 1 = 0, когда 
вся масса внутренней рамки сосредоточена в плоскости осей 1 и 2. 
Однако последний случай едва ли представляет интерес. Гораздо 
интереснее, что условие (4.93) выполняется и в том случае, когда 
дискообразная внутренняя рамка расположена в плоскости 2-3, 
т. е. имеет вид, изображенный на рис. 4.2. Действительно, коэф¬ 
фициент Ъ можно записать следующим образом: 

Ь = а + с + (Л* — В* — С*) (В 7 + С 7 — Л 7 ). 

Если В 1 + С 7 = А 1 , то Ь = а + с, следовательно, Ь 2 — 4 ас — 
= (а — с) 2 > 0. 

Ниже будем предполагать, что данное соотношение между мо¬ 
ментами инерции приблизительно сохраняется и при внесении на 
внутреннюю рамку добавочных грузов. Таким образом, далее для 
простоты рассматривается гироскоп в кардановом подвесе, близ- 
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кий к показанному на рис. 4.2, для которого А 3 « В 3 + С* 7 , хотя 
нет никаких принципиальных препятствий к тому, чтобы учесть 
условие (4.93) в общем случае. У нас остаются только два первых 
условия (4.92), из них самое первое условие вследствие того, что 
Ь = а + с и а > О, является более слабым, чем второе. Поэтому 
остается единственное необходимое условие устойчивости 

с = (А* — В я ) (Л* + А ] — С* — С 1 ) > 0. (4.94) 

Нарушение этого условия означает неустойчивость первого враще¬ 
ния Прандтля (4.74). В соответствии со сказанным выше соответ¬ 
ствующее условие для второго вращения Прандтля (4.75) имеет 
вид 

с* = (в* — А*) ( В* + А 1 —С« — С') > 0. (4.95) 

4.5.4. Устойчивость вращений Прандтля. Рассмотрим, как влияют 
на устойчивость перманентных вращений Прандтля (вращений ро¬ 
тора гироскопа в кардановом подвесе вокруг его главных осей 
инерции) различные добавочные грузы, помещаемые на внутрен¬ 
нюю рамку. Экспериментально это влияние можно проверить с 
помощью колеса Прандтля (рис. 4.13) либо гироскопа в кардано¬ 
вом подвесе (рис. 4.2), если дополнительные массы закрепить на 
удлиненной оси ротора (колесо Прандтля) или в местах соедине¬ 
ния оси ротора с внутренней рамкой (гироскоп в кардановом 
подвесе) так, чтобы моменты инерции А 3 и В 3 внутренней рамки 
увеличились в одинаковой мере: 

А 1 = Ао + Ѳ, В 1 = Во + Ѳ. (4.96) 

Добавочный момент инерции Ѳ будем считать параметром, прини¬ 
мающим различные значения. Влияние его на устойчивость мы и 
должны исследовать. 

Так как для первого вращения Прандтля (4.73) интересным яв¬ 
ляется только случай |Зо = 0, то, используя выражение (4.83) для 
Ѳ 5 (р 0 ), найдем 

Ѳ 5 (0) = Ѵ 2 (А 1 + В 1 + А А )> 

Принимая во внимание это равенство и (4.96), запишем левые ча¬ 
сти неравенств (4.87), (4.94) и (4.95), которые являются необхо¬ 
димыми условиями устойчивости для каждого из трех вращений 
Прандтля соответственно, в следующем виде: 

5, = и*-С* + Ѵ 2 (Ло+ ВІ+ Л л ) + Ѳ] [В* - С*+ 

+ Ѵг (-До + Во + Л л ) + в], 

$2 = (А* - В*) (А‘« — С* + АІ - С 7 + Ѳ), ( ' 

8 3 = (В Н — А*)(В К — С*+ К— С 7 + Ѳ). 

Графики функций 5ДѲ) даны на рис. 4.15. Точки Ѳі, 02, Ѳз, 04 , 
где графики пересекают ось абсцисс, находятся непосредственно 
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из (4.97). Сама ось абсцисс этими точками разбивается на пять 
интервалов, каждый из которых характеризуется либо устойчи¬ 
востью, либо неустойчивостью рассматриваемых движений. Для 



Рис. 4.15. Графики функций, определяющих устойчивость вращений Прандтля несимметрич¬ 
ного гироскопа в кардановом подвесе. 


гироскопа в кардановом подвесе, которому соответствует рис. 4.15, 
справедлива следующая таблица. 


Вращение Прандтля 

I 

Ѳ<0, 

Интервалы значений Ѳ 

II III IV 

©1 < в < 02 02 < Ѳ < ©3 Ѳ 3 < 0 < 04 

V 

04 <0 

Вращение первого типа 
(4.73), условие устойчи¬ 
вости (4.87) 

+ 



Н“ 

+ 

Вращение второго ти¬ 
па (4.74), условие устой¬ 
чивости (4.94) 

+ 

+ 

Н“ 

Н“ 


Вращение третьего ти¬ 
па (4.75), условие устой¬ 
чивости (4.95) 

— 


+ 

+ 

+ 


Знак «плюс» означает, что соответствующее условие устойчи¬ 
вости выполняется, знак «минус» указывает на неустойчивость. 
В интервалах I, III и V устойчивы вращения двух типов, в то 
время как третье вращение, происходящее вокруг средней главной 
оси, неустойчиво, что соответствует устойчивости вращений твер¬ 
дого тела в случае Эйлера. Такое соответствие нарушается в ин¬ 
тервалах II и IV: при Ѳі < Ѳ < 02 устойчиво только одно враще¬ 
ние Прандтля, а при Ѳз < Ѳ < 04 устойчивы вращения всех трех 
типов. Это явление было подтверждено экспериментально, причем 
оказалось, что необходимые условия устойчивости, найденные из 
уравнений первого приближения, хорошо согласуются с результа¬ 
тами эксперимента. 






Глава 5 


Гироскопические системы 


5.1. Уравнения движения в форме Лагранжа 

В гл. 1 были найдены различные виды уравнений движения одного 
твердого тела. При выводе этих уравнений можно было исходить 
из выражения для энергии (уравнения Лагранжа) или применить 
теорему о кинетическом моменте (уравнения Эйлера). Уравнения 
соответствующих типов можно получить и для системы твердых 
тел. Мы сделаем это ниже, обратив внимание на особенности, при¬ 
сущие гироскопическим системам. 

Для гироскопических систем характерно наличие так называе¬ 
мых циклических координат. Уравнения движения систем с ци¬ 
клическими координатами можно существенно упростить. Основ¬ 
ными достижениями в этом направлении мы обязаны Томсону и 
Тэту [34]. Достаточно полное представление о новых результатах 
дают монографии Меркина [8] и Циглера [35]. 

В качестве исходных возьмем уравнения Лагранжа второго 
рода (см. п. 1.5.46) 

••••»>• < 5 -» 


Через Сіъ обозначены обобщенные силы, соответствующие обоб¬ 
щенным координатам число п которых равно числу степеней 
свободы системы. Обобщенные координаты должны полностью 
описывать состояние системы. 

Обобщенная координата 9* называется циклической, если для 
нее выполняются условия 

~ = 0 и С! к = 0. (5.2) 


Из (5.1) следует, что для циклической координаты 


дт 

дя-л 


— р к — сопзі. 


(5.3) 


Величину р п назовем обобщенным импульсом. Таким образом, ка¬ 
ждой циклической координате соответствует в силу уравнений дви¬ 
жения постоянный обобщенный импульс. 
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5.1.1. Исключение циклических координат. Для того чтобы пре¬ 
образовать уравнения движения, разобьем обобщенные коорди¬ 
наты на две группы: 

a) Пусть нециклическими координатами будут у т . Мы 

снабдим их индексами а, |3, у, б, которые принимают значения 
от 1 до т. 

b) Циклические координаты йт+и Цп отметим индексами 
и, Я, р, ѵ, принимающими значения от т + 1 до п (п> т). 

Рассмотрим далее кинетическую энергию. Кинетическая энер¬ 
гия Т любой системы масс может быть записана в виде 


Т='/ 2 


х 2 сіт. 


(5.4) 


Здесь через х обозначены декартовы координаты; зависимость их 
от обобщенных координат пусть выражается равенствами 

х = х(ц ь у ъ ..., ^). (5.5) 

Системы с такого типа уравнениями связей называются голо - 
ножными и склерономными : голономными потому, что в уравне¬ 
ниях связей нет скоростей; склерономными, поскольку в эти урав¬ 
нения не входит явно время. 

Дифференцируя (5.5), получаем 



(5.6) 


По индексам, которые входят в формулу дважды, следует, со¬ 
гласно введенному выше правилу, производить суммирование. Под¬ 
ставив (5.6) в (5.4), выразим кинетическую энергию Т в виде двой¬ 
ной суммы 

Т=Ч*а 1 ч{ Мъ 9 (5.7) 


коэффициенты которой 



дх 

д ч 


дх 

да 


йт 


будем называть обобщенными массами . Квадратичная форма (5.7) 
от обобщенных скоростей должна быть, очевидно, определенно-по¬ 
ложительной. 

Обобщенные массы удовлетворяют условию симметричности 

= а г\Ь поэтому составленная из них квадратная матрица 
(матрица масс) будет тоже симметричной. В качестве обобщенной 
массы а \п может выступать момент инерции, если соответствующие 
ей обобщенные координаты ^ и являются углами. Наконец, 
обобщенные массы в силу их определения могут зависеть только 
от нециклических координат у аУ для которых не выполняется (5.2), 
и не зависят от обобщенных скоростей 
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В соответствии с данным выше разделением обобщенных ко¬ 
ординат на нециклические и циклические разобьем матрицу масс 
на четыре подматрицы: 



а а|3 I а аи 

■ 

а а уі : а УіК . 


Тогда выражение (5.7) для кинетической энергии можно записать 
следующим образом: 

т = 'А^ар^із + а аи <7а<7х + Ѵ 2 а -лхЯуЛ%- (5.8) 

Для циклических координат учитывая (5.3), имеем 
дТ 

®а\іЯа Ч" хкЯ'К === Р\і (М» == ^ “Ь 1 > • • • > (5.9) 

Матрица а а х является неособой, так как третья группа слагаемых 
в правой части равенства (5.8) представляет собой определенно¬ 
положительную квадратичную форму. Действительно, рассмотрим 
такие движения, для которых все нециклические координаты рав¬ 
ны нулю; тогда кинетическая энергия будет квадратичной формой 
производных от циклических координат и по-прежнему должна 
быть определенно-положительной. Следовательно, указанные про¬ 
изводные ух (циклические обобщенные скорости) можно однознач¬ 
но найти из системы уравнений (5.9): 

4л = %л (Рц — %<7„) (Я = тп + 1. п). (5.10) 

Здесь через а~1 обозначена матрица, обратная к а п %. С помощью 

(5.10) циклические скорости можно исключить из выражения (5.8) 
для кинетической энергии 7 1 , после чего Т будет некоторой функ¬ 
цией от я а , ц а и /г*, которую мы обозначим через Т*. Таким 
образом, 

Т (?!, . • • > Яшу Яь • • •» Яшу Рт-\-\у • • • > Рп ) 

Т(я\) Яшу Я\у •••> Яп)* ( 541 ) 


Продифференцируем это равенство по Яа и Я а , учитывая, что в силу 
(5.10) циклические скорости являются функциями от нецикличе¬ 
ских координат и скоростей: Ях = Ях(Чи • •, Яш, Яи • • •, Яш ); в ре¬ 
зультате получим 

^ = ^ = г, 

д? а дяа ™ ’ 

д? а дЯа д <7* д^ а д?а д^ а 

Введем так называемую функцию Рауса 

Р == Т РнЯм == Р(Я\> • • • 9 Яшу Я\9 • • • 9 Яшу Рш +1 > • • • » Рп)} (б._1 2) 
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для которой с учетом предыдущих равенств имеем 

_дЯ__ дГ__ дд к __ дТ 

дЯо. дЯа Рк дяа дя а 9 

_ дд„ дТ 

дЯа дЯа ™ дд а дд а # 

Итак, первые т уравнений исходной системы (5.1) можно запи¬ 
сать в виде уравнений 

~Ж — ~дяа ~( а== • • •> т )» (5.13) 

левые части которых не содержат циклических координат и их 
производных. Совместно сп-ш уравнениями (5.9) или (5.10) они 
образуют систему п уравнений для п обобщенных координат д\. 
Циклические координаты не входят явно в уравнения (5.13), и 
поэтому их иногда называют скрытыми координатами 1 ). 

Следует заметить, что исключение всех циклических координат 
не является необходимым: некоторые из координат могут 
быть тоже циклическими. Обычно из обобщенных координат вы¬ 
деляют те циклические координаты которые следует исключить 
как не представляющие интереса; среди остальных координат, су¬ 
щественных для описания состояния системы, могут быть и цикли¬ 
ческие. Примером координат первого типа являются углы поворота 
роторов гироскопов. 

5.1.2. Уравнения Кельвина — Тэта. Уравнения движения (5.13) 
можно привести к более удобной форме, для чего используем неко¬ 
торые свойства функции Рауса /?. После подстановки (5.8) и (5.10) 
в (5.12) получим 

* = + а мМГх (Рр. ~ а М + 

+ (р ѵ - а^) -р % а~\ ( Р|1 - а^с/ а ). (5.14) 

Если раскрыть скобки, то окажется, что по отношению к нецикли¬ 
ческим скоростям функция К состоит из квадратичной формы, ли¬ 
нейной формы и постоянного слагаемого: 

К = Я 2 4“ — *о, 

для которых на основании свойств операции умножения матриц 
имеем следующие выражения: 

#2 = V. («„р - 

Яі = а ѵ1 а умР}Я и' (5.15) 

Яо= ЧіО&РѵРѵ 

1 ) Разумеется, при условии, что <2 а не зависят от циклических координат. Это условие 

часто включают в само определение циклических координат (см., например, Лурье А. И., 

Аналитическая механика, Физматгиз, 1961). — Прим. ред. 
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Уравнения (5.13) теперь принимают вид 

— ( д^ 2 \ _ дЯ 2 = п _ _/ дНі \ і дЯі _ д#о 

йі \ дд а ) дд а йі \ дд а ) ‘ дд а дд а 


(5.16) 


Два средних слагаемых в правой части мы можем объединить: 


дд а 


А. 

(ІІ 


дНі 

дда 


- ^ ^ • 

~д^( а кі а н$Рь) ’д^{ а кІ а шР}) % ~ §аР^|3 = ®а» 


где 


§а|3 дд а ( а кЬ а к$Рь) дд о ( а кЛ а ха Ръ) ^Ра- 


(5.18) 


Величины О а назовем обобщенными гироскопическими силами. 
Как следует из (5.17), они линейно зависят от обобщенных скоро¬ 
стей, соответствующих неисключенным обобщенным координатам. 
Гироскопические коэффициенты образуют кососимметричную 
матрицу, поэтому, в частности, & аа = 0. 

Уравнения движения (5.16) могут быть теперь записаны в фор¬ 
ме, которую указали Томсон и Тэт: 


й ( дЯ 2 \ дЯ 2 П I п дРо 

йі I дда ) дда Ча ^ а дд а 


(а = 1, ..., т) 


(5.19) 


(уравнения Кельвина — Тэта). Из этих уравнений видно, что при 
аналитическом исследовании движений системы можно поступить 
так, как если бы имелись только нециклические координаты, изме¬ 
нение которых существенно влияет на состояние системы (их на¬ 
зывают также позиционными координатами). Чтобы получить 
уравнение (5 19), нужно с соответствующими исходными уравне¬ 
ниями Лагранжа проделать следующие три операции. 

1. К внешним обобщенным силам (2 а добавляются обобщенные 
гироскопиче кие силы О а . Об этих силах ниже будет сказано бо¬ 
лее подробно. 

2. К внешним силам следует добавить также динамические на¬ 
грузки — дЯо/ду а . Это могут быть, например, центробежные силы, 
обусловленные существованием циклических координат. Величи¬ 
ну Но можно рассматривать как потенциальную функцию таких 
сил. 

3. Вместо кинетической энергии берется величина Н 2 , которая, 
как следует из (5.15), тоже является квадратичной формой ско¬ 
ростей д а , однако ей соответствует другая матрица .масс. Практи¬ 
чески это означает, например, изменение моментов инерции. 

Систему, у которой С а = 0, будем называть гироскопически 
несвязанной. Из (5.17) непосредственно следует, что это будет, 
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например, при а ха = 0 . Последнее условие, подставленное в (5.15), 
дает с учетом (5.9) следующие равенства: 

Яо = = 0> #2 = Ѵг^ар^р. 

Таким образом, в данном случае Я 2 действительно является кине¬ 
тической энергией, соответствующей «видимым», т. е., вообще го¬ 
воря, нециклическим позиционным координатам, а Яо представляет 
собой кинетическую энергию, соответствующую скрытым, цикличе¬ 
ским координатам. Уравнения движения (5.19) принимают форму 
уравнений Лагранжа, только в правые части добавляются консер¬ 
вативные силы (динамические нагрузки), получаемые из /? 0 как 
из потенциальной функции. 

Заметим в заключение, что уравнения движения подобного вида 
можно получить также для неголономных и реономных систем, 
для которых в уравнения связи (5.5) входят скорости и время 
(подробнее об этом см., например, [36]). 


5.1.3. Гироскопические силы. Характерным для обобщенных гиро¬ 
скопических сил, определяемых равенством (5.17), является то об¬ 
стоятельство, что они не совершают работы при движении системы. 
Действительно, 

^а*7а ^ ^ == Ѵ 2 (ёар Н“" ёра) 


Вследствие ^3 = —сумма, стоящая в скобках, равна нулю, 
поэтому йА = О а ^ а = 0. Обратно, из требования, чтобы работа 
на любом перемещении равнялась нулю, вытекает кососимметрич¬ 
ность матрицы Отсюда следует, что гироскопические силы 

можно определить как такие линейно зависящие от скоростей 
силы, работа которых на любом перемещении системы равна нулю. 
В силу такого общего определения в число гироскопических сил 
могут попасть и силы, которые не связаны с наличием в системе 
гироскопа или маховика. Так, например, было разработано чисто 
электрическое устройство — гиратор [37], с помощью которого в 
уравнениях электрической цепи могут быть получены гироскопи¬ 
ческие члены. 

Следует упомянуть о двух общих свойствах матрицы ко¬ 
торые непосредственно вытекают из ее кососимметричности: 



при нечетном 
при четном 


т, 

т 


(а, р = 1, ..., т). (5.20) 


Приведем три простых примера, в которых появляются гиро¬ 
скопические силы. 

а) Движение материальной точки относительно вращающейся 
системы отсчета. Пусть материальная точка, масса которой рав¬ 
на т, движется с относительной скоростью Ѵі = Хі в системе от- 
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счета, вращающейся с угловой скоростью со*; тогда на нее дей¬ 
ствует кориолисова сила инерции 

Р 1 =*2гт і)к ѵ,® к , (5.21) 

работа которой на любом перемещении йхі материальной точки 
равна нулю: 


йА = Рі йхі = РіѴі йі = 2тг іік ѵ сіі = 2тг іік ѵ йі = 0. 

Матрицу можно легко найти, если (5.21) записать в матричной 
форме. Полагая Ѵ\ = (і ь х 2 , х 3 ) и со* = (соь 0 2 , 0 з), получаем 


' Р\ ' 


ю 3 ^ 3 Ю 2 


0 ©з — © 2 ' 


1 — • —1 

Хі 


= 2 т 

л: 3 0і — іі0 3 

= 2 т 

— ©з 0 ©| 


х 2 

Пз-І 


_ Х { (й 2 — Х 2 ®1 - 


1 

8 

1 

8 

О 


- Х 3 - 


или 

где 



(/, /= 1 , 2 , 3 ), 


§і ! = 2т 


0 0 з 0 2 

- 0 3 0 0 ! . 

0 2 — 0 і 0 - 


Рассмотрим, какой вид имеют в данном примере уравнения Кель¬ 
вина— Тэта (5.19), и при этом будем считать, что система отсчета 
вращается с постоянной угловой скоростью 03 вокруг оси х$. Тогда 
кинетическая энергия 

Т = Ч а щ [(х і — ©з х 2 ) 2 + (4 + Юз *,) 2 + Щ. 


Если в направлении оси Хз на материальную точку не действует 
внешняя сила, то координата я 3 будет циклической. Следовательно, 


дТ 

дх 3 


= тх з = рз = сопзі. 


Тогда в соответствии с (5.12) функцию Рауса можно представить 
в виде 


7 ? = "2 т (х\ + Щ + тщ (х { х 2 — х 2 х { ) — 


А 

2т 


1 2 
т т © 2 


(*? + 


хі) 


Н .2 Н\ Но 

Систему уравнений Кельвина — Тэта, описывающих движение ма¬ 
териальной точки, находим из (5.19): 


тх 1 — С?! + 2 та> 3 х 2 + т© 2 лг,, 
тх 2 = ( 3 2 — 2 тод, т©|х 2 . 


(5.22) 
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В качестве гироскопических сил с матрицей 



здесь снова фигурируют кориолисовы силы инерции; вместе с ними 
на материальную точку действуют динамические нагрузки, поро¬ 
ждаемые центробежной силой. 

Ь) Движение электрона в магнитном поле. На носитель элек¬ 
трического заряда, например на электрон, движущийся со ско¬ 
ростью Ѵі в магнитном поле с напряженностью Я*, действует ло- 
ренцева сила 

Р 'і = 7 е * , к ѵ ,Н к , 


где е — величина заряда, а с — скорость света. Зависимость этой 
силы от скорости Ѵі имеет такой же характер, как и в разобран¬ 
ном выше примере [см. формулу (5.21)]. Точно так же легко по¬ 
казать, что сила, с которой магнитное поле действует на движу¬ 
щийся электрический заряд, не производит работы. Гироскопиче¬ 
ской матрицей в данном примере будет матрица 



(5.23) 


с) Симметричный гироскоп при (2 Ф = 0. Для кинетической энер¬ 
гии симметричного гироскопа ранее [гл. 1 , формула (1.62)] было 
найдено следующее выражение: 


Т = Ѵ 2 А ('б ’ 2 + ф 2 зіп 2 'б) + ѴгС (ф + Ф соз б) 2 . 


(5.24) 


дТ 

Вследствие равенств — = 0 и (2 Ф = 0 угол ср будет циклической 
координатой. Следовательно, 

дТ 


дф 


= С (ф ф соз б) = р ф = сопзі 
Функцию Рауса составим в соответствии с (5.12): 

^ = 1 Л (О 2 + і 2 5ІП 2 ^) + || - р ф ф. 

Учитывая, что ф == р ф /С — фсоз д, получаем окончательно 


Н = 


у А(Ь 2 + ф 2 зіп 2 ' 0 ') + фр ф соз Ф —. 
Р-2 Но 


(5.25) 
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Отсюда находим уравнения Кельвина — Тэта, описывающие движе¬ 
ние симметричного гироскопа: 


ЛФ — А зіп д сов дф 2 — р ф зіп Фф, 

А зіп 2 дф + 2 А зіп д соз Мф = (2$ + р ф зіп М. 


(5.26) 


Динамические нагрузки в этом случае отсутствуют, так что в урав¬ 
нения движения входят в качестве дополнительных сил только ги¬ 
роскопические силы 



Сф “ 

. °0І). 


■ о 

_ РфЗІпО 


РфЗІПд' 


’ 'О 1 

0 


_ф_ 



с кососимметричной матрицей 

8а$ = Рф ЗІП д 
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Для приближенного исследования гироскопических систем осо¬ 
бенно плодотворными оказались два метода: метод малых колеба¬ 
ний и метод, которым изучаются системы с быстровращающимися 
гироскопами. Здесь мы обсудим первый из названных методов, 
а в § 5.3 будут рассмотрены метод исследования и упрощения для 
систем с быстровращающимися гироскопами. 

Исходным пунктом в методе малых колебаний является ли¬ 
неаризация уравнений движения. В качестве малых величин бе¬ 
рутся отклонения координат системы от известных постоянных 
значений, соответствующих положению равновесия системы, или 
в более общем случае от известных функций времени д а о(і)у опи¬ 
сывающих некоторое движение системы. Эти функции должны, 
очевидно, удовлетворять уравнениям движения. 

Нас интересует, как изменят данное состояние системы малые 
возмущения. Координаты, описывающие возмущенное движение, 
положим равными 

<7а (і) = Яа 0 (і) + х а {{) (а = 1, т), (5.27) 

где отклонения х а (і) должны рассматриваться как малые по мо¬ 
дулю величины. Если < 7 ао — не зависящие от времени постоянные 
величины, то они соответствуют положению равновесия. Более 
важным для гироскопических систем является, однако, случай, ко¬ 
гда Оао представляют собой функции времени. 

5.2.1. Уравнения возмущенного движения. Используя выражение 
кинетической энергии 

Т = Ѵ2аар<7а<7э (5-28) 


8 К. Магнус 
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и учитывая, что обобщенные массы а а р могут зависеть от коор¬ 
динат < 7 Ѵ , найдем производные, входящие в уравнения движения 
(5.1): 


дЦу 

дТ 
йі \ дс{у 

дТ 


2 (^ѵр^р "I - ®ауЧа) ^ауЧа* 


®ауЧа ®ауЧа &ауЧа 


да 


ау 


1 да 


'ау 


ау ’ 




*7р*7а> 


(5.29) 


ар 


д д 




2 дд у 


Здесь мы предположим, что а ау не зависят явно от времени. Урав¬ 
нения движения (5.1) принимают вид 


да 


®ауЧа~^~ ЧаЧ$ ^ дд у ЧаЧ$ (V 1» •••> ^)* (5.30) 

Обобщенные массы 

®ау ІЧ\> • • • > Чт) ®ау (^7і0 Н~ *^1> • • • » Что “1“ х т) 

и входящие в (5.30) их частные производные можно разложить 
в ряды Тейлора по степеням малых величин х а : 


1 да 


ар . . 


а 


ау 


®ау0 "І" 


(да, 

\ дд 


6 


) Х§ • • • > 

о 


да 


ау 


да а у \ , / д 2 а ау 


дд. 


+ 


д Ч б /о \ д Ч 6 дд ] 0 Р 


X о “| ... • 


Индексом 0 обозначены значения соответствующих величин для 
невозмущенного движения. Подстановка этих разложений в вы¬ 
ражения (5.29) дает с учетом (5.27) следующие равенства: 


а / дТ 


йі \дд ш 


.. , .. , ( да ау \ .. , (да ау х . . , 

а ау0Ча0 "Г а ауО х а “Г ^ ЧаО х 6 “Г — | ЧбоЧаО “Г 


6 /0 


да. 


+ Ыгі ( ^° Іа + ^ а ° Іб) + ( дд. д'д. I Мы** + 


/ д 2 а ау 


6^'р/о 


дТ 

дду 


1 

~2 


да 


ар 


да а р 


д^ГІО ^ V + [~д^~)о + * Р 0 *а) + 


• • 


, ( д 2 0а|3 
V <5<7 ѵ 5<7 6 ^ 


+ • • • 


Если для обобщенных сил использовать аналогичные разложения 

Сѵ“<гѵ. + (-^)/. + (і^)/а + 


• • • 
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и учесть, что в силу (5.30) для исходного решения справедливы 
тождества 

„ . , ( да «-у \ А . 1 / <Э«„р \ А Л л _ п 

“'ауО^аО і у дд ^7а0^7б0 2 \ дд у ^ ао ^|Зо ^у0 


то уравнения движения (5.1) запишутся следующим образом: 


^ау^а 


+ 


&ау%а 


+ 


^ау^а 


= Л 


(ѵ== і. 


т). 


Здесь введены следующие обозначения: 


^ау ® ау0> 



(5.31) 


(5.32) 


Выражения Р у состоят из обозначенных выше многоточиями чле¬ 
нов второго и более высокого порядка малости относительно х а . 
В методе малых колебаний этими членами пренебрегают, т. е. по¬ 
лагают Р у = 0. Тогда из (5.31) получаем систему линейных урав¬ 
нений, которые называются уравнениями первого приближения. 
Ляпунов показал, что решение системы первого приближения в том 
случае верно отражает характер поведения возмущенных движений 
в окрестности исходного решения, когда корни характеристиче¬ 
ского уравнения этой системы имеют отличные от нуля веществен¬ 
ные части. В случае когда хотя бы у одного корня вещественная 
часть равна нулю, требуются более подробные исследования с уче¬ 
том нелинейных членов Р у (см., например, книгу Четаева [32]). 

Для дальнейших исследований нам понадобится несколько пре¬ 
образовать систему уравнений (5.31). Матрица масс по определе¬ 
нию симметрична (а ау = а уа ); матрицы Ъ аУ и с аУ представим в 
виде сумм симметричной и кососимметричной матриц 


где 


и 

где 



^ау + й* 


ау> 


&ау /2 (^ау 4 ~ ^уа)» 

^>ау =::= /2 (^ау ^уа)> 






(5.33) 


Тогда линейные уравнения движения, полученные из (5.31) при 
Р ѵ = 0, можно записать в виде 

®ауХа “I” ^ау^а 4” ёау^а 4“ /ау-^а 4“ ® (V • • •» Ш), (5.34) 


8* 
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Каждый из входящих сюда членов можно механически интерпре¬ 
тировать как обобщенную силу. Рассмотрим подробнее эту интер¬ 
претацию. 

А у — — а ау х а — суть силы инерции ; своим происхождением они обя¬ 
заны кинетической энергии — определенно-положи¬ 
тельной квадратичной форме (5.7). 

Д ѵ = — й ау х а —являются зависящими от скоростей неконсерватив¬ 
ными силами , которые изменяют количество энер¬ 
гии в системе. Этим силам ставится в соответствие 
функция Рэлея 

Я = 'Маѵ-Ѵѵ- (5.35) 

Если О — определенно-положительная квадратич¬ 
ная форма скоростей, то энергия в системе рас¬ 
сеивается и движение затухает. В этом случае В 
называется диссипативной функцией. 

Оу = — § ау х а —уже упоминавшиеся гироскопические силы , не 

производящие работы при любом движении си¬ 
стемы. Если обобщенные силы (2 Ѵ не зависят от 
скоростей х а , то § аУ совпадают с Ь ау , выражение 
которых дается равенствами (5.32). 

Р у = — Іау х а — консервативные позиционные силы , потенциалом 

для которых служит квадратичная форма 

V = 1 І2Іау х а х у (5.36) 

Если движение системы происходит вблизи стати¬ 
чески устойчивого положения равновесия, то V 
будет определенно-положительной квадратичной 
формой. 

Е у = — е ау х а —неконсервативные позиционные силы , которые, как 

и силы демпфирования, могут изменять энергию си¬ 
стемы. Их называют также циркуляционными си¬ 
лами. С такого рода силами мы встретимся, на¬ 
пример, при рассмотрении гироскопических нави¬ 
гационных устройств (гл. 12). 

Влияние совокупности всех указанных сил на движение систе¬ 
мы рассматривается в следующем пункте. 

5.2.2. Общие теоремы об устойчивости движения линейных систем. 

Для стационарных невозмущенных движений коэффициенты 
уравнений (5.34), описывающих возмущенное движение, будут 
постоянными. В этом случае можно доказать несколько общих 
утверждений об устойчивости движения и о возможности стаби¬ 
лизации движения. Эти результаты являются существенными для 
конструирования гироскопических приборов и для понимания ги- 
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роскопических систем, поэтому мы приведем их сводку и по мере 
необходимости будем давать соответствующие пояснения. 

Прежде всего следует указать на то, что все приведенные ниже 
утверждения справедливы для системы, движение которой описы¬ 
вается линейными уравнениями (5.34). Однако при условии, что 
мы не имеем дело с критическим случаем, когда действительные 
части корней характеристического уравнения равны нулю, все эти 
результаты могут быть перенесены и на исходную обычно нелиней¬ 
ную систему (5.31). 

Движение линейной системы будет устойчивым, если действи¬ 
тельные части Ке(^) корней X характеристического уравнения не 
положительны, причем в случае Ке(А,) = 0 не должно быть крат¬ 
ных корней. Возможным в этом случае незатухающим колебаниям 
соответствуют отклонения координат, не выходящие за определен¬ 
ные пределы; при достаточно малых начальных возмущениях они 
остаются малыми. Это дает основание считать движение устойчи¬ 
вым. Если бы критический случай Ке(А,)=0 был исключен, то 
все консервативные системы должны были бы считаться неустой¬ 
чивыми, что не соответствует нашим обычным представлениям. 
Если для всех X выполняется условие Ке(^)<0, то система 
асимптотически устойчива. 

Используемое здесь общепринятое понятие устойчивости свя¬ 
зано с поведением системы при 1-+оо. Это может вызвать затруд¬ 
нения при некоторых практических применениях, так как во 
многих случаях нас интересует поведение системы на конечном 
интервале времени. В частности, некоторые из применяемых на 
практике и весьма полезные гироскопические приборы должны быть 
названы в силу употребляемой здесь терминологии неустойчивыми. 

Для определения условий устойчивости линейной динамической 
системы часто применяются критерии, которые в алгебраической 
форме были найдены Эрмитом, Раусом, Гурвицем и др., в эквива¬ 
лентной геометрической форме — Найквистом, Леонардом, Михай¬ 
ловым и Неймарком. Насколько ценными и полезными являются 
эти критерии при исследовании заданной системы, настолько 
трудной оказывается часто физическая интерпретация получаемых 
результатов. Между тем в процессе проектирования или синтеза 
гироскопических систем физически наглядное истолкование ре¬ 
зультатов имеет особое значение. 

Известно несколько общих теорем, удовлетворяющих этому 
условию физической наглядности; некоторые из них связаны с име¬ 
нами Лагранжа и Дирихле, но большинство принадлежит Том¬ 
сону и Тэту [34]. Хотя ими в первую очередь рассматривались кон¬ 
сервативные системы, удалось также исследовать и влияние не¬ 
консервативных сил. Мы намерены собрать здесь вместе резуль¬ 
таты, достигнутые в этой области к настоящему времени, причем 
указать лишь теоремы с наиболее общими формулировками. 
Преимущество теорем, указанных в приведенной ниже таблице, 
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состоит в том, что они позволяют сделать заключение о влиянии 
сил различного рода на устойчивость системы. Конструктору эти 
теоремы дают указание на то, какие силы следует применить, 
чтобы достичь желаемой работы прибора; аналитику же часто 
достаточно одного взгляда на набор имеющихся сил, чтобы заклю¬ 
чить, будет ли система устойчивой или неустойчивой. 

В уравнениях движения (5.34) мы встречаем силы пяти видов: 
силы инерции А у , неконсервативные линейные относительно скоро¬ 
стей силы й ѵ , гироскопические силы О ѵ , консервативные Р у и 
неконсервативные Е у позиционные силы. Чтобы упорядочить 
множество систем с различными комбинациями сил, введем клас¬ 
сификацию систем так, как показано в таблице. При этом следует 
учесть, что силы инерции А у всегда существуют. Судя по наличию 
или отсутствию сил других типов в системе, ее однозначно относят 
в одну из шестнадцати клеток таблицы, отмеченных соответствую¬ 
щими сокращенными обозначениями (индексы при буквах в них 
опущены). Из таблицы видно, что возможна, например, следую¬ 
щая классификация систем: 

ненагруженные консервативными силами — первая и вторая 
строки, 

нагруженные консервативными силами — третья и четвертая 
строки, 

негироскопические — первый и второй столбцы, 
гироскопические — третий и четвертый столбцы, 
с демпфирующими (или ускоряющими) силами — второй и 
четвертый столбцы, 

консервативные (должно быть одновременно й = 0 и е = 
= 0) — клетки А, АО , АР , АОР 1 ). 

В клетках имеются номера от 1 до 20; они относятся к форму¬ 
лируемым ниже в тексте теоремам. Некоторые теоремы носят об¬ 
щий характер, они справедливы для систем нескольких типов, на 
что указывают в таблице отрезки прямых, соединяющие различ¬ 
ные клетки. Сами теоремы даются для наиболее общих систем, 
для которых они справедливы. Доказательство теорем может быть 
найдено в литературных источниках, приводимых после каждой 
теоремы. Таковыми будут, вообще говоря, не первые публикации 
авторов теорем, а современные работы, в которых эти результаты 
представлены наиболее полно; здесь прежде всего следует указать 
книгу Форбата [38] и монографию Меркина [8]. 

Для лучшего понимания к некоторым теоремам даются даль¬ 
нейшие разъяснения. Кроме того, для каждой из соответствующих 
систем указывается конкретный пример. 


Ч Здесь в число консервативных автор включает и системы с гироскопическими силами, 
что согласуется с определением консервативной системы как системы, для которой имеет 

место интеграл энергии. — Прим. ред. 
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Сводная таблица общих теорем, 
справедливых для различных систем, и их взаимосвязей 



АО-системы (пример: движение твердого тела в состоянии не¬ 
весомости или движущийся по инерции космический корабль, ко¬ 
гда не учитывается градиент поля гравитации). 

1. Положение равновесия системы , на которую действуют толь¬ 
ко гироскопические силы О у , будет устойчиво тогда и только то¬ 
гда, когда беі^у) Ф 0 [8, стр. 126 1 )]. 

Из этой теоремы сразу же следует, что система, на которую 
действуют только гироскопические силы, будет неустойчива, когда 
число т нециклических координат нечетно, ибо тогда беі(§ , аѵ ) = 0 
в силу (5.20). 

АОС-системы (пример: движение твердого тела в состоянии 
невесомости под действием сил, пропорциональных скорости). 

2. Положение равновесия системы , на которую действуют только 
гироскопические и диссипативные силы О у и Д ѵ , всегда устойчиво , 


Ц Здесь и далее теоремы приводятся в формулировках автора книги, а не цитируются по 

указанным им источникам. — Прим . ред . 
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если функция Рэлея О (5.35) определенно-положительна 
[8, стр. 163]. 

Положительная определенность О означает, что движение по 
всем степеням свободы задемпфировано. Силы О у вызывают дис¬ 
сипацию, а не возрастание энергии. В дальнейшем мы будем 
использовать понятие диссипативных сил именно в этом смысле. 

АйСЕ-системы (пример: вращающийся в состоянии невесомости 
космический корабль, ориентацией которого управляют с помощью 
Е- сил. Этими силами кинетическая ось приводится к желаемому 
направлению). 

3. Если система не содержит консервативных сил Р у , то при 
четном числе т нециклических координат для осуществления асим¬ 
птотической устойчивости необходимо помимо диссипативных сил 
О ѵ присоединить гироскопические силы О у [8, стр. 214] 1 ). 

4. Для системы , у которой Р у = 0 , при нечетном значении т не 
может быть осуществлена асимптотическая устойчивость никакими 
гироскопическими , диссипативными и ускоряющими силами О у и 
Оу [8, стр. 214]. 

5. Неустойчивое положение равновесия неконсервативной си¬ 
стемы, у которой Р у = 0, может быть стабилизировано только то¬ 
гда , когда добавляются как диссипативные , так и гироскопические 
силы О у и О у [39, стр. 33]. 

АР-системы (пример: масса на пружине, совершающая незату¬ 
хающие колебания). 

6. Характеристическое уравнение консервативной системы , у ко¬ 
торой О у = 0 и потенциальная энергия 11 (5.36) не является зна¬ 
коопределенной квадратичной формой , имеет хотя бы один корень 
с положительной вещественной частью. 

Характеристическое уравнение ЛО-системы имеет вид 
сіе! ( а ау№ А- Іаѵ) = 0- Существует преобразование координат, с по¬ 
мощью которого матрицы а аУ и } ау одновременно приводятся к диа¬ 
гональному виду [40, гл. 10]. Если потенциальная энергия не яв¬ 
ляется знакоопределенной, то хотя бы один диагональный элемент 
преобразованной матрицы ( аУ будет отрицательным. Отсюда сле¬ 
дует существование корня характеристического уравнения, у ко¬ 
торого Ке(Я) > 0. 

АОР-системы (примеры: гироскопический маятник, вагон мо¬ 
норельсовой дороги без демпфирующего устройства, волчок без 
трения). 


*) Как показано в работе [8], теоремы 3 и 4 не распространяются на полную (нелинеаризо*- 

ванную) систему уравнений движения. — Прим, ред. 
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7. Все корни характеристического уравнения консервативной 
системы , положение равновесия которой устойчиво, имеют веще¬ 
ственные части , равные нулю [38, стр. 49]. 

Устойчивое положение равновесия может быть только при оп¬ 
ределенно-положительной потенциальной энергии і/. Из приведен¬ 
ной теоремы, восходящей еще к Лагранжу, следует, что консерва¬ 
тивная система, будучи выведена из устойчивого положения рав¬ 
новесия, совершает незатухающие колебания. 


8. Неустойчивое положение равновесия консервативной системы 
при нечетном числе неустойчивых степеней свободы не может 
быть стабилизировано никакими гироскопическими силами О у 
[8, стр. 176]. 

Число неустойчивых степеней свободы равно числу корней X, 
у которых Ке(Я) > 0. 

9. Неустойчивое положение равновесия консервативной системы 
может быть стабилизировано гироскопическими силами О ѵ , если 
1) сіеі(ёГ а ѵ) Ф 0, 2) потенциальная энергия I] знакоопределенна , 
3) характеристическое уравнение не имеет кратных корней , 4) ки¬ 
нетический момент Н достаточно велик [8, стр. 179]. 

Теоремы 8 и 9 содержат классические результаты Томсона и 
Тэта [34]. Их практическое значение, однако, невелико, так как 
они относятся только к консервативным системам. У реальных си¬ 
стем энергия всегда рассеивается, вследствие чего состояние устой¬ 
чивости может коренным образом измениться, как это будет видно 
из теоремы 11. 


10. Устойчивое положение равновесия консервативной системы 
не может быть сделано неустойчивым добавлением гироскопиче¬ 
ских сил Оу [38, стр. 49]. 


АйОР-системы (пример: гироскопический маятник с демпфи¬ 
рованием) . 

11. Если функция Рэлея И определенно-положительна и матри- 
ца І аУ не имеет равных нулю собственных значений , то устойчи¬ 
вость или неустойчивость не зависит от демпфирующих и гироско¬ 
пических сил Оу и Оу [41, стр. 47]. 

Эта теорема чрезвычайно важна. В качестве гипотезы ее пред¬ 
ложили Томсон и Тэт, а позднее сформулировал и доказал Че- 
таев [32]. Окончательно он показал, что полная ЛДО/’-система, 
описываемая уравнениями движения 

^ау^а ^ау^а “I"" Еау^а “I"" ^ау^а ^ (V ^• * • > (5.37) 

будет устойчивой, если устойчива соответствующая АР- система, 
описываемая укороченными уравнениями движения 


^ау^а ”Ъ Іау^а ^ (V 2, 



• • • 


(5.38) 
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Иными словами, устойчивость ЛОО^-системы определяется исклю¬ 
чительно собственными значениями матрицы / аѴ , т. е. корнями 
уравнения сіеі (} аУ — Хб аѵ ) = О- С помощью теоремы 11 доказы¬ 
вается, что устойчивая система добавлением демпфирующих сил 
й у может быть сделана неустойчивой. Например, можно показать, 
что гироскоп Лагранжа с верхним расположением центра тяжести 
(а также и волчок) при учете демпфирующих воздействий неустой¬ 
чив, если применить введенное выше понятие устойчивости. Этому 
не противоречит тот факт, что воздействие сил трения на волчок 
ведет к его выпрямлению и исчезновению прецессионного движе¬ 
ния. При і—*оо кинетический момент станет настолько мал, что 
волчок опрокинется. Известную всем устойчивость волчка при до¬ 
статочно большом кинетическом моменте следует поэтому на¬ 
звать устойчивостью на конечном интервале времени или практи¬ 
ческой устойчивостью. 

12. Если функция Рэлея О определенно-положительна , то число 
корней характеристического уравнения с положительной веществен¬ 
ной частью равно числу отрицательных собственных значений ма¬ 
трицы Іау [41, стр. 47]. 

13. Устойчивое положение равновесия остается устойчивым при 
добавлении произвольных гироскопических сил О у и демпфирую¬ 
щих сил йу со знакопостоянной положительной функцией Рэлея О 
[8, стр. 202]. 

В случае знакопостоянной положительной функции Рэлея В 
колебания системы по одной или нескольким степеням свободы 
будут незатухающими, в то время как все другие колебания за¬ 
тухают. 

14. При знакопостоянной положительной функции Рэлея О и 
произвольных гироскопических силах Су движение системы не¬ 
устойчиво , если все собственные значения матрицы } аУ отрицатель¬ 
ны [41, стр. 48]. 

15. Устойчивое положение равновесия становится асимптотиче¬ 
ски устойчивым при добавлении сил с положительно определен¬ 
ной функцией Рэлея О и произвольных гироскопических сил О ѵ 
[8, стр. 203]. 

АРЕ-системы (пример: двойной маятник, причем на нижний 
маятник действует постоянная по величине сила, направление ко¬ 
торой связано с этим маятником). 

16. Положение равновесия консервативной системы при Су == 0 
может быть сделано устойчивым или неустойчивым добавлением 
неконсервативных позиционных сил Е ѵ [35, стр. 108]. 

АОРЕ-системы (пример: двойной маятник, такой же, как и 
выше, но с добавлением демпфирующих или ускоряющих сил). 



5 3. Системы с быстровращающимися гироскопами 


235 


17. Если положение равновесия системы при О у = О неустой¬ 
чиво, то его нельзя стабилизировать добавлением неконсерватив¬ 
ных позиционных сил Е у [39, стр. 33]. 

АИСРЕ -системы (примеры: гироскопический маятник с кор¬ 
ректирующим устройством Сперри и демпфированием, вагон 
монорельсовой дороги со стабилизирующим устройством или 
вращающийся по околоземной орбите спутник с управляемой ори¬ 
ентацией) . 

18. Положение равновесия системы с определенно-отрицатель¬ 
ной потенциальной функцией П при нечетном числе нециклических 
позиционных координат не может быть стабилизировано добавле¬ 
нием каких угодно сил й у , О у или Е у [8, стр. 215]. 

19. Положение равновесия системы с определенно-отрицатель¬ 
ной потенциальной функцией П при четном числе нециклических 
позиционных координат и наличии сил И у с определенно-положи¬ 
тельной функцией Рэлея й может быть стабилизировано , если 
добавить вместе с гироскопическими силами С у неконсервативные 
позиционные силы Е у [8, стр. 215]. 

20. Движение системы неустойчиво при произвольных силах 
О у , Р у и Е у , если след матрицы д ау отрицателен [8, стр. 213]. 

Условие зр(^ а ѵ) >0 физически означает, что демпфирующая 
часть функции Рэлея является преобладающей по отношению к 
ускоряющей части. Действительно, матрицу й ау некоторым преоб¬ 
разованием координат можно привести к диагональному виду, и 
тогда положительные диагональные элементы будут соответство¬ 
вать затухающим, а отрицательные — нарастающим колебаниям. 
Если сумма положительных элементов больше, чем сумма абсо¬ 
лютных величин отрицательных элементов, то преобладает демп¬ 
фирование. Но сумма диагональных элементов матрицы, т. е. ее 
след, инвариантна относительно преобразования координат, 
поэтому преобладание демпфирующей или ускоряющей части оп¬ 
ределяется следом исходной матрицы й ау . 

5.3. Приближенное исследование систем 
с быстровращающимися гироскопами 

Технические гироскопические приборы, как правило, содержат бы- 
стровращающиеся гироскопы, так как кинетический момент, необ¬ 
ходимый для удовлетворительного функционирования прибора, же¬ 
лательно достичь при возможно меньшем весе. При обычных дви¬ 
жениях таких устройств гироскопические силы доминируют над 
другими силами — силами инерции, позиционными силами и си¬ 
лами трения. 
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В этом случае, сделав ряд пренебрежений, можно прийти к 
значительно более простому, но достаточно точному способу при¬ 
ближенного аналитического исследования системы. Благодаря та¬ 
кому упрощенному подходу весьма сложные приборы оказываются 
доступными для изучения. Такого рода приближенные исследова¬ 
ния объединяются под названием «техническая (или инженерная) 
теория гироскопов », соответственно говорят о технических уравне¬ 
ниях гироскопа (или уравнениях прецессионной теории). Рассмот¬ 
рим теперь подробнее исходные положения указанной теории и 
границы ее применения. 


5.3.1. Уравнения системы с быстровращающимися симметричными 
гироскопами. Выражение для кинетической энергии, разложенное, 
согласно (5.8), на три части, послужило отправным пунктом для 
исключения циклических координат. Подобный подход будет при¬ 
менен и в рассматриваемом здесь специальном случае. 

В качестве циклических координат, определяющих положение 
имеющихся в системе роторов гироскопов, выберем углы ср к пово¬ 
ротов роторов относительно их кожухов. Эти повороты совер¬ 
шаются вокруг осей симметрии роторов, моменты инерции относи¬ 
тельно которых обозначим через С к . Тогда кинетическая энергия 
(5.8) записывается в виде 

т — + ѴА (Фи + КаЯа?- (5-39) 


Индексы аир принимают значения от 1 до т, индекс х — от пг + 1 
до п. Величина Н ка равна косинусу угла между направлением оси 
симметрии х-го гироскопа и направлением вектора угловой скоро¬ 
сти ц а . При этом должны учитываться лишь те индексы а, которые 
соответствуют переносным вращениям для х-го гироскопа. Сумма, 
стоящая в формуле (5.39) в круглых скобках, равна проекции 
абсолютной угловой скорости х-го гироскопа на его ось симметрии. 

Предположение, что ср к являются циклическими координатами, 
означает, что моменты, действующие относительно осей симметрии, 
взаимно уравновешиваются (О* = 0). Из (5.1) тогда следует 

= с ы ) (фи + ЛнвФо) = = сопзі. (5.40) 

По индексу, заключенному в скобки, здесь и в дальнейшем сум¬ 
мирование, в виде исключения из общего правила, не произво¬ 
дится. Подстановкой (5.40) в (5.39) получаем 



Для функции Рауса имеем из (5.12) 


1 я 


к 


2 ( 

'-V-' 

Ко 


(5.41) 
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Вследствие постоянства Но уравнения движения (5.16) принимают 
вид 


а (дя 2 

йі \д<7а 


дК 2 

дд а 


— 


а (дкл , 

йі \ дд а / 


дНі 

дд а 


(а= 1, .. т). 


(5.42) 


Эти общие уравнения упрощаются, если в случае быстровращаю¬ 
щихся гироскопов предположить, что часть Н 2 кинетической энер¬ 
гии пренебрежимо мала по сравнению с Н\. Физически это озна¬ 
чает, что энергия движения, соответствующая вращениям ф а , г. е. 
перемещениям масс кожухов гироскопов и их подвесов, считается 
малой по сравнению с энергией роторов гироскопов. Такого рода 
предположение оказывается допустимым для многих технических 
гироскопических приборов. 

Таким образом, приближенные уравнения движения, как сле¬ 
дует из (5.42), будут 


й ( ОН і 
йі \ дд а 


|^- = <2 а (а = 1, .... т). 


(5.43) 


Иными словами, приближенные уравнения движения получаются 
из уравнений движения Лагранжа второго рода, если в них кине¬ 
тическую энергию Т заменить на линейно зависящую от угловых 
скоростей с\ а часть функции Рауса 

/?і = Н % к т сі а . (5.44) 

Уравнения (5.43) можно тогда привести к виду 

(^Г ~ ^г) = (Р=1, т). (5.45) 

Кососимметричность матрицы гироскопических сил здесь видна 
непосредственно. Из (5.45) также следует, что движение системы 
в основном определяется равновесием между внешними силами (2$ 
и гироскопическими силами Ор. Силы инерции выпали, так как 
они получаются из отброшенной части Н 2 функции Рауса. 

При практическом использовании приближенных уравнений их 
можно еще больше упростить, если учесть, что в выражениях 
(5.40) для кинетических моментов Н К слагаемые, соответствующие 
переносным движениям, пренебрежимо малы по сравнению с пер¬ 
вым слагаемым, соответствующим собственному вращению гиро¬ 
скопа: фи > /іуіаЯоС’ 

Итак, технический расчет гироскопических устройств может со¬ 
стоять из следующих четырех шагов: 

1) берем в качестве постоянных кинетических моментов гиро¬ 
скопов их собственные кинетические моменты, т. е. полагаем Н К « 

^ С (к)Фк’ 

2) находим укороченную функцию Рауса (5.44); 

3) выписываем уравнения движения (5.43); 

4) решаем эти уравнения. 
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Порядок приближенных уравнений, получаемых на третьем 
шаге, ниже, чем порядок точных уравнений, что видно, например, 
из сравнения уравнений (5.45) с уравнениями (5.30). Это значит, 
что решения приближенных уравнений могут быть найдены не для 
любых начальных условий. Иначе говоря, приближенный подход 
годится не для любых допустимых движений гироскопической си¬ 
стемы, хотя во многих случаях удовлетворительное описание по¬ 
ведения системы с помощью приближенных уравнений оказывается 
возможным. Вопрос, при каких условиях это возможно, еще тре¬ 
бует дальнейшего, разъяснения. Мы здесь ограничимся общим 
замечанием, что в невырожденных случаях приближение будет 
тем точнее, чем больше кинетические моменты имеющихся в си¬ 
стеме гироскопов. 

Некоторые вопросы, возникающие при исследовании гироскопи¬ 
ческих приборов с помощью приближенных уравнений, будут об¬ 
суждены ниже в § 10.1. 

5.3.2. Формы движения и собственные частоты системы с быстро- 
вращающимися гироскопами. Для того чтобы получить более глу¬ 
бокое представление о картине движения гироскопической системы, 
мы ограничимся исследованием консервативной системы и примем 
во внимание упрощения, вытекающие из предположения о быстром 
вращении гироскопов. 

В силу (5.34) уравнения, описывающие движение в окрестности 
стационарного режима, будут 

а еѵ * р + = 0 (у=1,...,т). (5.46) 

Решение линейных дифференциальных уравнений (5.46) в случае 
постоянных коэффициентов можно искать в виде 

* р = (5.47) 

Для неизвестных амплитуд А$ получаем систему линейных алгеб¬ 
раических уравнений 


(а зѵ Я 2 + ёъуЪ + ! &у ) = 0 (ѵ = 1 , т). (5.48) 

Нетривиальное решение этой системы существует только тогда, 
когда ее определитель равен нулю: 

А (Я) = беі (а$ у Х 2 + + і^ у ) = 0. (5.49) 

Таким образом, собственные значения X должны быть корнями 
характеристического уравнения (5.49), которое является алгебраи¬ 
ческим уравнением степени 2т и содержит только четные степе¬ 
ни X. К последним двум выводам мы придем, если раскроем опре¬ 
делитель и убедимся затем, что вместе с корнем X имеется и ко- 
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рень — -А,. Действительно, учитывая равенства а$ у — а ѵ р, = 
= /зѵ = /ѵв» имеем 

Д ( Я) = сіеі (а рѵ (— Я) 2 — §^ у Х + /^ ѵ ) = 

— сіеі (а ѵ(5 Я 2 + § у рХ + / ѵ р) = 

= беі (а рѵ Я 2 + ^ ЗѴ Я + / рѵ ) = А (Я). 

Здесь при переходе от второй строки к третьей было использовано 
известное свойство определителя: величина определителя не ме¬ 
няется, если его строки и столбцы поменять местами. 

Далее мы ограничимся случаем, когда тривиальное решение 
дифференциальных уравнений устойчиво. Принимая во внимание 
указанное выше обстоятельство, что вместе с корнем Я характе¬ 
ристического уравнения должен быть и корень —Я, следует в дан¬ 
ном случае считать все корни чисто мнимыми: 

Я§ = ш§, А'т+б = ^6 (б = 1, • • •, т). (5.50) 

Это означает, что движение складывается из незатухающих коле¬ 
баний. 

Не вычисляя явно круговые частоты этих колебаний (для этого 
требуется решить характеристическое уравнение), мы можем полу¬ 
чить некоторые общие результаты с помощью следующих рассу¬ 
ждений. В виду предположения, что характеристическое уравнение 
не имеет кратных корней, общее решение будет линейной комби¬ 
нацией частных решений вида 

*рб = 

которые, будучи подставлены в исходные уравнения (5.46), дают 
систему уравнений 

/рѵ) ^З(б) ® (ѵ 1? • • •» ^)* (5.51) 

Амплитудные множители Лр б могут оказаться комплексными. Но 
в силу того, что коэффициенты системы являются действительными 
величинами, амплитудные множители, соответствующие паре кор¬ 
ней (5.50), должны быть комплексно сопряженными: 

Лрб = + *'Срб> Лр (т+б) = б,36 *’С|зб — Л|з б . (5.52) 

Умножим уравнения системы (5.51) на Д ѵл и просуммируем по у: 


V 


{ а а У Ч + ^р ѵ Ч + /рѵ) А 


Л 

3(б) АІ ѵ (б) 


о. 


(5.53) 


Учитывая (5.52) и то, что матрицы ар ѵ и /в ѵ симметричны, а матри¬ 
ца кососимметрична, преобразуем выражения, входящие в 

(5.53): 

+ С 


®рѵ^р (6)^Ѵ (6) [Яр (б)Я-у (6) 


р (б)С’ѵ (б)] 


^рѵ^р (бИѵ (б) 
I рѵ^р (бИ Ѵ (б) 


^ёрѵ [Яр (б)^Ѵ (б) ^,6^(6)] 

/рѵ [Яр (6 )Ву (6) + Яр (в )С ѵ (6)] 


а 6 > 0, 

і§ 6 , (5.54) 

/б- 
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Здесь а 6 , / б — действительные величины, причем величина а ь 
является суммой двух определенно-положительных квадратичных 
форм и поэтому тоже положительна. Квадратичные формы, сумма 
которых равна / 6 , в силу (5.36) будут определенно-положительны¬ 
ми только для статически устойчивого положения равновесия; 
билинейная форма может быть как положительной, так и отри¬ 
цательной. Уравнение (5.53) с учетом (5.54) принимает вид 


откуда 


а (б )Ч + ^(6)4 + /б “ °> 


Ял - — і 


. 8{Ь) 


2 а 


(б) »- 


. і 4а (б)^(б> 

1 * „ 2 

6 ) 4 


(5.55) 

(5.56) 


В рассматриваемом случае устойчивых решений корни Я 6 должны 
быть, как отмечалось выше, чисто мнимыми, поэтому подкоренное 
выражение не должно быть отрицательным: 

#(б) + 4а ( б/(б) > 0 (б = 1, • • •, т). (5.57) 


Отсюда непосредственно следует вывод, который уже приводился 
вместе с другими общими теоремами в п. 5.2.2, а именно: в случае 
статически устойчивого положения равновесия (/ б > 0) добавление 
гироскопических сил не нарушает устойчивости, статически не¬ 
устойчивое положение равновесия может стать устойчивым (не 
асимптотически) только при достаточно больших гироскопических 
силах, т. е. при достаточно больших кинетических моментах гиро¬ 
скопов. 

Полученные выше результаты позволяют достичь некоторых 
упрощений для случая быстро вращающихся гироскопов. Введем 
для этого параметр Я, имеющий размерность кинетического мо¬ 
мента, положив 

Н к = к к Н, (5.58) 


и будем рассматривать предельный случай, когда Я->оо. 
Из (5.58) следует, что 

§Рѵ = ^б = (5.59 

где величины ё'р-у и ё* У ж е не зависят от Я, так как элементы 

гироскопической матрицы в силу (5.45) зависят линейно от Я х . 

Подставим (5.59) в (5.56) и, разлагая радикал в ряд по сте¬ 
пеням 1/Я, получим следующие приближенные выражения для 
корней: 

„• Аб) 


я 


61 


я 


62 


Щб) 

.. **<«> 


(6=1, ,.., т). 


(5.60) 


а (б) * 
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Корни Я 6 і, приближенная формула для которых получена с уче¬ 
том двух членов ряда, при Я— *оо стремятся к нулю; им соответ¬ 
ствуют медленные прецессионные колебания гироскопической си¬ 
стемы. Корни Я 6 2 , приближенное выражение которых получено 
с учетом одного члена ряда, растут пропорционально Я; с ними 
следует сопоставить быстрые нутационные колебания. Таким об¬ 
разом, справедливо следующее общее утверждение: 

Собственные частоты устойчивой консервативной гироскопиче¬ 
ской системы при сіеі: (ёГз ѵ ) =т^= 0 распадаются на две группы ,; при 
большом кинетическом моменте Я частоты одной группы можно 
приближенно считать пропорциональными 1/Я, а частоты другой 
группы — пропорциональными Я. 

Очевидно, что такое разбиение частот на две группы возможно 
только в случае четного пг. Вследствие (5.50), кроме корней (5.60), 
имеется еще пг корней, модули которых равны модулям соответ¬ 
ствующих корней (5.60), а знаки противоположны. Нетрудно по¬ 
казать, что эти корни получаются при перемене местами индексов 
|3 и у в (5.53). Следовательно, каждому значению б можно поста¬ 
вить в соответствие четыре корня, поэтому степень 2 пг характери¬ 
стического уравнения должна делиться на 4, что имеет место в 
случае четного пг. 

Условие четности пг содержится в более строгом требовании 
беі(й'ізѵ) =И= 0. Необходимость этого требования вытекает из рас¬ 
смотрения характеристического уравнения (5.49). Запишем его 
левую часть в виде полинома степени 2 пг: 

А (А») = &2т^ 2Ш “Ь ^2т—2^ 2т_ ~ 2 ^Я 2 ^0 = 0* (5.61) 


Если пг четное, то здесь содержится член 

Ь т (Я) = сіеі (*4) Н т + ... . 


Наивысшая степень параметра Я входит в Ь т (Н) с множителем 
сіеі (ёар)* Соседние с Ъ т коэффициенты тоже суть многочлены от Я, 


но их степень тем меньше числа т, чем более они удалены от 
среднего коэффициента. Крайние коэффициенты Ь 2т = гіеі(а а р) и 
Ьо = сіеі: з) не зависят от Я. В предельном случае быстровра¬ 
щающихся гироскопов, когда Я->оо, в выражениях для коэффи¬ 
циентов доминируют члены со старшими степенями Я. Эти степени 
в выражении 


Аі (Я) — Ь т Х т Ь т -2^ т + • • • + Ь^К Ь 0 (5.62) 


убывают, а в выражении 

^2 (Я) — &2тЯ 2ш + &2т—2Я 2ш ” 2 + • • • + Ь т % т 


(5.63) 


возрастают. Если положить оба этих выражения равными нулю, то 
из условия Аі = 0 получим корни, модули которых приблизительно 
пропорциональны 1/Я, в то время как модули корней уравнения 
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Аг = 0 приблизительно пропорциональны Я. Приближенное выра¬ 
жение для корней уравнения А* = 0 совпадает с К 6 \ из (5.60), а 
приближенное выражение для корней уравнения А 2 = 0 совпадает 
с Х б 2 . Примененный здесь прием замены характеристического урав¬ 
нения двумя уравнениями оправдывается существованием двух 
групп корней. 

Из наших рассуждений следует, что полное разбиение корней 
на две группы возможно только при сіеі Ф 0. В случае особой 

гироскопической матрицы, когда сіеі (ёГ^ ѵ ) = 0, но среди миноров 

порядка т — 1 хотя бы один не равен нулю, коэффициенты Ъ т+2 , 
Ь т и Ъ т -2 имеют одинаковый порядок роста относительно вели¬ 
чины Я. Поэтому в предельном случае Я —► оо существуют два 
корня характеристического уравнения, которые стремятся к пре¬ 
дельному значению, не зависящему от Я. Следовательно, движе¬ 
ния, соответствующие этим корням, не будут ни прецессией, ни 
нутацией. Мы назовем их маятниковыми колебаниями. 

У системы с нечетным пг существует по крайней мере один вид 
маятниковых колебаний, так как в этом случае оба средних коэф¬ 
фициента Ь т _ і и Ь т+] имеют одинаковый порядок роста относи¬ 
тельно Я. Чем выше дефект матрицы §р ѵ , тем больше может ока¬ 
заться видов маятниковых колебаний. 

Таким образом, можно сказать, что в общем случае корни ха¬ 
рактеристического уравнения при Я —> оо разбиваются на три 
группы, которым соответствуют прецессионные, нутационные и 
маятниковые колебания. 

После надлежащего преобразования характеристического урав¬ 
нения можно найти приближенные выражения для корней. Так, 
например, в первом приближении для корня с наименьшим моду¬ 
лем справедливо следующее выражение: 

А., « / VЬо/Ь 2 , 


а для корня с наибольшим модулем 


^т ~ І V &2т—2І& 


2т у 


Известными методами эти приближения могут быть улучшены. Од¬ 
нако для того, чтобы найти собственные частоты системы, совсем 
не обязательно исходить из характеристического уравнения. При 
расчетах, связанных с гироскопическими устройствами, вообще го¬ 
воря, целесообразно использовать непосредственно уравнения дви¬ 
жения. Если кинетический момент Я достаточно велик, то в силу 
равенств ^ =Я^ р в уравнениях (5.46) доминируют средние 

члены. Для медленных движений силы инерции весьма малы. Сле¬ 
довательно, такие движения можно приближенно исследовать, ис¬ 
ходя из условия равновесия между гироскопическими и позицион¬ 
ными силами, что приводит к приближенным уравнениям 

^^0 (ѵ == 1 > • • • > ні). 


(5.64) 
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Мы вновь пришли к приближенным уравнениям (5.45), получен¬ 
ным ранее другим способом. Их решение дает, за исключением вы¬ 
рожденных случаев, прецессионное движение, соответствующее 
корням А, 6 і из (5.60). На этом основании в теории гироскопов урав¬ 
нения (5.64) называют уравнениями прецессионной теории. 

Если же, наоборот, исследуются быстрые движения (нутация), 
то силы инерции будут существенно больше, чем позиционные. То¬ 
гда приближенные уравнения движения записывают, исходя из ус¬ 
ловия равновесия между силами инерции и гироскопическими си¬ 
лами: 

+ (Ѵ=1 т). (5.65) 


Их решение дает, опять же за исключением вырожденных случаев, 
нутационные колебания, соответствующие корням К 62 из (5.60). 

Уравнения (5.64) и (5.65) образуют систему дифференциаль¬ 
ных уравнений, порядок которой в два раза ниже порядка полной 
системы (5.46) 1 ), поэтому найти их решение гораздо проще. Однако 
довольно сложно получить оценку погрешности, возникшей от за¬ 
мены точных уравнений приближенными. Поэтому очень важным 
является знание условий, достаточных для того, чтобы ошибка при¬ 
ближения стремилась к нулю при #->оо. Меркиным [8, стр. 185] 
указаны следующие три условия: 


1) должно выполняться неравенство йеі (§ рѵ ) ф 0, 

откуда следует, что т должно быть четным; 

2) решения приближенной системы (5.45) или соот¬ 
ветственно (5.64) должны быть устойчивыми; 

3) система первого приближения не должна иметь 
кратных корней. 


(5.66) 


Условия (5.66) по существу уже были использованы выше. 
Следует, однако, отметить, что невыполнение этих условий не обя¬ 
зательно приводит к отказу от приближенного метода исследования. 
Это будет более подробно пояснено на примере. 


5.3.3. Пример: несвободный гироскоп в трехрамном подвесе. Схе¬ 
матически изображенный на рис. 5.1 гироскоп в трехрамном под¬ 
весе представляет систему четырех предполагаемых абсолютно 
твердыми тел: ротора /, внутренней рамки 2, промежуточной рам¬ 
ки 3 и внешней рамки 4. Углы последовательных относительных 
поворотов этих тел обозначим соответственно через ср, (3, а, 6, при¬ 
чем 6 является углом поворота внешней рамки относительно непо¬ 
движного основания. Центр тяжести подсистемы, состоящей из 
ротора и внутренней рамки, находится на оси ротора и в общем 
случае не совпадает с точкой пересечения осей подвеса, т. е. 
на систему действуют моменты силы тяжести. Кроме того, в 


*) Для системы (5.65) понижение порядка достигается с помощью подстановки 

Прим. ред. 
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горизонтальное положение равновесия внешнюю рамку приводят 
пружины. 

Для данной гироскопической системы составим технические 
уравнения, которые в случае малых отклонений линеаризуем и 
решим. Затем для случая малых колебаний исследуем общие 
уравнения, чтобы таким путем найти приближенные значения для 
собственных частот системы. 


з 

к 



Рис. 5.1. Тяжелый гироскоп в трехрамном подвесе на пружинах. 


Для вывода приближенных уравнений используем данные в п. 
5.3.1 рекомендации. Здесь имеется только один ротор, поворот ко¬ 
торого вокруг оси симметрии описывается циклической координа¬ 
той ф, поэтому будет один постоянный кинетический момент 

Н { « Сіф = н. 

Далее найдем, согласно (5.44), укороченную функцию Рауса 

/?! = Н п Н ш д а = Н (сс зіп Р — б зіп а соз Р) 

и, согласно (5.43), приближенные уравнения движения, справед¬ 
ливые для случая быстровращающегося гироскопа: 

Р Н соз Р + б Н соз а соз р = <2 а , 

— а Н соз Р — ЬН зіп а зіп р = <2 р , (5.67) 

— а Н соз а соз р + р Н зіп а зіп р = Я 

Обобщенные силы С} можно определить с помощью потенциала 
(/=(/(<*, р, б). Выписывая потенциал, сразу же ограничимся 
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случаем малых отклонений углов а, р, б от значений а = б = 
= Р = 0, соответствующих положению равновесия; тогда 

V « Ѵ 2 т§з [а 2 + (Р + б) 2 ] + 1 І 2 с 6 б 2 . 


Мы положили 17(0,0,0) = 0 и пренебрегли всеми членами, поря¬ 
док которых относительно а, р, у выше второго; через с 6 обозна¬ 
чен постоянный коэффициент упругости пружины. Положив с = 
= т§з, найдем обобщенные силы 




дѴ = 
ар — 

дѴ = 
дЬ ~ 


— с (Р + 6), 

— с (Р “Ь б) — сф. 


Следовательно, линеаризованная для малых отклонений система 
(5.67) имеет вид 

Яр + Я6 + са = 0, 

— Яа + ср + сб = 0, (5.68) 

-— Ясс ср -[- (с -|- с^) б = 0. 


Из сравнения с (5.64) видно, что матрицы, введенные выше, для 
данной системы будут такими: 



■ 0 

н 

Н ' 


' с 

0 

0 " 


— н 

0 

0 

» /рѵ 

0 

с 

С 


. — н 

0 

0 . 


.0 

с 

с + с 6 - 


(5.69) 


Отсюда непосредственно видно, что сіеі (^р ѵ ) = 0 и число т = 3 
здесь будет нечетным. Рассмотрим характеристическое уравнение 
системы (5.68) 


с ЯЛ ЯЛ 


д* (Л) — йеі (ё’р.уЛ + / рѵ ) — 
Его корням 


— ЯЛ с с = с 6 (Н 2 Х 2 + с 2 ) = 0. 

— ЯЛ с с + с 6 (5.70) 


Л = ± ісІН 


(5.71) 


соответствует прецессионное движение. Хотя в данном случае ус¬ 
ловие (5.66/1) не выполняется, мы получили вполне достоверный 
результат, что будет показано ниже с помощью точного решения 
’см. формулы (5.77)]. 

Если ограничить свободу движения системы путем арретиро- 
вания внешней рамки, то 6 = 0 и третье из уравнений (5.68) 
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совпадет со вторым. Гироскопическая матрица для системы остав¬ 
шихся двух уравнений будет 



О Н~ 
— Я О 


откуда сіеі (ё’ру) = Я 2 Ф 0. Из характеристического 
этой системы 


А** (Я) 


с 

— НХ 


НХ 

с 


= Н 2 Х 2 + с 2 = 0 


уравнения 


находим снова пару корней (5.71), которым, следовательно, при¬ 
ближенно соответствует прецессионное движение и в случае арре¬ 
тированной внешней рамки. Однако на этот раз полученное при¬ 
ближение обосновано выполнением условий (5.66). 

Если внутреннюю рамку жестко связать с промежуточной рам¬ 
кой, то свобода движения системы ограничивается условием 
(3 = 0, поэтому второе из уравнений (5.68) можно опустить. Для 
системы оставшихся уравнений вновь сіеі (ё’ру) = Н 2 Ф 0, а ха¬ 
рактеристическое уравнение принимает вид 


А (X) = 


с НХ 
НХ с “Г с§ 


= Н 2 Х 2 + с (с+ с 6 ) = 0 


и имеет корни 


X = іЬ і 


: V е І С + С б) 


н 


(5.72) 


Это приближение тоже является законным, так как и здесь вы¬ 
полняются условия (5.66). Таким образом, приближенные урав¬ 
нения, справедливые для рассматриваемой системы с быстровра¬ 
щающимся гироскопом, в трех указанных случаях оказываются 
вполне пригодными, причем для двух последних случаев этот 
факт обоснован выполнением условий (5.66). 

Учтем теперь ту часть энергии, которая была отброшена 
при выводе приближенных уравнений. В случае малых отклоне¬ 
ний от положения равновесия имеем 

= Ѵ 2 [(Л + Л 2 + Л 3 ) а 2 + (В, + В 2 ) Р 2 + 

+ 2 (В, + В 2 ) (36 + ( В ! + В 2 + В 3 + В 4 ) в 2 ]. (5.73) 

Через Л и В с индексами обозначены соответственно моменты 
инерции ротора и рамок относительно двух осей, которые в по¬ 
ложении равновесия совпадают с осями 1 и 2; индексы соответ¬ 
ствуют обозначениям рис. 5.1. Используя (5.42) и введя вели¬ 
чины 

А = А[ 4" А 2 "Г Лз, В = Ві 4~ В 2 В 3 4~ В 4> В = Ві - Г В 2 , 
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получим вместо (5.68) систему уравнений движения, в которых 
сохранены вторые производные от координат: 

Аа + Яр + НЬ + са = О, 

В’р + В‘6 — На + ср + сб = О, 

+ В6 — На + ср + (с + с 6 ) 6 = 0. 

Характеристическое уравнение этой системы имеет вид 

АХ 2 + с НХ НХ 

Д (Я) = — НХ В*Х 2 + с В"Х 2 + с = 0, 

— НХ В'Х 2 + с . ВХ 2 + с + с б 

или 

Ь 6 Х 6 + 6 4 Я 4 + Ь 2 Х 2 + Ь а = 0 (5.75) 

с коэффициентами 

6 6 = ЛВ*(В 3 + В 4 ), 

& 4 = Я 2 (В 3 + В 4 ) + с (А + В ) ( В 3 + В 4 ) с§АВ , 
ь 2 = Н*с ь + с 2 (В 3 + В 4 ) + сс б (А + В*), 

Ь 0 = с 2 с 6 . 

При заданных численных значениях моментов инерции и пара¬ 
метров Я, с, с 6 нетрудно вычислить корни уравнения (5.75). Мы 
займемся здесь только случаем Я -* оо, чтобы иметь возможность 
провести сравнение с ранее найденными приближенными реше¬ 
ниями. Оставив в коэффициентах уравнения (5.75) только выс¬ 
шие степени Я, заменим его следующим приближенным уравне¬ 
нием: 

Х 6 АВ* (В 3 + Я 4 ) + Я 4 Я 2 {В 3 + В 4 ) + Я 2 Я 2 с б + с 2 с б = 0. (5.76) 

Используя то обстоятельство, что при Я—*оо коэффициенты это¬ 
го уравнения являются величинами существенно разных поряд¬ 
ков, мы можем приближенно найти его корни, приравняв нулю 
сумму двух соседних слагаемых. Тогда 

9 С 2 о С« о Н 2 

*3~— 5Г , (5.77) 

Корню здесь соответствует прецессионное движение, корню 
Х 2 — маятниковые колебания, корню Кз — нутационные колебания. 
Корень Хі совпадает с приближенным значением (5.71), уже най¬ 
денным другим способом. Собственные частоты трех типов дви¬ 
жения системы при большом кинетическом моменте достаточно 
удалены одна от другой, поэтому приближенное решение, найден¬ 
ное выше, оказывается все же полезным для технических прило¬ 
жений, хотя сіеі (ЯРѵ) = 0, 
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В случае ограниченной свободы движения, например при ар- 
ретировании внешней рамки (6 = 0), в характеристическом ура¬ 
внении (5.75) следует сделать предельный переход с 6 -*оо, и тог¬ 
да из числа корней (5.77) останутся только и А,з. Маятниковые 
колебания при арретировании внешней рамки исчезают. 

В случае арретирования внутренней рамки (р = 0) лучше все¬ 
го обратиться к следующей системе, получаемой для этого слу¬ 
чая из (5.74): 


Аа + #6 + со = 0, 

56 — Но (с -[- с$) 6 = 0. 


(5.78) 


Корни соответствующего характеристического уравнения 
ЛМВ + Х 2 [Н 2 + с{А + В) + с 6 А] + с {с + с б ) = 0 

при большом кинетическом моменте #->оо имеют приближенные 
значения 



с (с + с 6 ) 

н 2 



Н 2 


(5.79) 


Корень здесь снова совпадает с приближенным выражением 
(5.72), найденным другим способом, в то время как А ,2 соответ¬ 
ствует частоте нутации. Механический смысл полученных резуль¬ 
татов очевиден: изменению направления в пространстве оси гиро¬ 
скопа теперь должно сопутствовать и движение внешней рамки; 
при этом как частота прецессии (корень А,і), так и частота нута¬ 
ции (корень Х 2 ) отличны от значений (5.77) для случая неаррети¬ 
рованной внутренней рамки: первая — за счет воздействия пру¬ 
жин, вторая—за счет увеличения моментов инерции движущихся 
масс. 


5.4. Уравнения движения типа уравнений Эйлера 

Эйлеровы уравнения движения твердого тела в форме (1.83) мы 
смогли получить из векторного равенства, выражающего теорему 
о кинетическом моменте, спроектировав это равенство на оси свя¬ 
занной с телом системы отсчета; началом координат служил либо 
центр масс 5, либо произвольная точка тела или пространства. 
Если требуется исследовать движение системы тел, то соответ¬ 
ствующие уравнения можно написать для каждого входящего в 
систему тела. При совместном рассмотрении этих уравнений воз¬ 
никают следующие три затруднения: 

1) системы отсчета для различных составляющих тел вра¬ 
щаются одна относительно другой, 

2) начала координат тоже могут перемещаться одно относи¬ 
тельно другого, 

3) реакции и их моменты, возникающие при взаимодействии 
тел системы, должны учитываться при составлении уравнений 
движения и входят в них как дополнительные неизвестные, 
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Вращение связанных с телами систем отсчета следует прини¬ 
мать во внимание потому, что все входящие величины затем пере¬ 
считывают для одной, надлежащим образом выбранной системы 
отсчета. Такой системой отсчета может оказаться, например, си¬ 
стема главных осей инерции того из тел, которое нас главным 
образом интересует. Так, если исследуются вращательные движе¬ 
ния спутника, внутри которого имеются подвижные массы, то це¬ 
лесообразнее всего использовать систему отсчета, связанную с 
оболочкой спутника. 

Если общая система отсчета вращается с угловой скоростью 
й г , то векторное равенство, выражающее в этой системе теорему 
о кинетическом моменте всех тел, записывается вместо (1.85) сле¬ 
дующим образом: 

Н і = Н і + г ІІк й і Н к = М і . (5.80) 

Здесь Ні —- общий кинетический момент всех составляющих тел, 

а Ні — локальная производная по времени в выбранной системе 
отсчета. Величины Ні зависят весьма сложно от относительных 
движений отдельных тел, поэтому в дальнейшем целесообразно 
равенство (5.80) рассмотреть подробнее. При этом из-за возмож¬ 
ных относительных перемещений тел нельзя ограничиться только 
их вращательными движениями. Следует совместно использовать 
теоремы о количестве движения и о кинетическом моменте. Фор¬ 
мально такое исследование можно довольно просто провести пу¬ 
тем объединения вектора количества движения и вектора кинети¬ 
ческого момента в некоторый объект более высокого порядка 
(импульсмотор) и получить обозримые уравнения (см., например, 
[42]), однако при решении конкретных задач эти уравнения необ¬ 
ходимо проектировать на оси координат, что не дает существен¬ 
ных упрощений. Мы хотим привести уравнения к такому виду, 
чтобы был облегчен переход к их матричной форме, удобной для 
решения на вычислительных машинах. Существенными достиже¬ 
ниями в этом направлении мы обязаны Лурье [43], Роберсону и 
Виттенбургу [44]. 


5.4.1. Уравнения движения для одного из тел системы. В п. 1.5.3 

было установлено, что равенство, выражающее теорему о кинети¬ 
ческом моменте, принимает простую форму в системе отсчета, на¬ 
чалом которой служит центр масс 5: 


а 

йі 


( ѳ //®/) = ѳ ?/ 


а* со/ 
йі 




(5.81) 


Здесь, как и ранее, через йхіійі = к\ обозначен результат диффе¬ 
ренцирования в инерциальной системе, а через й*ХіІ(Іі — Хі — ре¬ 
зультат дифференцирования в системе, связанной с телом. Если 
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ѵ? — вектор скорости центра масс, то теорема о количестве дви¬ 
жения выражается равенством 

= пгѵ* = Р і . (5.82) 

Далее равенство (5.81) нужно преобразовать для случая, когда 
начало координат находится не в точке 5, а в некоторой другой 



Рис. 5.2. К выводу теоремы о кинетическом моменте для тела, входящего в систему. 


точке Р тела (рис. 5.2). На основании соотношения Гюйгенса 
Штейнера (1.17) имеем 

05 = 0Р _ т (г к г к Ъ ц - г/ у ). 

Умножим это равенство на со^: 

% а і = — т { г /к а і — 

отсюда, учитывая (1.8), получаем 


Ѳ >/ = Ѳ Г/ И / - те Цк Г 1 г Шп Ы 1 Г т- 
Примем во внимание еще соотношения 

М 8 і — Щ в //й гД, 

= ѴР І + 8 (7й С 0 ; .Г й , 

ІЗ і = + в Цк®і Г к + В Іік а іЧіт & 1 Г т> 

тогда из (5.81) и (5.82) следует равенство 

Ѳ ?Я + + тв цк г іЧ = М Г- 


(5.83) 


(5.84) 


которое выражает теорему о кинетическом моменте для одного 
тела в системе отсчета, началом которой служит точка Р, движу¬ 
щаяся вместе с телом. Этот результат соответствует полученному 
ранее уравнению (1.76), 
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Допустим теперь, что имеется N составляющих систему тел 
К а (а = 1, Ы), и мы рассматриваем их движение относи¬ 

тельно системы координат, вращающейся с угловой скоростью 
Й*. Осями такой системы координат могут быть, например, глав¬ 
ные оси инерции тела Л', которое является телом отсчета для рас¬ 
сматриваемой совокупности тел. Если через со® обозначить отно¬ 
сительную угловую скорость тела с номером а, то его абсолютная 
угловая скорость будет 

Сд- == й^ СО®. 

Далее имеем 

®? = ®“ + в т®і< = ®? + 8 і/А®6> 

= "Ь ю“ = Ц + 

Разобьем главный момент, приложенный к указанному телу, 
на два слагаемых: момент М^ а , возникающий от взаимодействия 



Рис. 5.3. Система твердых тел. тело отсчета К и тела /С®. 


с телом отсчета, и сумму прочих моментов М^ а ; тогда из (5.84) 
следует 

(®/ г Цк (^/ "Ь ®/) ®кІ (Ц “1“ Ш ?) 

+ таг ци г( }^к а ~ Щ ° (5.85) 

Кроме того, запишем для тела равенство (5.82), выражающее 
теорему о количестве движения, обозначив через 1и а силу вза¬ 
имодействия с телом отсчета и через Т 7 ? сумму сил, действую¬ 
щих со стороны остальных тел: 

<х .5(Х рй і г-Вй /г* пр\ 
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Для самого тела отсчета К теоремы о количестве движения и о ки¬ 
нетическом моменте дают следующие равенства (началом отсчета 
служит точка О; см. рис. 5.3): 




( 5 . 87 ) 


ѳ ?/ й / + + тъ т г іЧ 



(5.88) 


Здесь реакции Рі и реактивные моменты М? а взяты со знаком 
минус. 


5.4.2. Уравнения движения для системы твердых тел. Реакции и 
их моменты, вообще говоря, нас не интересуют; чтобы их исклю¬ 
чить, следует объединить уравнения для отдельных тел. Так, из 
(5.86) и (5.87) получаем уравнение, выражающее теорему о ко¬ 
личестве движения для всей системы: 

тѵ 3 1 +^ і т а ѵІ а = Рі + ^ і Р ( і=Яі, (5.89) 

а а 

где Ні — главный вектор всех внешних сил, приложенных к си¬ 
стеме. 

Прибавлением N уравнений (5.85) к (5.88) можно исключить 

Л4? а . Учитывая (5.86) и относя все внешние моменты к началу 
отсчета О, получим следующее векторное уравнение: 

(Ѳ& + 

+ 2 [0Р“ (ш“ + е /и О й «“) + + 

(X 

+ (Ц + ®“) + тае ик ( г № + Х УТ)\ + 

+ тг 11к гр° = М° + 2 ( 5 . 90 ) 

(X 

где М — главный момент относительно точки О всех внешних 
сил, действующих на систему. 

Практическое использование векторного уравнения (5.90) тре¬ 
бует значительных вычислительных усилий, так как при переходе 
к общей системе отсчета придется использовать матрицы преоб¬ 
разований, дающие переход от систем координат, связанных с те¬ 
лами, к общей системе, причем элементы этих матриц в общем 
случае изменяются во времени. 

Уравнения такого рода уже применялись при исследовании ги¬ 
роскопа в кардановом подвесе с несимметричным ротором в 
п. 4.5.1 [см. уравнения (4.70) — (4.72)]. 

При решении конкретных задач ситуация значительно упро¬ 
щается, когда составляющие систему тела оказываются симме- 



(ѳо + 2 0Р«\ 0/ + 8</й о / 
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тричными роторами с осями симметрии, жестко связанными с 
телом отсчета. Решение может также облегчить специальное рас¬ 
положение центров тяжести $ а отдельных тел. В общих случаях 
необходимые преобразования могут быть проведены до конца 
только с помощью вычислительных машин. При надлежащем про¬ 
граммировании можно даже автоматизировать вывод уравнений 
в координатах с последующим их решением. Соответствующие 
алгоритмы даны Виттенбургом [45]; они предусматривают одно¬ 
временно возможность исследовать различные связи между со¬ 
ставляющими систему телами. Часто встречающийся случай, ко¬ 
гда некоторые из кинематических параметров системы изменяются 
незначительно, и получающиеся в нем упрощения исследовали 
Роберсон и Ликине [46]. 

Полученные уравнения движения можно дополнительно пре¬ 
образовать. Так, Шилен [47] вместо тензора инерции второго ранга 
использовал величины третьего ранга, описывающие геометрию 
масс, и ввел тензор второго ранга для задания положений отдель¬ 
ных тел. В качестве начал отсчета были выбраны центры тяжести 
тел с тем, чтобы облегчить приложение к проблемам, связанным со 
спутниками. Таким способом получаются весьма компактные фор¬ 
мулы. Более подробное изложение упомянутых здесь результатов 
читатель найдет в специальных работах. 



Глава 6 


Вращение не абсолютно твердых тел 


При анализе особенностей движения Земли, связанных с прояв¬ 
лением гироскопических эффектов, были обнаружены расхожде¬ 
ния между наблюдениями и теоретическими результатами, полу¬ 
ченными в предположении, что Земля — абсолютно твердое те¬ 
ло. Более точные расчеты показали, что эти расхождения могут 
быть объяснены упругой податливостью тела Земли и измене¬ 
ниями в расположении масс, обусловленными перемещением во¬ 
ды на земной поверхности. Деформации маховика или вала мо¬ 
гут заметно влиять и на поведение технических гироскопов. Для 
приближенного исследования подобных явлений можно было бы 
воспользоваться методами, изложенными в гл. 5. В этом случае 
деформируемое тело надо было бы представить в виде системы 
связанных между собой твердых тел, однако во многих случаях 
другие методы быстрее приводят к цели. Ниже рассматривается 
несколько наиболее типичных примеров; при этом анализ неко¬ 
торых уже известных гироскопических явлений обобщается на 
случай не абсолютно твердых тел. 


6.1. Деформируемый гироскоп 

Влияние упругих деформаций на частоты нутации и прецессии 
вращающихся тел эллипсоидальной формы было подробно изу¬ 
чено Клейном и Зоммерфельдом [6]. Их цель состояла в том, что¬ 
бы выяснить и истолковать гироскопические эффекты в движе¬ 
нии Земли. Оказалось, что в случае Земли, помимо упругих сил, 
необходимо учитывать и взаимное притяжение масс Земли. Было 
получено два важных результата: 

1) упругие деформации гироскопа практически не влияют на 
период его прецессии; в отличие от этого 

2) нутационный период деформируемого гироскопа, например 
Земли, больше, чем у такого же по форме, но абсолютно твер¬ 
дого гироскопа. 

Из наблюдений за перемещением полюсов было установлено, 
что период нутации Земли составляет 14 месяцев — период Чанд- 
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лера. Расчет по формуле (2.38), справедливой для абсолютно 
твердого тела, дает для Земли время Т р обхода полодии, равное 
10 месяцам. Если же учесть возможность малых упругих дефор¬ 
маций материала Земли, то можно получить хорошее совпадение 
теоретического периода с наблюдаемым. Для этого надо, пола¬ 
гая Землю однородным упругим телом, считать, что модуль уп¬ 
ругости ее примерно на 25% больше, чем у стали. Таким обра¬ 
зом, упругие деформации дают по крайней мере качественное 
объяснение наблюдаемых отклонений. Еще более точная теория 
должна учитывать, что Земля не является однородным телом и 
частично состоит из жидкости. 

В гироскопической технике деформации роторов также могут 
оказывать столь существенное влияние, что должны приниматься 
во внимание. Деформироваться могут как вал, так и маховик ро¬ 
тора. Влияние этих деформаций на поведение гироскопа будет 
подробно рассмотрено в § 11.3. 

У Перри [9] и Павлова [48] имеется описание опытов, в кото¬ 
рых демонстрируются гироскопические явления и связанные с ни¬ 
ми изменения формы гибкого диска. Диск из легко сгибающе¬ 
гося материала, например из бумаги или ткани, при быстром 
вращении приобретает свойства твердой пластины и может даже 
издавать звук при ударе по нему палочкой, как металлический 
диск. Если диск из такого гибкого материала, вращающийся во¬ 
круг оси 1, перпендикулярной его плоскости, дополнительно пово¬ 
рачивать вокруг оси, лежащей в плоскости диска, например во¬ 
круг оси 2, как это показано на рис. 6.1, то поверхность диска из¬ 
гибается и принимает форму, наглядно демонстрирующую дей¬ 
ствие гироскопических сил (сил Кориолиса). В направлении де¬ 
формации ясно видна тенденция к совмещению осей собствен¬ 
ного и дополнительного вращений (совершаемых с угловыми ско¬ 
ростями 0 )і и со 2 ). 

Эти эффекты, в том числе и аналогия с поведением жесткого 
гироскопа, хорошо объясняются теорией. Покажем это на приме¬ 
ре, в котором вместо гибкого диска рассмотрим гибкое кольцо 
(свернутую в кольцо цепочку). Кольцо приводится в быстрое рав¬ 
номерное вращение в плоскости 2-3 ведущей шайбой 5 (рис. 6.2). 
Тонкие нити, подобно спицам колеса, соединяют каждое звено 
цепочки с ведущей шайбой. Шайба вращается вокруг оси 1, и се 
центр О неподвижен в пространстве. Если отдельные звенья це¬ 
почки достаточно малы, то ее можно считать сплошным гибким 
канатиком. Пусть положение отдельного звена длины с мас¬ 
сой \ісІ8 характеризуется вектором г*, представляющим собой 
сумму векторов и Т 2 -, направленных соответственно по радиусу 
шайбы и вдоль нити. На это звено в качестве внешних сил дей¬ 
ствуют со стороны нити сила натяжения Рі и со стороны сосед¬ 
них звеньев силы Кі натяжения цепочки, которые можно свести 
к одной результирующей силе Д/С*. Если пренебречь весом цепи 
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и сопротивлением воздуха, то уравнение движения отдельного 
звена можно представить в виде 

йѵ, 

ѵ л* ~аг = Рі + ЬКі = (!і + аз. (6.1) 

Для случая равномерного вращения ведущей шайбы с угловой 
скоростью сог = (сою, 0, 0) нетрудно найти частное решение, со¬ 
гласно которому цепочка в виде кольца радиусом К Ь вра- 

Ъ 


\ 



Рис. 6.1. Деформация быстровра- Рис. 6.2. Вращающееся гибкое кольцо, 

щающегося гибкого диска при до¬ 
полнительном вращении вокруг 
оси 2. 


щается концентрично с ведущей шайбой в той же плоскости. Это 
решение таково: 

г і = КіЦг~> г = Я + Ь = г 0 , 

Ѵі=г і , к а І г к , ѵ = г 0 со 10 = а 0 > 

йо,_ йг к _ _ 2 

аі г ііь & і г о®ю > 

!"о©іо = Іо + А V 

Сила Ро + А/Со направлена по радиусу и в точности уравновеши¬ 
вается центробежной силой. 
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Для того чтобы найти решения, близкие к (6.2), запишем урав¬ 
нение (6.1) в системе координат, связанной с вращающейся шай¬ 
бой. Согласно (1.55), 

сіѴі а'ѵ. 

-аГ = -аГ + в 11к а ^к, 


поэтому из (6.1) следует 

/ \ 

М- [—Ці - Ь е і1к®іѴк) = и + Д&і* 


(6.3) 


Здесь Ѵі — абсолютная скорость звена цепочки. 

Ограничимся тем, что выделим из системы (6.3) уравнение для 
малых отклонений от основного решения по одной только коорди¬ 
нате 1, т. е. будем рассматривать лишь отклонения звеньев 
цепочки от плоскости ведущей шайбы. Если опять положить 
со г = (сою, 0, 0), то, учитывая, что Ѵі = г и левую часть (6.3) можно 
записать как рЛ. Проекцию силы натяжения нити в правой части 
при малых отклонениях можно приближенно выразить в виде 

Іі = — ТіГі/і'- 

Соответствующее выражение для проекции сил натяжения цепочки 
можно получить из тех соображений, что результирующий вектор 
этих сил должен совпадать с главной нормалью цепочки, имею¬ 
щей теперь форму пространственной кривой. В первом приближе¬ 
нии вектор главной нормали имеет координаты 

/ д 2 г\ д 2 г 2 д 2 г ъ \ 

Мер-. ііг]. 

Если принять во внимание соотношение 

Ко = ККо ^ = А Ѵо, 


то проекция сил натяжения на ось 1 запишется в виде 


Д к { = Д&оТ'о 


д 2 г і 
д5 2 


к д * Гі 
А° дз 2 • 


Теперь можно выписать первое координатное 
(6.3): 

д 2 г\ , ]о_ __ К д 2 г х 

ді 2 Ь Гі дз 2 ’ 


уравнение системы 

(6.4) 


Решение г х = гДз, I) этого уравнения в частных производных за¬ 
висит от переменных 5 и і. Оно определяет форму цепочки и пе¬ 
ремещения ее звеньев вдоль направления 1. Рассмотрим решение 
этого уравнения для двух частных случаев. 

Сначала положим, что ( 0 = 0. Это соответствует полностью ос¬ 
вобожденной цепочке, не испытывающей никакого воздействия со 


9 К. Магнус 
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стороны нитей. В этом случае уравнение (6.4) переходит в одно¬ 
мерное волновое уравнение 

д 2 Гі _ 2 д 2 Гі а -ѵ 

ді 2 С дз 2 

со скоростью распространения волны 

с= ѴКо/\і. 

Имея в виду, что Ко = Д к 0 г 0і и учитывая последнее соотношение 
(6.2), получаем = рг^со^, так что 

С = Г 0 СОіо = У 0 * (6.6) 

Таким образом, скорость распространения возмущения вдоль це¬ 
почки в точности совпадает с абсолютной скоростью движения ее 
звеньев, так что любое местное смещение звеньев, перпендикуляр¬ 
ное плоскости невозмущенного движения, при распространении 
волны навстречу движению цепочки остается постоянным в про¬ 
странстве. Все звенья поочередно пробегают неподвижную в про¬ 
странстве впадину. Это явление представляет собой пространствен¬ 
ный аналог известного свойства замкнутой цепочки сохранять 
свою форму при свободном движении в неподвижной плоскости — 
эффект Редингера. 

Чтобы подчеркнуть гироскопический характер движения, рас¬ 
смотрим случай, когда в начальный момент і = 0 цепочка в форме 
кольца вращается в неподвижной плоскости, слегка отклоненной 
от плоскости 2-3, как показано на рис. 6.3; при этом 

г 10 = А СОЗ (8/г о), V 10 = — Лсо 10 5ІП (8/г о). 

Таким начальным условиям соответствует частное решение урав¬ 
нения (6.5) 

г х = А соз (з/г 0 + ©юО- (6.7) 

Во вращающейся системе координат 2', 3' (рис. 6.2) максимальное 
значение А координаты г х соответствует точке 5 + г 0 сою^ = 0 и пе¬ 
ремещается вдоль цепочки навстречу движению ее звеньев со ско¬ 
ростью ѵ 0 — Госою. Относительно неподвижной системы координат 
1,2,3 положение этой точки остается неизменным, а следователь¬ 
но, неизменным остается положение всей плоскости кольца. Таким 
образом, вращающееся кольцо цепочки сохраняет неизменной 
в пространстве ориентацию оси собственного вращения точно так 
же, как обычный свободный гироскоп. 

Однако уравнение (6.5) имеет и другое частное решение 

г { = А соз (з/г 0 — со 1( Д (6.8) 

соответствующее начальным условиям 

гю = А соз з/г 0і гю = Лсо 10 зіп $/г 0 . 
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В этом случае точка, соответствующая максимальному значению г ь 
перемещается со скоростью = г 0 соіо в том же направлении , что 
и звенья цепочки, так что относительно неподвижного простран¬ 
ства ее скорость составит величину 2ѵ 0 . В каждый момент все 
звенья цепочки по-прежнему лежат в одной плоскости, но сама 
плоскость теперь колеблется относительно ведущей шайбы с кру¬ 
говой частотой 2сою. Это полный аналог нутационного движения 
твердого гироскопа, имеющего форму диска; его нутационная ча¬ 
стота всегда равна удвоенному значению угловой скорости соб¬ 
ственного вращения. 



Рис. 6.3. Прецессия гибкого кольца. 


При /о Ф 0 движение приобретает характер регулярной прецес¬ 
сии. Легко убедиться, что уравнение (6.4) имеет частное решение 

г { = А соз ($/г 0 + ѵі)у (6.9) 


где 



> со? 


10 ‘ 


И в этом случае все кольцо цепочки лежит в одной плоскости. От¬ 
носительно же неподвижного пространства нормаль к этой пло¬ 
скости совершает коническое движение с круговой частотой 
ѵ — сою > 0 навстречу движению цепочки. Такое движение соот¬ 
ветствует регулярной прецессии висячего симметричного гиро¬ 
скопа. Вектор кинетического момента Я г - обегает поверхность кру¬ 
гового конуса, ось симметрии которого совпадает с направлением 
оси 1 (рис. 6.3). 

В заключение найдем решение для случая, когда раскрученная 
цепочка участвует в дополнительном вынужденном вращении. 


9* 
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Положим, что ведущая шайба, помимо быстрого вращения с угло¬ 
вой скоростью сою, приводится в медленное вращение с угловой 
скоростью со* вокруг неподвижной в пространстве поперечной оси, 
например вокруг оси 2, как показано на рис. 6.4. Во вращающейся 


г 



Рис. 6.4. Отклонение плоскости гибкого кольца при дополнительном вращении вокруг оси 2. 


системе координат Г, 2', 3' в этом случае имеем 

со^ = (сою> ю*С05 ю 10 /, — со*зіпсо І( Д 

— Г 0 С0 10 8ІП $/г 0 , Г 0 (0ю соз $//*о). 

Первое координатное уравнение системы (6.3) с учетом уже вве¬ 
денных обозначений принимает вид 

^рг + Л)Юіо®* со$ (о 10 / + 7^-) + = С 2 (6.10) 

Оно имеет частное решение 

+ ( 6 . 11 ) 

Кольцо цепочки лежит в плоскости, отклоненной от плоскости 2-3 
на угол 

_ П та х __ ^С0 10 С0* 

ф ~~ Го • 

Величина наклона пропорциональна угловой скорости вынужден¬ 
ного вращения со* и обратно пропорциональна усилию [ 0 . Направ¬ 
ление наклона обнаруживает тенденцию к совмещению осей соб¬ 
ственного и вынужденного вращения. Такое поведение цепочки 
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аналогично отклонению несвободного гироскопа, участвующего во 
вращении подвижной системы отсчета. Это свойство используется 
в гиротахометре (гл. 15) для измерения угловой скорости со* 

6.2. Гироскопы с жидким заполнением 

В связи с попытками объяснить гироскопические явления в движе¬ 
нии Земли были проведены и первые опыты с гироскопами, имею¬ 
щими полости, заполненные жидкостью. Кельвин описал опыты 
с жидкостным гиростатом , представляющим собой тонкую обо¬ 
лочку в форме эллипсоида вращения, целиком заполненную жид¬ 
костью. Оказалось, что если оболочка имеет сплюснутую форму, 
то, после того как гиростат раскручен вокруг оси симметрии, он 
может двигаться на горизонтальной плоскости подобно волчку 
(рис. 6.5); между тем такой же гиростат в форме вытянутого эл¬ 
липсоида падает, как только его отпустят. Подобный опыт можно 



поставить и с цилиндрической оболочкой, как это сделал 
Перри [9]. 

Расчет такого явления весьма сложен, так как при точном опи¬ 
сании движения жидкости необходимо пользоваться уравнениями 
непрерывного пространственного потока, поэтому теоретическое 
объяснение нашли лишь относительно простые случаи. При неко¬ 
торых предпосылках оказывается возможным рассматривать дви¬ 
жение оболочки, оперируя лишь с конечным числом переменных. 
Например, при изучении устойчивости движения интерес представ¬ 
ляет главным образом поведение оболочки, характер же течения 
жидкости внутри полости имеет второстепенное значение. Правда, 
оба движения взаимодействуют одно с другим, так что уравнения 
движения должны учитывать наличие и оболочки, и жидкости. Мы 
рассмотрим некоторые аспекты такого анализа. Более подробное 
изложение можно найти в основополагающей работе Жуковского 
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[49] и в обзорном докладе Румянцева [50], наиболее полно обоб¬ 
щающем результаты по данному вопросу. 

К гироскопу с жидким наполнением можно применить теорему 
о кинетическом моменте (1.75), учитывая при этом, что в данном 
случае кинетический момент системы выражается соотношением 

Н і — Щ — Ѳ^.сОу + Р 6 (/а | г {Ѵ к йѴ, (6.12) 

V 

где интеграл взят по всему объему V, занятому жидкостью. Если 
жидкость идеальна (отсутствует внутреннее трение), несжимаема 
и целиком заполняет полость, то ее кинетический момент можно 
представить в виде 

Щ = . + Н]. (6.13) 

Здесь И} — кинетический момент жидкости в ее движении относи¬ 
тельно оболочки, а величина Ѳ?) представляет собой тензор инер¬ 
ции жидкости, как бы застывшей в полости тела. Тензор Ѳ// отно¬ 
сится не к точке опоры Р, а к центру тяжести жидкости — точке М 
(см. рис. 6.6). 


3 



Рис. 6.6. Тяжелый гироскоп с симметричной полостью, заполненной жидкостью. 

Тензоры инерции можно просуммировать: 

Ѳ?/ + ѳЯ = Ѳ„. 

В случае совпадения главных осей инерции тела и полости для 
эффективных значений главных моментов инерции имеем следую¬ 
щие выражения: 

А = А К + А М , В = В К + В М , С = С К + С М . (6.14) 
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Уравнения движения целесообразно отнести к главным осям инер¬ 
ции: 

Ат -(В — С) 02 СОЗ + Яі — # 2 Юз + #зо 2 = М и 

Вс &2 — (С —А) СОЗСО! + т — #з ©1 + Яісоз = М 2 , (6.15) 

С 0) 3 — {А—В) ОЮ 2 + #з — Яісоз + Я 2 СО 1 = Мз. 

Для определения составляющих кинетического момента Я*, Я \ 

и Щ необходимо использовать уравнения течения жидкости. Жу¬ 
ковский показал, что эти составляющие сохраняют постоянные зна¬ 
чения, если течение жидкости в полости потенциальное с постоян¬ 
ной циркуляцией. В частном случае, когда Я? = СТ, уравнения дви¬ 
жения (6.15) переходят в известную форму уравнений Эйлера, и 
наличие жидкости здесь проявляется лишь в изменении моментов 
инерции согласно формулам (6.14). При Щ ф 0 появляются до¬ 
полнительные гироскопические моменты вращающейся жидкости, 
соответствующие дополнительным членам в уравнениях (6.15). 

Рассмотрим тяжелый симметричный гироскоп с симметричной 
полостью, у которого центр тяжести 5 лежит на оси симметрии 3' 
на расстоянии 5 от точки опоры (рис. 6.6). В этом случае 

А — В у Л4| ::ц== (Зз&з 2 , А /2 — — Стза 3 ]. 

Если предположить, что течение жидкости в полости является по¬ 
тенциальным, то из (6.15) получим несколько усложненную по 
сравнению с (3.35) систему уравнений 

А <і>і — (А — С) о) 20 )з — Я 2 о)з ЯзО )2 = Озй 32 , 

Ао )2 + (А — С) о) 3 о)і — Яз 0 і Я*©з = — Озсіз \ , (6.16) 

С © 3 — Яі ©2 + Я 2©1 = 0. 

Эта система имеет частное решение 

©і = © 2 = 0, ©з = ©зо = сопзі, 

а з\ = а 32 = 0, ЯзЗ = 1> (6.17) 

Н\ = Я 2 * = 0, Яз = Язо = сопзі, 

соответствующее перманентному вращению вокруг оси симметрии, 
направленной по вертикали. Устойчивость такого движения может 
быть исследована известным способом — путем анализа уравнений 
в малых отклонениях. В выкладках полностью сохраняется анало¬ 
гия с тяжелым симметричным гироскопом в случае Лагранжа 
(п. 3.3.2). В качестве необходимого и достаточного условия устой¬ 
чивости движения (6.17) эти выкладки дают неравенство 

(С©зо + Язо) 2 >405А. (6.18) 

В отличие от выведенного ранее условия (3.70) здесь моменты 
инерции А и С изменены в соответствии с формулами (6.14). Если 
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жидкость не участвует во вращении тела, то #зо =— С м со 30 и не¬ 
равенство принимает вид 

(С* со 30 ) 2 > 405 (А к + А м ). (6.19) 

В этом случае наличие жидкости ухудшает устойчивость системы 
по сравнению с гироскопом, имеющим те же значения величин А к , 
С к и 05, но не содержащим жидкости. Вращение жидкости в сто¬ 
рону вращения тела улучшает устойчивость. Потенциальное дви¬ 
жение, в частности, возможно и при нулевом значении относитель¬ 
ного кинетического момента #зо = 0 (потенциальный вихрь). 
В этом случае неравенство (6.18) принимает вид 

(Ссо 30 ) 2 >405Л. (6.20) 

Иные результаты получаются, если течение жидкости носит бо¬ 
лее общий характер. Примером может служить случай чистого 
вращения, когда жидкость вращается целиком, подобно твердому 
телу. В этом случае составляющие кинетического момента могут 
быть представлены в виде произведений моментов инерции на 
угловые скорости: 

Н1 = А*& ь Н' 2 = В'а 2 , #з = С*Оз, (6.21) 

однако величины Й г должны быть найдены из уравнений Гельм¬ 
гольца для вихревого течения. Поскольку речь идет о допол¬ 
нительных дифференциальных уравнениях первого порядка, то 
общий порядок системы уравнений, описывающих движение, по¬ 
вышается. Приведем некоторые результаты. 

Если оболочка гироскопа, имеющая форму эллипсоида враще¬ 
ния с полуосями а и с, достаточно тонка, так что можно прене¬ 
бречь ее собственными моментами инерции, полностью заполнена 
идеальной несжимаемой жидкостью и подвешена, например в кар- 
дановом подвесе, так, что центр эллипсоида совпадает с неподвиж¬ 
ной точкой (свободный гироскоп), то достаточные условия устой¬ 
чивости перманентного вращения системы как одного твердого 
тела вокруг вертикальной оси симметрии можно получить в виде 

а > с или За < с . (6.22) 

Это означает, что полость должна быть либо сплюснутой, либо 
достаточно вытянутой, что совпадает с результатами опытов, 
проведенных Кельвином и другими исследователями. В этом со¬ 
стоит и объяснение известного факта, что сырое яйцо, даже сильно 
раскрученное, не может вращаться на носике вокруг своей оси 
подобно волчку. С вареным яйцом это удается без всякого труда. 
Такое положение оно принимает под действием сил трения, даже 
если первоначально его раскрутили вокруг поперечной оси 
(см. гл. 7). 

Для случая перманентного вращения вокруг вертикальной оси 
тяжелого гироскопа с симметричной полостью при вихревом дви- 
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жении жидкости, вращающейся вместе с телом, Румянцевым по¬ 
лучено достаточное условие устойчивости в виде 

(С — А) со 2 0 > Оз. (6.23) 

Поскольку С — А = С к -)- С м — А к — Л м , для тела с вытянутым 
эллипсоидом инерции ( С к С А к ) условие устойчивости (6.23) все 
же может быть выполнено при высокой скорости вращения, если 
полость с жидкостью достаточно сплюснута ( А м <С С м ). 

Условие (6.23) остается в силе, если жидкость, заполняющая 
полость, имеет конечную вязкость. В рассматриваемом случае, 
когда жидкость вращается вместе с телом как одно целое, вяз¬ 
кость жидкости не оказывает влияния на движение. 

Следует отметить, что условие (6.23) не является необходимым. 
Оно всегда сильнее условия (6.20). Чтобы это показать, применим 
оба условия к твердому телу. Полагая А = А к у С — С к и обозна¬ 
чая х = С к /А к , получаем из (6.20) 

%(х<й М ) 2 >-^> (6.24) 

а из (6.23) 

(х —1 Ко >7^- (б- 25 ) 

Поскольку (х/2 — I) 2 ^ 0, то х 2 /4 ^ х — 1; следовательно, усло¬ 
вие (6.25) более жесткое, чем (6.24). Для твердого тела (6.25) 
является излишне жестким, так как еще раньше (см. (3.70)) усло¬ 
вие (6.24) было получено как необходимое и достаточное. В дру¬ 
гом предельном случае, когда тело состоит из жидкости, заклю¬ 
ченной в тонкую оболочку, массой которой можно пренебречь, 
условие (6.23) принимает вид 

(С м — А м ) о) 2 0 ^ 0$, (6.26) 

что согласуется с опытами Кельвина, так как для гироскопа с вы¬ 
тянутым эллипсоидом инерции (А м >> С м ) при верхнем располо¬ 
жении центра тяжести (5 >> 0) условие (6.26) не может быть вы¬ 
полнено. Физическое объяснение установленного факта можно ус¬ 
мотреть в том, что в случае сплюснутой оболочки распределенные 
силы давления жидкости создают стабилизирующий момент, а в 
случае вытянутой оболочки — опрокидывающий. 

Схематично это изображено на рис. 6.7. При наклоне оболочки 
в первый момент жидкость продолжает вращаться вокруг преж¬ 
ней оси, отмеченной на рисунке штрих-пунктирной линией. Ре¬ 
зультирующие составляющие центробежных сил жидкости накла¬ 
дывают на оболочку момент, знак которого зависит от ее формы. 
Момент пропорционален со 2 , так что жидкий гироскоп вытянутой 
формы не может быть стабилизирован за счет увеличения числа 
оборотов. При нижнем расположении центра тяжести (5 < 0) 
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вытянутый гироскоп сохраняет устойчивость, пока его угловая ско¬ 
рость не превышает некоторого критического значения. 

По-иному выглядят результаты в случае гироскопа с поло¬ 
стями, заполненными жидкостью лишь частично (примером может 
служить ракета с жидким горючим в топливных баках): здесь не¬ 
обходимо учитывать колебания свободной поверхности жидкости. 
При некоторых упрощающих предположениях Стюартсон [51] смог 
показать, что опасность потери устойчивости имеется всегда, когда 
собственная частота какой-либо формы свободных колебаний жид¬ 
кости близка к частоте нутации несущего жидкость тела. Беско¬ 
нечному числу форм свободных колебаний жидкости соответствует 



і 

і 



Рис. 6.7. Качественное объяснение гироскопического поведения заполненных жидкостью 

оболочек, имеющих форму эллипсоидов вращения. 


бесконечное число областей неустойчивости, однако, как показы¬ 
вает опыт, лишь несколько первых областей могут иметь практи¬ 
ческое значение. Можно полагать, что внутреннее трение, демп¬ 
фирующее собственные колебания жидкости, сводит на нет обла¬ 
сти неустойчивости более высокого порядка. Частоты собственных 
колебаний, а следовательно, и области неустойчивости зависят от 
степени заполнения полости. 

Демпфирующее влияние колебаний поверхности жидкости мо¬ 
жет быть использовано для гашения нутационных колебаний. На¬ 
пример, для демпфирования колебаний искусственных спутников 
используются круговые трубки, частично или целиком заполнен¬ 
ные жидкостью (см., например, Каррьер и Майлс [52]). 

Наконец, следует, остановиться еще на одном специфическом 
типе жидкостного гироскопа, один из вариантов которого изобра¬ 
жен на рис. 6.8 (см. Уинг в [15]). Твердое тело К закреплено так, 
что может вращаться относительно основания только вокруг оси 
А — А. Внутри тела имеется симметричная относительно А—А 
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полость Я, целиком заполненная жидкостью. В двух симметрично 
расположенных точках в стенках полости имеются отверстия, со¬ 
единенные трубочками с дифференциальным манометром М. При 
установившемся вращении тела и жидкости вокруг оси А — А раз¬ 
ность давлений, измеряемая манометром, равна нулю. При не¬ 
большом изменении направления оси А—А жидкость стремится 
сохранить прежнюю ось вращения, в результате чего ось вращения 
жидкости отклоняется от оси А — А на некоторый угол 6. Если 



Рис. 6.8. Жидкостный гироскоп Уинга. 


измерительные отверстия расположены под углом 45° к оси А —Л, 
то при б <С 1 разность измеряемых давлений составит величину 

А р ~ рЯ 2 со 2 6. (6.27) 

Если бы трение полностью отсутствовало, то ось вращения жидко¬ 
сти В — В оставалась бы неподвижной в пространстве. В реаль¬ 
ных условиях за счет действия сил трения ось В — В постепенно 
приближается к оси А — А. Сближение осей имеет вид асимптоти¬ 
ческого экспоненциального процесса с постоянной времени 

Т 2 =кКІѴ®ѵ, (6.28) 

где ѵ — кинематическая вязкость жидкости, а к « 0,28 — коэффи¬ 
циент, который можно считать постоянным. Такой гироскоп пред¬ 
лагалось использовать в навигационных системах (гл. 16). За счет 
выбора конструктивных параметров значение постоянной вре¬ 
мени Т 2 должно быть подобрано в зависимости от конкретного 
способа использования гироскопа в схеме. 
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6.3. Гироскопы с переменной массой 

Моменты инерции ракет, космических кораблей и искусственных 
спутников в общем случае не остаются постоянными, а изменяются 
с течением времени. Изменение может происходить по двум при¬ 
чинам: либо внутри тела-носителя имеются какие-то перемещаю¬ 
щиеся массы, либо какие-то массы отделяются (или присоеди¬ 
няются). В первом случае общая масса системы остается постоян¬ 
ной, во втором она меняется, так как отделившаяся масса не 
принадлежит системе после отделения, а присоединившаяся не 
принадлежала системе до соединения с телом. 

Примером системы с переменной массой, не относящимся, 
правда, к технике, может служить градина. При падении в области 
переохлажденного тумана она увеличивается. Капля дождя в оп¬ 
ределенных условиях уменьшается за счет испарения. 

6.3.1. Общие уравнения движения. Рассмотрим вращательное дви¬ 
жение тела-носителя К (рис. 6.9). В нем происходит как изменение 



Рис. 6.9. К выводу уравнений движения тела, К с перемещающейся массой йт^ и присо¬ 
единяющейся массой йт 


распределения масс за счет перемещения внутри тела некоторых 
частиц с массой Іт Т , так и изменение полной массы вследствие 
присоединения (или отделения) дополнительной массы сіт 2 . Пусть 
мгновенное положение этих масс задано соответственно векторами 
г Т . и г п исходящими из неподвижной точки О. Относительная 

скорость массы йт Т внутри тела К равна ѵ? я . Абсолютная ско¬ 
рость массы сіт 2 непосредственно перед столкновением равна *)?, 
а сразу после столкновения становится равной ц?*. Процесс погло¬ 
щения массы можно рассматривать как абсолютно неупругий удар, 
при котором скорость частицы сіт 2 после удара равна скорости 
той точки тела /С, в которую она ударилась. 

Для составления уравнений движения представим полный ки¬ 
нетический момент Ні в виде суммы двух слагаемых Н] и ЯІ, 
первое из которых создается движением частиц йт Т , уже принад¬ 
лежащих телу, а второе соответствует частицам сіт 2 , только что 
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присоединяющимся: 

Н I == & іік I г і ѵ к йт = н т .+щ = 


= 8 


Цк 


ѵ\ йт т + г ІІк | йт г . (6.29) 


Скорость ѵ\ может быть выражена в виде суммы относительной 
скорости ѵ Т к я и переносной скорости ѵ \ р , обусловленной враще¬ 
нием тела вокруг точки О: 

Ѵ 1 = Ѵ І Я + Ѵ Ѵ = Ѵ і* + ЧіпРГІі' ( 6 * 30 ) 


Для записи закона изменения кинетического момента необходимо 
продифференцировать выражение (6.29), учитывая (6.30) и равен¬ 
ство 


аг т 

йі 


йі 


+ 8 (О Г Т 
1 тпо п о 



СО Г 

тпо п 


Т 
о > 


и мы получим 


ан] _ 

йі ~ В Цк 


(е’, 7т (о,г г + е. г со 7 е 0 г р ) йпг т + 

/ V кіпі I т 1 Мт I тпо п о) 1 


+ | ' Т , ”1« + «I*)'"»' (6.31) 


где 


а І я = А'®** I ^ 


— относительное ускорение перемещающейся массы. Первый ин¬ 
теграл в выражении (6.31) содержит лишь слагаемые, которые 
сохранились бы и в случае обычного твердого тела. Эта часть со¬ 
ответствует как бы замороженному телу К и сокращенно может 

быть записана как Второй интеграл отличен от нуля 

только при наличии масс, перемещающихся внутри тела К . Он 
учитывает наличие относительных и кориолисовых ускорений пе¬ 
ремещающихся масс. 

При дифференцировании в выражении (6.29) необходимо 
учесть, что присоединяющаяся частица йт 2 в момент соударения 
с телом К испытывает скачкообразное изменение скорости на ве¬ 
личину —ц|* = ѵ гя , причем величина есть скорость ча¬ 

стицы относительно той точки тела, в которой произошло соударе¬ 
ние. Выполняя дифференцирование, получаем 


йі 


й Г 


йі 


8... 
і]к ] 

г?ц? йт 1 

1 к 

II 

со 

ЗГ 

2 


2 


_ , _ йт 1 

г 2 (і%)^ - р- 

Г І аѴ к йі 


= 8 ... 
і]к 


г г _ ѵ г^ агіг г — _ е. 


Цк 


г / йт г . 


(6.32) 
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Это выражение определяет изменение кинетического момента 
системы за счет присоединения дополнительных масс. Величина 
сігіг г характеризует количество массы, присоединяющейся (или от¬ 
деляющейся) в единицу времени. Относительная скорость присое¬ 
динившейся массы после соударения полагается равной нулю. Это 
допустимо, так как после соударения эта масса уже принадлежит 
телу, и если она продолжает относительно него двигаться, то 
должна рассматриваться как внутренняя перемещающаяся 
масса сіт т . 

С учетом выражений (6.31) и (6.32) из соотношения (6.29) мо¬ 
жем получить теорему о кинетическом моменте 

йН к 

—± == М І + М? + М? + М с і, (6.33) 

где результирующий момент всех внешних сил обозначен М І9 ре¬ 
активный момент всех присоединяющихся (или отделяющихся) 
масс 

Щ = г іік йт 1 , (6.34) 

г 

момент сил инерции, возникающих вследствие относительного уско¬ 
рения перемещающихся внутри тела частиц, 

М В і = — ь т Г йт Т (6.35) 

* ч) Л 

Т 

и момент кориолисовых сил инерции тех же частиц 

Щ = — 2е //* 8 */» I Г/®/ 0 »* йтТ - ( 6 - 36 ) 

т 

Во многих случаях бывает целесообразно уравнения движения 
(6.33) отнести к системе координат, жестко связанной с телом К : 

~дГ~ + г цк (0 ^к = + М* + М* + М с г (6.37) 

При покоординатной записи этого уравнения необходимо учиты¬ 
вать, что главные оси инерции системы могут поворачиваться от¬ 
носительно самого тела К . Поэтому в общем случае дело не сво¬ 
дится к простой форме уравнений Эйлера. Даже когда главные 
оси неподвижны относительно /(, решение уравнения (6.37) пред¬ 
ставляет гораздо большие трудности, чем в случае обычного твер¬ 
дого тела, так как теперь вследствие изменения и перемещения 
масс моменты инерции становятся функциями времени. Здесь мы 
рассмотрим лишь отдельные случаи, допускающие простые реше¬ 
ния (см. также Аминов [53]). 
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6.3.2. Простые примеры. Положим сначала, что сумма всех момен¬ 
тов, стоящих в правой части (6.37), равна нулю. Если, кроме того, 
главные оси инерции неподвижны относительно тела /С, то в проек¬ 
циях на эти оси система уравнений примет вид 

А (і) со! — [В (і) — С (*)] со 2 со 3 = О, 

В (і) со 2 — [С (і) — А (і)] С 0 3 С 0 ! = 0, (6.38) 

С (і) со 3 — [А (/) — В (і)] со,со 2 = 0. 

Решение такой системы не вызывает затруднений в следующих 
трех случаях: 

а) Гироскоп имеет шаровой эллипсоид инерции: А(і)= В(і) = 
= С(і). Отсюда немедленно следует постоянство всех составляю¬ 
щих вектора угловой скорости 


©1 — ® Ю » ®2 — ® 20 > 0>3 — Ю 30 » 


Ь) Все моменты инерции меняются одинаково: 


А = А 0 }(1), В = В 0 [(1 ), С = С 0 / (і). 


Так как уравнения (6.38) линейны относительно моментов инер¬ 
ции, то функция времени {(і) сокращается и задача сводится 
к случаю свободного твердого тела, рассмотренному в гл. 2. 

с) Гироскоп симметричен: А(і)=В(і). Из (6.38/3) следует по¬ 
стоянство составляющей со 3 = созо. Первые два уравнения приво¬ 
дятся к форме 

со, — ѵ (0 ю 2 = 0, 

. , ' _ п (6.39) 

0)2 + V \І) ©! — 0, 


где 

Решение имеет вид 



С (0 1 

л (/)'] • 


СО) = С0 0 5ІП 


г 


«у 


со 2 = со 0 соз 


Л 


«У 


ѵ (о (И -Г фо] » 

V (0 йі + Фо] 


(6.40) 


и содержит две постоянные интегрирования соо и ф 0 . Полученному 
решению легко дать геометрическую интерпретацию: вектор со* 
обегает поверхность прямого кругового конуса с постоянной высо¬ 
той созо и постоянным радиусом основания соо- По этому конусу 
вектор со* движется с переменной угловой скоростью ѵ( і). Если 
отношение С(і)/А(і) постоянно, то постоянна и величина ѵ(і)=ѵо, 
так что решение соответствует движению обычного симметричного 
гироскопа, 
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6.3.3. Демпфирующее действие реактивной струи ракеты. В каче¬ 
стве примера, соответствующего уравнению (6.37) при отличных 
от нуля правых частях, рассмотрим весьма важное для ракетной 
техники явление, обнаруживающее демпфирующее действие реак¬ 
тивной струи. Пусть имеется тело ракеты /С, двигатель которой 
выбрасывает из сопла струю продуктов горения в направлении оси 
симметрии 3 (рис. 6.10). Чтобы воспользоваться уравнениями дви¬ 
жения тела вокруг неподвижной точки, будем считать, что ракета 


3 



Рис. 6.10. К определению демпфирующего действия реактивной струи ракеты. 


установлена на специальном испытательном стенде, так что ее 
центр тяжести О может рассматриваться как неподвижная точка. 
(Смысл результатов не изменится, если ракета находится в сво¬ 
бодном полете.) Предположим также, что внешние моменты от¬ 
сутствуют. 

Границу тела К выберем так, чтобы корпус ракеты со всем со¬ 
держимым и все массы, находящиеся в камере сгорания до се¬ 
чения Л, считались бы внутренними массами, а струя за сечением 
А — отброшенной массой. Для нашего случая, согласно (6.34), 

момент М? = 0, так как г? параллелен ѵ% я . В силу (6.35) 
М? = 0, так как г^ параллелен а% я , поскольку в камере сгорания 

частички разгоняются в направлении оси 3- Отличен от нуля 
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только момент М?; это следует из (6.36), если учесть, что 

г ] — (О, О,-/*), 

©/ = (©,, 0 2 , © 3 ), 
ѵ т „* = {0, 0 , — Ѵ ТК ). 

Используя конструктивную постоянную 


получаем 


г г ѵ тя йт т , 


Мс = (— 2$со р — 2$с0 2 , 0 ), 


(6.41) 


Уравнения движения ракеты в проекциях на ее главные оси, со¬ 
гласно (6.37), теперь можно записать так: 


Лео! — (А — С) со 2 со 3 = — 25©!, 
Лсо 2 + (А — С) созсо! = — 25со 2 , 
Ссо 3 =0. 


(6.42) 


Из последнего уравнения следует, что соз = созо. Первые два урав 
нения преобразуются к виду 


СО! + Ц (^) СО! ѵ (і) со 2 = 0, 

СО2 Н” Р (0 С 0 2 ѵ (0 ©1 — 0, 


(6.43) 


где 


ѵ (0 = со 30 


1 - 


С(і) 
А(і)\ 


И \і(і) 


23 


А(і) 


Используя комплексную переменную со* = соі + і® 2 , получаем 
вместо системы (6.43) уравнение 


со + [р (^) іѵ (^)] со — 0 

с общим решением 

а* = ©; ехр| — | [ц ( і ) + іѵ (і)] йі + <р 0 }. 


(6.44) 


(6.45) 


Поскольку р и ѵ — действительные величины и р > 0, абсолютная 
величина переменной со* монотонно убывает и стремится к нулю: 


I со* I = і/со^ -4- со| = со* е Фо ехр 


р (0 йі 


(6.46) 
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Вектор угловой скорости ракеты со* асимптотически приближается 
к оси 3; он обегает незамкнутую коническую поверхность с по- 



Рис. 6.11. Конус нутации ракеты при демпфировании реактивной струей. 


стоянно уменьшающимся углом при вершине (рис. 6.11). Это озна¬ 
чает, что нутационные колебания ракеты, вызванные начальными 
возмущениями, постепенно затухают; таким образом, ракета демп¬ 
фируется реактивной струей двигателя. 




Глава 7 


Вращение тел, не имеющих неподвижной точки 


При рассмотрении движения твердых тел вокруг неподвижной 
точки можно было принимать эту точку за начало координат. Про¬ 
стейшая форма (1.75) теоремы о кинетическом моменте 


ОНі 

сП 



(7.1) 


полностью определяла закон движения тела. В случае тела, не 
имеющего неподвижной точки, эта же форма теоремы о кинетиче¬ 
ском моменте может быть использована для описания вращатель¬ 
ного движения тела вокруг центра масс. Однако такое тело может 
иметь, помимо вращательного, и поступательное движение, по¬ 
этому для полного определения движения нужно использовать еще 
и теорему об изменении количества движения — закон импульса 


сПі 

сП 



(7.2) 


Импульс твердого тела с массой т выражается формулой 



ѵ. йт — тѵ^, 

ь ь 


(7.3) 


где ѵ 8 — скорость центра масс 5. В силу (7.3) теорема (7.2) для 

системы с постоянной массой может быть записана в форме за¬ 
кона движения центра масс 

шѵ 8 = Р г (7.4) 

ь ь 


Согласно этому закону, центр масс системы движется как мате¬ 
риальная точка массы т под действием всех внешних сил Ри при¬ 
ложенных к телу. 

Закон кинетического момента (7.1) и закон импульса (7.2) или 
(7.4) в общем случае взаимосвязаны, так что они не могут приме¬ 
няться независимо один от другого. Действительно, силы Р{ в боль¬ 
шинстве случаев зависят от углов поворота тела или от угловых 
скоростей, определяемых законом кинетического момента, и, на¬ 
оборот, момент Мі может зависеть от положения центра масс тела, 
его скорости или ускорения, которые определяются из закона 
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импульса. Лишь в частных случаях эти законы могут оказаться 
не взаимосвязанными. 

Важным примером такого случая может служить падение тела 
в однородном поле тяжести. Если пренебречь сопротивлением воз¬ 
духа, то вес остается единственной внешней силой. Сила веса 
приложена в центре тяжести 5 и не создает относительно него ни¬ 
каких моментов. Это значит, что поступательное движение тела 
можно найти, используя лишь закон импульса, а для определения 
вращательного движения достаточно одного закона кинетического 
момента. Однако уже для центрального поля тяготения (это отно¬ 
сится и к Земле) такая независимость, строго говоря, не имеет ме¬ 
ста. Подробнее этот вопрос будет рассмотрен в гл. 8. 

Само собой разумеется, что для тела, не имеющего неподвиж¬ 
ной точки, любую точку можно принять за полюс, вокруг которого 
оно вращается, но тогда закон кинетического момента придется 
использовать в его общей форме (1.76). Для упрощения же вычис¬ 
лений эту точку целесообразно совместить с центром масс. 

В следующих параграфах рассматривается два типа движения 
тел, не имеющих неподвижной точки. Будут рассмотрены тела, 
свободно движущиеся в пространстве и обладающие, таким обра¬ 
зом, шестью степенями свободы, и тела, которые, подобно игру¬ 
шечному волчку, имеют постоянный контакт с горизонтальной 
опорной плоскостью. 

7.1. Гироскопические эффекты при свободном полете тела 

Любое брошенное, падающее или летящее тело испытывает дей¬ 
ствие сил земного притяжения. Если нет никаких других внешних 
сил, то траектория центра масс тела в центральном поле тяготе¬ 
ния Земли имеет вид эллиптической дуги (эллипс Кеплера), ко¬ 
торую часто с достаточной степенью точности можно заменить 
параболой. Характер вращательного движения тела и его влияние 
на траекторию центра масс существенно зависят от внешних сил 
и моментов, действующих на тело, помимо силы тяжести. Ниже 
рассматриваются некоторые явления, представляющие технический 
интерес. Движение спутников более подробно исследуется в гл. 8. 

Находящийся в полете диск имеет, как правило, значительный 
кинетический момент, вектор которого перпендикулярен плоскости 
диска. При броске правой рукой вектор кинетического момента 
направлен вниз (рис. 7.1). Вследствие искривления траектории 
вектор скорости центра масс почти сразу же после броска не со¬ 
впадает с плоскостью диска. В таком положении, кроме аэроди¬ 
намической подъемной силы и силы лобового сопротивления, воз¬ 
никает опрокидывающий момент М*; его направление показано на 
рисунке. Момент не приводит к опрокидыванию диска, но вызы¬ 
вает его прецессию, так что плоскость диска медленно поворачи¬ 
вается влево, если смотреть в направлении полета. 
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Рис. 7.1. Скорость ѵі , кинетический момент Н^ и момент аэродинамических сил М^ для 

летящего диска. 



Рис. 7.2. К объяснению бокового отклонения вращающегося камешка, отскакивающего от 

поверхности воды. 


Благодаря значительному кинетическому моменту — диск имеет 
достаточно массивный металлический обод — скорость прецессии 
весьма мала и за малое время полета не приводит к заметному 
повороту. Эту прецессию легко можно наблюдать, если вместо 
диска воспользоваться картонным кружком (скажем, подставкой 
из-под пивной кружки). При броске правой рукой кружок накло¬ 
няется влево, а при броске левой рукой — вправо. 

Аналогичное явление, правда с обратным знаком, можно на¬ 
блюдать на плоском камешке, брошенном над спокойной поверх¬ 
ностью воды, когда он, многократно касаясь воды и отскакивая 
от нее, пролетает значительное расстояние. Можно заметить, что 
при броске правой рукой траектория камешка в конце его полета 
всегда отклоняется вправо, а при броске левой рукой — влево. 
Объяснить это совсем не сложно. Во время полета в воздухе пло¬ 
ский камешек, как и свободно вращающийся гироскоп, сохраняет 
свою ориентацию (как и диск). При ударе о воду нижней стороной 
(рис. 7.2) камешек испытывает действие момента гидродинамиче¬ 
ских сил. Направление этого момента как раз противоположно 
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направлению момента, действующего на диск. Под действием мо¬ 
мента камешек прецессирует и с каждым отскоком от воды все 
больше наклоняется направо. Наклон вызывает поперечную силу, 
приводящую к искривлению траектории. 

7.1.1. Гироскопическая стабилизация снарядов. Очень подробно 
исследованы гироскопические явления при полете вращающихся 
снарядов, обладающих значительным кинетическим моментом. Из¬ 
вестно, что снаряды с правосторонним вращением, если смотреть 
в направлении полета, отклоняются от плоскости стрельбы вправо, 
а снаряды с левосторонним вращением — влево. 

Качественное объяснение этого явления достаточно просто, но 
количественный анализ представляет большие трудности (см , на¬ 
пример, [54, 55]). Момент аэродинамических сил М{ стремится по¬ 
вернуть снаряд, изображенный на рис. 7.3, вокруг горизонтальной 
поперечной оси, однако, поскольку снаряд обладает кинетическим 
моментом Н и возникает прецессия и ось снаряда отклоняется 
вправо. 

На рис. 7.4 схематично изображено поведение оси снаряда (ри¬ 
сунок соответствует левостороннему вращению). Представим себе 
единичную сферу вокруг центра масс, поступательно перемещаю¬ 
щуюся вместе с ним. Рассмотрим точки пересечения с этой сферой 
оси симметрии снаряда и касательной к его траектории. Вслед¬ 
ствие искривления траектории точка пересечения касательной пе¬ 
ремещается вниз (точки 1 — 5). Если ось снаряда первоначально 
проходила через точку 0, то ее прецессию можно изобразить дугой 
окружности с центром в точке /, считая точку 7 пока неподвижной. 
Через некоторое время касательная к траектории перейдет 
в точку 2\ теперь прецессия оси снаряда изобразится дугой окруж¬ 
ности с центром в точке 2 и радиус окружности будет другим. Та¬ 
кими шагами можно получить некоторое приближение поведения 
оси снаряда. 

Отсюда можно установить два существенных факта: во-первых, 
ось снаряда наклоняется вместе с касательной к траектории; во- 
вторых, она отклоняется влево. Отклонение оси снаряда приводит 
к появлению поперечной аэродинамической силы, вызывающей 
отклонение траектории. В действительности процесс происходит, 
конечно, непрерывно, но оба следствия, полученные на упрощенной 
схеме, остаются в силе. 

Для правильного выбора кинетического момента снаряда суще¬ 
ственны два обстоятельства. Во-первых, кинетический момент 
Н = Со о должен быть достаточно велик, чтобы снаряд не потерял 
устойчивости под действием аэродинамических сил и не опроки¬ 
нулся. Это требование выражается условием устойчивости, прак¬ 
тически совпадающим с известным условием устойчивости (3.70), 
выведенным для тяжелого симметричного гироскопа (случай Ла¬ 
гранжа). Если аэродинамический момент пропорционален углу от- 
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Рис. 7.4. Примерное поведение оси снаряда в полете. 


клонения а (М — ка ), то условие устойчивости снаряда имеет 
вид 

Н 2 = С 2 ® 2 > АкА. (7.5) 

Во-вторых, надо стремиться к тому, чтобы ось снаряда не слиш¬ 
ком сильно отклонялась от касательной к траектории. При очень 
большом кинетическом моменте направление оси снаряда вообще 
оставалось бы неизменным, так что угол отклонения все время воз¬ 
растал бы. Ось снаряда должна иметь возможность следить за на¬ 
правлением касательной к траектории, как это изображено на 

рис. 7.4. Отношение скорости прецессии ф к скорости поворота ка¬ 
сательной б называют коэффициентом слежения е. Для нормаль¬ 
ного полета снаряда требуется, чтобы выполнялось условие сле¬ 
жения 

_ ф _ АТ _ АТ ^ і і>-і г\\ 

6 = -Т- = -- = -г- > 1 . (7.6) 

6 Я 6 С со 0 6 

Бывают случаи, когда условия (7.5) и (7.6) не могут быть вы¬ 
полнены одновременно. Пр и малом кинетическом моменте не 




280 


7. Вращение тел, не имеющих неподвижной точки 


выполняется условие (7.5), а при большом — (7.6). В этих случаях 
вместо стабилизации вращением применяют стабилизацию с по¬ 
мощью хвостового оперения. 

7.1.2. Бумеранг. Особенно интересное взаимодействие сил гиро¬ 
скопических, аэродинамических и тяжести проявляется в полете 
бумеранга. Этот метательный снаряд имеет серповидную форму и 
при правильном броске пролетает по замкнутой траектории, воз¬ 
вращаясь к исходной точке. Закономерности полета бумеранга 
можно считать полностью выясненными благодаря тщательным 
исследованиям Гесса [56]. Ему удалось чисто теоретически полу¬ 
чить форму траектории бумеранга, полностью соответствующую 
его действительному полету со всеми характерными особенно¬ 
стями. 

На рис. 7.5 представлено два примера. На фото слева показан 
след бумеранга, полученный в темноте от установленной на нем 
электрической лампочки. Справа изображена траектория, вычис¬ 
ленная на электронной машине и выведенная на графопостроитель 
с учетом искажений перспективы. Временной интервал нанесенных 
точек составляет 0,1 с. На рис. 7.6 в трех проекциях изображена 
еще одна вычисленная траектория бумеранга. 

Для выяснения закономерностей полета бумеранга необходимо 
учесть два обстоятельства: его особую форму и способ выполнения 
броска, от которого зависят начальные условия движения. Суще¬ 
ственно, что оба плеча бумеранга обработаны так, что в попереч¬ 
ном сечении они имеют профиль несущего крыла. При броске пло¬ 
скость бумеранга примерно вертикальна и выпуклая сторона не¬ 
сущего профиля обращена влево, если бросок выполняется правой 
рукой. 

Во время броска, кроме начальной скорости а? центра масс, 

бумеранг приобретает достаточно большую угловую скорость со г - — 
около 10 об/с (рис. 7.7). Вследствие вращения скорость верхнего 
плеча Р больше скорости нижнего плеча (2, поэтому верхнее плечо 
испытывает большую аэродинамическую силу, направленную 
влево, чем нижнее. Из-за разницы сил возникает результирующий 
момент. Осредненный за оборот момент дает не только составляю¬ 
щую М 8 , направленную в сторону, обратную полету, но и перпен¬ 
дикулярную к ней компоненту М*. Эта составляющая момента 
также создается аэродинамическими силами, но обусловлена в ос¬ 
новном тем, что оси плеч бумеранга не проходят через центр 
масс 5. 

Поскольку бумеранг является в определенном смысле гироско¬ 
пом, под действием моментов он прецессирует. Момент М 8 вызы¬ 
вает поворот плоскости бумеранга влево вокруг вертикали; одно¬ 
временно с этим действие момента М* приводит к наклону пло¬ 
скости бумеранга вправо. Оба поворота сказываются на форме 



Рис. 7.5. Реальная (слева) и теоретически вычисленная (справа) траектории бумеранга. 



Рис. 7.6. Траектория бумеранга в трех проекциях. 




5 

Рис. 7.7. Бумеранг. Скорость центра тяжести х>і , угловая скорость вращения со^, аэро- 

9 К 

динамические моменты М9 (поворачивающий плоскость бумеранга) и М> (наклоняющий 

плоскость бумеранга). 
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траектории центра масс. Поворот вокруг вертикали приводит к по¬ 
явлению поперечной силы, добавляющейся к аэродинамическим 
силам, действующим на плечи бумеранга, и в результате бумеранг 
отклоняется влево. Наклон плоскости бумеранга вправо повора¬ 
чивает аэродинамическую силу вверх, благодаря чему бумеранг 
несколько поднимается, так как возникающая подъемная сила 
противодействует силе тяжести. За счет дальнейшего поворота и 
наклона бумеранг пролетает по замкнутой траектории. 

На последнем участке полета плоскость бумеранга почти гори¬ 
зонтальна и он планирует по пологой линии к месту старта, мед¬ 
ленно теряя высоту. При большей начальной скорости бумеранг 
может и после планирования уйти на повторный подъем или даже 
описать еще одну дугу, пока не погасит свою энергию и медленно 
опустится, как приземляющийся вертолет. 

И опыт, и теория показывают, что характерные геометрические 
параметры траектории бумеранга почти не зависят от величины 
начальной скорости. Это объясняется тем, что момент аэродина¬ 
мических сил пропорционален произведению соц, а поскольку 
Н = Ѳсо, скорость прецессии оказывается пропорциональной отно¬ 
шению ѵ/Ѳ независимо от величины со. С увеличением скорости ѵ 
соответственно растет и скорость поворотов бумеранга, так что 
форма траектории в плане (вид сверху) остается практически не¬ 
изменной. При увеличении начальной скорости заметно растет 
лишь наибольшая высота, достигаемая бумерангом в полете. Бо¬ 
лее детальное исследование влияния начальных условий и харак¬ 
терных параметров системы на форму траектории можно найти 
в упомянутой публикации Гесса [56]. 


7.2. Твердое тело на горизонтальной плоскости 

Как в технике, так и в различных играх и спорте часто можно 
встретить такое движение твердого тела, при котором оно какой- 
либо своей точкой всегда опирается на некоторую плоскость. Ха¬ 
рактерным примером могут служить катящееся колесо, детский 
обруч, биллиардный шар или шар для игры в кегли, а также раз¬ 
нообразные игрушечные волчки различных форм и размеров. 

Отдельные, иногда довольно неожиданные, случаи движения 
таких тел были исследованы еще Даламбером (1761), Эйлером 
(1765) и Пуассоном (1811). В более поздних работах, опублико¬ 
ванных преимущественно математиками, содержится множество 
разнообразных результатов, довольно трудно обозримых и в боль¬ 
шинстве случаев представляющих лишь чисто академический ин¬ 
терес. Изложение некоторых из этих результатов можно найти 
в книгах Клейна и Зоммерфельда [6], Граммеля [3] или в цитируе¬ 
мых ими работах. В этом разделе мы приведем лишь основные 
соображения общего характера и перейдем к рассмотрению приме- 



7.2. Твердое тело на горизонтальной плоскости 


283 


ров игрушечных волчков, представляющих, однако, определенный 
технический интерес. 

Твердое тело, перемещающееся по горизонтальной плоскости, 
в общей сложности имеет пять степеней свободы. Для определения 
его движения можно воспользоваться законом кинетического мо¬ 
мента (7.1), законом импульса (7.2) и выражением геометрической 
связи между телом и опорной плоскостью. Эта связь может носить 
как кинематический, так и кинетический характер. Особенно 
просты и потому хорошо освещены в литературе два предельных 
случая: 

1) полное отсутствие трения в точке касания тела с опорной 
плоскостью, 

2) абсолютно шероховатая опорная плоскость, так что полно¬ 
стью исключается возможность проскальзывания тела в точке ка¬ 
сания. 

Первый случай характеризуется тем, что реакция, действующая 
на тело в точке касания, всегда направлена вертикально. Вто¬ 
рой — случай чистого качения тела по плоскости. В обоих случаях 
система является консервативной, так как сила, действующая на 
тело в точке касания с плоскостью, не совершает работы. 

Однако в рамках упрощений, соответствующих этим двум пре¬ 
дельным случаям, не удается удовлетворительно описать наблюдае¬ 
мые явления. По-видимому, необходимо учесть реальный характер 
трения между телом и опорной плоскостью. В действительности 
тело может скользить по плоскости и вращаться вокруг оси, перпен¬ 
дикулярной плоскости. При этом возникает трение скольжения и 
трение верчения. Оказывается, что непосредственное влияние тре¬ 
ния верчения на движение тела весьма мало, однако вращение 
вокруг вертикальной оси существенно отражается на количествен¬ 
ных закономерностях, характерных для трения скольжения. 

При чистом скольжении, согласно известному закону Кулона, 
сила трения остается постоянной по величине независимо от ско¬ 
рости скольжения. При наличии же верчения происходит своеоб¬ 
разное осреднение, в результате чего фактическое сопротивление 
становится примерно пропорциональным скорости проскальзыва¬ 
ния (см. Контенсу в [15]). 

Этот эффект легко наблюдать при работе полотера с вращаю¬ 
щимися щетками. При невращающихся щетках для его перемеще¬ 
ния по полу необходимо затратить значительные усилия (закон 
Кулона), в то время как при их вращении медленное перемещение 
полотера почти не требует усилий: вращение щеток резко умень¬ 
шает трение скольжения. 

7.2.1. Уравнения движения волчка. При некоторых предположе¬ 
ниях относительно характера трения, включающих в себя оба 
упомянутых предельных случая, мы рассмотрим линейную тео¬ 
рию устойчивости вращения симметричных твердых тел на 
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горизонтальной плоскости, основываясь главным образом на ре¬ 
зультатах Контенсу. 

Пусть имеется симметричное тело, у которого А = В и центр 
тяжести лежит на оси симметрии 3' (рис. 7.8). Тело касается 

3 


1 


Рис. 7.8. Симметричный волчок с закругленным острием на горизонтальной опорной пло¬ 
скости. 


опорной плоскости точкой Р. Поверхность тела в окрестности 
точки Р можно приближенно принять за сферу радиуса г; центр 
кривизны К поверхности лежит на оси 3'. Горизонтальная опорная 
плоскость совпадает с плоскостью 1-2 неподвижной системы ко¬ 
ординат. 

Для описания движения тела используем кардановы углы а, р, 
V (см. п. 1.4.3с), а также вектор г?, определяющий положение 

центра тяжести. Углы а, р и изменения компонент вектора х 8 . 

примем за величины первого порядка малости; поэтому уравнения 
могут быть линеаризованы. 

Если пренебречь трением верчения, то можно выделить стацио¬ 
нарное движение а = р = 0, у = соо, *| = л^ 0 . Волчок равно¬ 
мерно вращается вокруг вертикальной оси симметрии 3' (спящий 
волчок). Из общих уравнений (1.91) для возмущенного движения 
получим следующую линейную систему, в которой учтено, что а 
и р — малые величины первого порядка: 

-^г (Ла + С«в 0 Р) — М а = М и 
Лр — Ссо 0 а = М р = М 2 , 

4і ( с ѵ) = м у = м 3 . 



(7.7) 
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Эти уравнения представляют собой запись закона кинетического 
момента для движения системы относительно ее центра масс 5. 
Моменты Мі с учетом обозначений, введенных на рис. 7.9, выра¬ 
жаются формулой 

== (7.8) 

где 


— ар - 


г *.- 


- — кѵ РК ■ 

аа 

У Рк = 

Я 2 

— 

— кѵ РК 

- —к - 


СО 

ос 


- 0 - 


Здесь к = а + г— максимальная высота точки 5 над плоскостью, 
к — коэффициент пропорциональности в выражении силы трения, 




Рис. 7.9. К вычислению моментов, действующих на волчок. 


ѵ р ь К — скорость точки тела, совпадающей в данный момент с точ¬ 
кой опоры Р\ слагаемые этой скорости образуются за счет дви¬ 
жения центра масс, вращения тела вокруг осей 1 и 2 и собствен¬ 
ного вращения вокруг оси симметрии: 


(7.9) 


ѵ р к = — /г(3 + гусь, 

ѵ рк — ѵ з _|_ Ьа + гуР- 

В силу малости составляющих ѵ ? величина М 3і определяемая со¬ 


отношением (7.8), имеет второй порядок малости, поэтому из 
уравнения (7.7/3) в первом приближении следует, что у « соо = 
= сопзі Подставляя (7.8) и (7.9) в уравнения (7.7), получаем си¬ 
стему уравнений для двух первых координат 


Ла + кН 2 а — аба + Ссо 0 р + ккг® 0 Р + ккѵ 8 = О, 
Лр + кк 2 р — аОр — Ссо 0 а — ккг® 0 а — ккѵ 8 { = 0. 


(7.10) 
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Используя два первых уравнения закона импульса (7.2), находим 


тѵ^ = /? 1 = —к (ѵ^ — йр + 
ті)\ = Н 2 = —к (ѵ% +• йа + га) 0 Р). 


(7.11) 


Третье уравнение закона импульса всегда удовлетворяется ввиду 
того, что в рассматриваемом движении при малых наклонах тела 
высота точки 5 в первом приближении остается постоянной. 

Для дальнейшего анализа введем комплексные переменные 

, Ѳ’ = а + /р, ѵѵ = ѵ^-\-іѵ%. (7.12) 


Системы (7.10) и (7.11) объединяются в одну систему дифферен¬ 
циальных уравнений с комплексными коэффициентами 


Лд + Ь# — сд — іккш = 0, 
іккЬ + кг(йо& + кш = 0, 

где для сокращения записи введены обозначения 

Ь = кк 2 — /Ссо 0 , с = аО іккгщ. 


(7.13) 


Воспользовавшись подстановкой 

Ф = Ѳе и , ш = ѴРе м 9 

получаем характеристическое уравнение системы (7.13) 

АХ 2 + ЬХ — с — ікк 
іккХ + кг® о пг X + к 

или 

Хпг [АХ 2 — іСщХ — аО] + 

+ к [(А + пгк 2 ) X 2 — і(С + ткг) щХ — аО] = 0. (7.15) 


= 0 , 


(7.14) 


7.2.2. Предельные случаи. Из уравнения (7.15) легко получить 
оба предельных случая, упомянутых выше. 

а) к — 0, полное отсутствие трения между телом и опорной 
плоскостью. Из (7.15) следует 


или 


АХ 2 — іСі о 0 Я — аО = 0, 


Х = і 


С со 


о 


2А 


С 2 со?; аО 

Та 2 


(7.16) 


Соответствующее движение не будет расходящимся только в том 
случае, когда X имеет чисто мнимое значение. Для этого необхо¬ 
димо 


С 2 ® 2 ^ 4аОЛ, 


( 7 . 17 ) 
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что полностью соответствует условию устойчивости (3.70) тяже¬ 
лого симметричного гироскопа с вертикальной осью при верхнем 
расположении центра тяжести. Следует только отметить, что в от¬ 
личие от (3.70) в выражении (7.17) величина А означает момент 
инерции тела относительно поперечной оси, проходящей через 
точку 5, и вместо прежнего расстояния 5 между центром тяжести 
5 и точкой опоры в выражение (7.17) входит расстояние а от 
точки 5 до центра кривизны К. Таким образом, прежней точке 
опоры соответствует точка К . 

Выражение (7.16) дает значения обеих действительных частот 



которые можно считать частотами нутации и прецессии. Центр 
масс во время движения остается неподвижным. Это легко уви¬ 
деть из (7.11), положив к = 0. Точка Р перемещается по кругу 
в направлении вращения тела с одной из частот (7.18). 

Ъ) к—+ оо, абсолютно шероховатая плоскость , случай чистого 
качения. Из уравнения (7.15) следует, что второе выражение в 
квадратных скобках должно обратиться в нуль. Сравнение со 
случаем а) обнаруживает полную аналогию, только вместо А по¬ 
является выражение А -ф- тіг 2 = А р , а вместо С — выражение 
С + тНг. Необходимое условие устойчивости волчка на абсолютно 
шероховатой плоскости принимает вид 

(С + ткг) 2 со 2 > 4 аО (А + тЛ 2 ). (7.19) 


7.2.3. Необходимое условие устойчивости для общего случая. При 

произвольном значении коэффициента к можно рассуждать сле¬ 
дующим образом. Несмотря на комплекснозначные коэффициенты 
уравнения (7.15), граница области устойчивости соответствует чи¬ 
сто мнимым значениям X. Но при X = ш оба выражения в квад¬ 
ратных скобках становятся действительными, а поскольку первое 
из них еще умножается на X, для выполнения (7.15) необходимо, 
чтобы оба выражения в квадратных скобках обращались в нуль. 
Вычитая эти выражения одно из другого, получаем равенство 

ткХ (ИХ — іп о 0 ) = 0, 

которое также выполняется на границе устойчивости и дает зна¬ 
чение корня 

Х 1 = ігщ/к. (7.20) 

Подставляя значение корня (7.20) в первое выражение в квад¬ 
ратных скобках и приравнивая это выражение нулю, получаем со¬ 
отношение, содержащее только параметры системы: 

®от( С ~" Л т) _а0==0 * 


(7.21) 
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Таким образом, на границе области устойчивости должно выпол¬ 
няться соотношение (7.21). Внутри области устойчивости левая 
часть (7.21) положительна. В этом легко убедиться на примере 
невращающегося тела (соо = 0). Известно, что оно устойчиво при 
а < 0. Таким образом, необходимым условием устойчивости слу¬ 


жит неравенство 


9 г ( С г \ аО 

й оІ Т-І >Т 


(7.22) 


Чтобы проанализировать полученное условие, рассмотрим плос¬ 
кость (/г/г, С/Л),, изображенную на рис. 7.10. Поскольку 0<С/Л< 



Рис. 7.10. Диаграмма устойчивости для волчков различных типов (построенная по необхо 

димому условию). 


< 2, нас может интересовать лишь выделенная на рисунке верти¬ 
кальная полоса. Прямой 

/г/г = 1, 

соответствующей значению а = 0, и гиперболой 

А— 1 —А 

г С/Л С 

выделенная полоса разбивается на четыре области. Возможность 
обеспечения устойчивости в каждой из этих областей имеет свою 
специфику. 

к А 

Область I: 1 < — < Поскольку а + г = /г, то а > 0, левая 

часть (7.22) отрицательна, так что независимо от величины угло¬ 
вой скорости собственного вращения со 0 движение всегда не¬ 
устойчиво. 
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Область II: 1 < — ; ~ < — 

г С г 

мая соотношением 


Угловая скорость со^, определяе- 


^2 Д О 

~ Л (г/Н) (С/А - г/к) ' 


(7.23) 


играет роль критической. Устойчивое движение в этой области 
возможно лишь при соо ]> со/ъ если же соо < со&, то движение не¬ 
устойчиво. 

А к 

Область III: -^-< — <1. Теперь а <С 0 и условие (7.22) вы¬ 
полняется при любом значении соо. Движение всегда устойчиво. 

к к А 

Область IV: — < 1; у В этой области движение может 

быть устойчивым только при соо < С 0 &; если же соо > со&, то дви¬ 
жение неустойчиво. При соо = 0 система статически устойчива. 

Критическая скорость со^ зависит от параметров системы. Ее 
значение обращается в бесконечность на граничной гиперболе 
к/г == А/С. Для быстрых гироскопов, согласно проведенным рас¬ 
суждениям, диаграмма устойчивости имеет вид, представленный 



Рис. 7.11. Предельные диаграммы устойчивости для быстрых (а) и медленных (Ъ) волчков. 


на рис. 7.11, а. Для медленных гироскопов такая диаграмма 
(рис. 7.11,Ь) совпадает с диаграммой статической устойчивости 
(к/г < 1; а < 0). 

7.2.4. Следствия из диаграммы устойчивости. В справедливости по¬ 
лученной диаграммы можно убедиться с помощью опытов. Это 
вместе с тем показывает, что принятый закон трения удовлетво- 


10 К. Магнус 
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Ш 


рительно отражает реальные свойства трения. Впрочем, примеча¬ 
тельно, что сам коэффициент трения к не входит в условие (7.22). 

На диаграмме 7.11, а нанесены точки 1—6, соответствую¬ 
щие гироскопам, формы поперечных сечений которых представ¬ 
лены на рис. 7.12. Первый гироскоп неустойчив при любых, даже 
очень высоких скоростях собственного вращения; второй сохра¬ 
няет устойчивость лишь при достаточно больших скоростях соб¬ 
ственного вращения; четвертый устойчив при любой скорости; пя¬ 
тый устойчив только при небольших скоростях. 




12 за зь 




Рис. 7.12. Формы сечений волчков различных типов. 


Особенно интересен третий волчок, известный под названием 
тип-топ. Статически устойчивому положению За на диаграмме 
соответствует точка, лежащая в области, где при больших ско¬ 
ростях движение неустойчиво, поэтому при достаточно быстром 
вращении из положения За волчок переворачивается в положение 
ЗЬ и продолжает вращаться на своей ножке. Положению ЗЬ на 
диаграмме соответствует точка в области, где при высоких ско¬ 
ростях движение устойчиво. Использованные уравнения первого 
приближения описывают, конечно, лишь начальную и завершаю¬ 
щую стадии переворота волчка. 

У шестого гироскопа центр тяжести ниже точки опоры, к < 0; 
такая форма использована в одном из гироскопических приборов 
(горизонт Флерие). При больших угловых скоростях, характер¬ 
ных для гироскопов, применяемых в технике, движение гироскопа 
на плоской опоре было бы неустойчивым. Однако для предотвра¬ 
щения боковых смещений опора выполняется в виде вогнутой 
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поверхности. Теория (Контенсу в [15]) показывает, что такая фор¬ 
ма опоры обеспечивает и стабилизацию вращения вокруг вер¬ 
тикали. 

7.2.5. Более общие случаи. Если поверхность тела в окрестности 
точки опоры Р не является сферой, то возникают новые эффекты. 
В этом случае радиус кривизны г в окрестности точки Р не по¬ 
стоянен, но обычно существуют два взаимно перпендикулярных 
направления, для которых радиус кривизны г принимает экстре¬ 
мальные значения. Примером может служить тело яйцеобразной 
формы. Оказывается, что вращение вокруг вертикали для яйца, 
лежащего на боку, неустойчиво (рис. 7.13, а). При достаточно 
быстром вращении яйцо поднимается из такого положения и про¬ 
должает вращаться на остром кончике (рис. 7.13, Ь). 



Рис. 7.13. Неустойчивое (а) и устойчивое (Ъ) положения твердого тела яйцеобразной формы, 

вращающегося вокруг вертикали. 


Весьма необычно поведение так называемого «кельтского 
камня» (КеШзсЬег АѴаскеІзІеіп). Это камешек неправильной фор¬ 
мы, отличающийся тем, что направления главных кривизн в точке Я 
не совпадают с главными осями инерции. Теория, построенная Гер- 
глоцем [57], и опыт показывают, что устойчивость его вращения во¬ 
круг вертикали зависит от направления вращения. Камешек может 
быть устойчивым при правом вращении и неустойчивым при левом 
и наоборот. Брошенный на горизонтальную плоскость, он сам «вы¬ 
бирает» то вращение, при котором его движение устойчиво. При 
этом главная ось инерции (меньшая или большая) всегда оказы¬ 
вается впереди соответствующей (меньшей или большей) оси глав¬ 
ных кривизн. 


10* 









Глава 8 


Гироскоп в центрально-симметричном 

поле тяготения 


При исследовании движения тяжелого гироскопа в предыдущих 
главах предполагалось, что земное поле тяготения однородно. 
Вектор веса оказывался тогда приложенным в центре тяжести 
(центре масс) тела и постоянным по величине и направлению. 
Такое предположение, хотя и приближенное, вполне допустимо 
при решении большинства технических проблем, но все же пре¬ 
небрегать изменением веса или градиентом поля тяготения можно 
не во всех случаях. Этот градиент, например, существенно влияет 
на движение относительно центра масс искусственных спутников 
и даже учитывается при вычислениях, связанных с работой не¬ 
которых высокочувствительных геодезических приборов. 

Земное поле тяготения в этой главе будем считать идеальным 
центрально-симметричным, как если бы Земля была однородной 
сферической оболочкой. Возмущениями, которые вызываются от¬ 
клонением от сферичности, неоднородностями и наличием других 
небесных тел, пренебрегаем. Если тело находится в центрально¬ 
симметричном поле тяготения, то линия действия результирующей 
силы притяжения в общем случае не проходит через центр масс, 
так что относительно этой точки может возникнуть момент. По¬ 
этому тело в центрально-симметричном поле не имеет центра тя¬ 
жести, так как не существует такой связанной с телом точки, 
через которую проходила бы линия действия результирующей силы 
притяжения при произвольной ориентации тела. Следствием этого 
факта является то, что твердое тело в поле тяготения принци¬ 
пиально нельзя считать свободным от действия сил даже в случае 
идеального лишенного трения подвеса в центре масс. 

8.1. Момент силы притяжения твердого тела 

Пусть дано твердое тело К, которое находится в центрально-сим¬ 
метричном поле тяготения с центром О (рис. 8.1). Началом си¬ 
стемы отсчета, связанной с телом, выберем точку Л, отличную от 
центра масс М. На элемент массы йт , находящийся в точке Я, 
действует, согласно закону Ньютона, сила 

т Е йт I 



8.1. Момент силы притяжения твердого тела 


293 


направленная к центру О. Здесь у — гравитационная постоянная, 
т Е — масса притягивающего тела (например, Земли). Момент 
силы йРі относительно точки А будет 


йМ ь — у йР ку (8.2) 

а суммарный момент в силу Рі = Рі -}- г г - определяется равен¬ 
ством 

Мі = — ут Е г 1]к 

С 

К 



Входящий сюда интеграл, а вместе с ним и момент зависит, 
очевидно, не только от распределения масс тела /С, но и от его 



Рис. 8.1. К выводу формулы для момента сил тяготения, действующих на тело в центрально¬ 
симметричном гравитационном поле. 


ориентации в пространстве. Точно вычислить интеграл удается 
только в немногих исключительных случаях. Однако имеется воз¬ 
можность приближенного вычисления, так как потенциал поля 
тяготения разлагается в абсолютно и равномерно сходящийся ряд 
по специальным функциям (см. Лейманис [7]), который можно 
использовать для приближенного вычисления момента. Прибли¬ 
женное выражение, вполне удовлетворительное в большинстве 
случаев, можно получить и другим, более простым способом, если 
расстояние г между точками А и Р тела мало по сравнению с рас¬ 
стоянием от точки А до притягивающего центра О. Учитывая, 
что 

я р = і /?, + п і := ѴЩТп ) 2 = (я 2 + г 2 + ъяігі) ч \ 


разложим знаменатель подинтегральной функции в (8.3) 
по степеням малого отношения г/Р: 


(Я 2 + г 2 + 2Д Л Г Ѵг = 

1 


Я 3 I 


1 


г і*і 

Я 2 


3 

~2 


г 

~Я 



в ряд 


(8.4) 



294 


8. Гироскоп в центрально-симметричном поле тяготения 


В этом разложении мы далее сохраним только два первых члена, 
пренебрегая квадратом и более высокими степенями отношения 
г//?. Введем еще локальное, т. е. соответствующее точке Л, уско¬ 
рение § = ут Е /Н 2 , создаваемое полем земного тяготения; тогда 

Мі=-§е 1ік | Г/ ^[і-з(^)]й/п. (8.5) 

К 


Принимая во внимание, что 

а 3 к = ЯкІ Я 

является единичным вектором, направленным по вертикали ОА, 


И что 


т§ = 0, г! сіт = 

щ) 


получаем из (8.5) 

Мі — 6гі ]к а 3 ,8 к + (Зе/Я) ві/к | г і а зк (г/а зг ) йт. 


( 8 . 6 ) 


Первое слагаемое здесь представляет собой известный момент 
силы веса в однородном поле тяготения. Оно обращается в нуль 
при 5 = 0, когда началом отсчета выбирается центр масс М. Вто¬ 
рое слагаемое, которое учитывает градиент сил тяготения, мож¬ 
но преобразовать так, чтобы при интегрировании были получены 
компоненты тензора инерции Ѳ г ^ тела. Для этого используем тож¬ 
дества 

== ®і/&03/03&^ тГ т === ®і/&0 3]^ т? т^кІ^ЗІ == 0» 

входящее в (8.6) произведение, если к нему прибавить послед¬ 
нее выражение, равное нулю, преобразуется к виду 

ег/йГ/Озб ( гіа 31 ) = г Чк а 3 , {г т г т Ъ к1 — г к г ь ) а зі . 

В силу (1.13) выражение (8.6) для момента сил тяготения тогда 
приобретает форму 

Мі = ОЪі}к а Зі 8 к + (3§/Ю г і/к а З/®кІ а ЗІ- (8.7) 

Из полученного выражения следует, что добавочное слагаемое, 
создаваемое градиентом сил тяготения, исчезает, когда или одна 
из главных осей инерции тела в точке А направлена к центру О, 
или эллипсоид инерции тела вырождается в сферу. Действительно, 
в обоих случаях векторы и Ѳмйзі параллельны и их векторное 
произведение равно нулю. 

В системе координат, оси которой направлены вдоль главных 
осей инерции тела в точке Л, вектор имеет следующие коор¬ 
динаты: 

032*3 — 033*2 В) #32#33 

Мі = О Язз$і — Язі^з ”1 ^зз^зі 

- 031*2 032*1 - - {В А) 031032 • 


( 8 . 8 ) 
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8.2. Гироскоп с неподвижной точкой 

Уравнения движения гироскопа с неподвижной точкой Л, который 
находится в центрально-симметричном поле тяготения, являю¬ 
щиеся обобщением уравнений (3.28), приобретают в силу (8.7) 
вид 

^ ^ 1“ к = С&1 3 ]8 к н у&#зу®6/#з/« (8.9) 

В трех случаях, о которых речь будет идти ниже (п. 8.2.2, 8.2.3 
и 8.2.4), решение этих уравнений может быть получено классиче¬ 
скими методами в квадратурах. Для этого, как известно, кроме 
интеграла энергии и интеграла кинетического момента, следует 
найти еще другие интегралы. 


8.2.1. Интеграл энергии и интеграл кинетического момента. Умно¬ 
жим скалярно векторное равенство (8.9) на ад тогда вследствие 
(1.81) для левой части будем иметь 


й'Ні 

йі 



Правая часть равенства (8.9), умноженного скалярно на со*, пре¬ 
образуется с помощью следующих равенств: 


тогда 


йа ЪІ _ ^ а 3і 

йі йі 


+ 8 /уй С 0 уЯз&— 0 и 


йі 



@ г І}к а Ъі 8 к®і — 6Ъіік®І а гк 5 і — — 
Ъііказі®кіа 3 і®і =^і І к(о І а зк Ѳца 3 і = — 


йі 

й/_ 

йі 


(Оа 31 8 { ), 


Таким образом, из равенства (8.9) после скалярного умножения 
на со г - и интегрирования по времени следует интеграл энергии 

~2 + Са 3 (8і + Ѳ;уа 3 ^зу = Е 0 . (8.10) 


Это выражение при —► оо переходит в полученный выше интег¬ 
рал энергии (3.34). 

Умножим далее равенство (8.9) скалярно на а ЗІ \ тогда его 
правая часть обратится в нуль, и, поскольку 


оно примет вид 


йа^/Лі = 0 , 


йНі 

йі 



й 

йі 


( Ній зі ) — 0 , 


откуда получаем интеграл кинетического момента 
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Он совпадает с ранее найденным интегралом (3.33) и означает, 
что вертикальная составляющая кинетического момента остается 
неизменной. 

Другие интегралы можно найти для шарового гироскопа и в 
случаях, представляющих обобщение случаев Эйлера и Лагранжа. 
Это будет сделано ниже, но доведение решения уравнений движе¬ 
ния до квадратур, которое становится возможным, мы опустим, 
уделив внимание особенностям движения, обусловленным гра¬ 
диентом сил тяготения. 


8.2.2. Шаровой гироскоп. Если А = В = С, то вектор Ѳ^Язі па¬ 
раллелен вектору и в уравнении (8.9) исчезает член, порож¬ 
даемый градиентом сил тяготения. Поскольку, кроме того, век¬ 
тор Ні параллелен вектору со г -, это уравнение принимает вид 

й'Ні _ г 
л/ — 


откуда после скалярного умножения на 5* получаем 


й'Ні 

йі 



йі 


(НіЗі) = 0 . 


Следовательно, еще один первый интеграл будет 

НіЗі = Н 8 = СОП5І, 


или, так как Ні = Ѳо) г -, где Ѳ — скаляр, 

с оіЗі = со 3 = сопзі. (8.12) 

Таким образом, проекции кинетического момента и угловой ско¬ 
рости на прямую, соединяющую неподвижную точку с центром 
масс, постоянны. 

Движение тяжелого шарового гироскопа здесь подробно не 
рассматривается, потому что он является частным случаем гиро¬ 
скопа Лагранжа и к тому же на него не оказывает влияния гра¬ 
диент сил тяготения. 


8.2.3. Обобщенный гироскоп Эйлера. Исследовать движение гиро¬ 
скопа Эйлера с закрепленным центром масс (5 = 0) в центрально¬ 
симметричном поле тяготения оказывается гораздо сложнее, чем 
в однородном поле. Это связано с тем, что, хотя точкой опоры 
и служит центр масс, гироскоп все-таки нельзя считать свобод¬ 
ным, т. е. не подвергающимся действию моментов, обусловленных 
гравитационными силами. Тем не менее удается найти дополни¬ 
тельный интеграл уравнений движения. Для этого умножим ска- 
лярно векторное равенство (8.9) на вектор Я*: 

Ні =Ц-&і ік аф к1 а 31 Ні, 
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ИЛИ 

Чі (І Я2 ) = 1Г ^цазіЯ к а зі . (8.13) 

Если в качестве осей связанной с телом системы координат взять 
главные оси инерции, то смешанное произведение, входящее 
в уравнение (8.13), можно записать в виде 




#31 

#32 

#33 

со 

Вй 32 

С#зз 

ЛсО] 

В(0 2 

с со 3 


— #31 ВС (а 32 С0 3 — #33 С0 2) “Ь #32^^ (# 33 С0 1 — #зіС0 3 ) “і" #33^6 (^31 С0 2 — #32 со 1 )• 


й' 

Учитывая равенство -у (# 3 і) = #з 2 ®з— #зз со 2 и Два других, полу¬ 
чаемых круговой перестановкой индексов, находим окончательно 


8 //&®//#з^/г#з* = —ц 


-у [ВСа\ х + САа \ 2 + АВа\ 


9 


поэтому из (8.13) после интегрирования по времени следует 

Н 2 — ( ВСа 2 х + САа\ 2 + АВа%) = К 0 . (8.14) 


Это соотношение совместно с (8.10) и (8.11) позволяет найти 
общее решение исходных уравнений (Лейманис [7]). 

Рассмотрим в заключение вопрос о возможности перманент¬ 
ных вращений вокруг связанных с телом осей и их устойчивости. 
Для этого перейдем от векторного уравнения (8.9) к системе ска¬ 
лярных уравнений, сохранив выбранную выше связанную с те¬ 
лом систему координат и положив 5 = 0: 

Л( 0 і (В С) (о 2 со 3 = -у (С В) # 3 2 #зз> 


В(о 2 (С — А) со 3 0! — -у (А — С) #зз#зі , (8.15) 

Ссо 3 — (А — В) со і со 2 = -у (В — А) # 3 і# 32 . 


Эта система допускает в качестве частного решения вращение с 
постоянной угловой скоростью вокруг главной оси инерции, сов¬ 
падающей с вертикалью ОА = ОМ. Если, например, вертикальна 
связанная с телом ось 3, то соответствующее частное решение 
системы (8.15) будет 


СО) = со 2 = 0, со 3 = со 30 , 
#31 = #32 = 0, #33=1. 


(8.16) 


Для исследования устойчивости этого вращения следует рассмот¬ 
реть возмущенные движения, для которых переменные соі, со 2 , #зь#зг 
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считаются малыми по абсолютной величине. Тогда из уравне¬ 
ния (8.15/3) и кинематического уравнения (3.31/3) следует, что 
скорость изменения величин со 3 и а з 3 имеет второй порядок ма¬ 
лости; поэтому в теории первого приближения эти величины 
можно считать сохраняющими постоянные значения (8.16) *). 
Уравнениями возмущенного движения будут тогда первые два 
уравнения систем (8.15) и (3.31), которые с помощью обозна¬ 
чений 



(8.17) 


записываются в виде 

СО! + асо 3 оСо 2 — каа 32 = О, 
со 2 — &С 0 30 СО! + %Ьа гі = О, 
с^зі “ 1 “ со 2 —со 30 а 32 = О, 

#32 + Юзо^зі = 0. 

Характеристическое уравнение этой системы 


X 

а 0 ЗО 

0 

— ак 

о 

со 

3 

1 

X 

Ьк 

0 

0 

1 

X 

- м 30 

— 1 

0 

®30 

X 


или 

Я"* -{- рХ 2 ~ 1 - с/ = 0 , 
где 

Р — со 3 2 0 (1 + яЪ) — к (а + Ь), 
д = аЬ (о >§ 0 — к) 2 , 

имеет корни 

Ч« в — т =*= і ѴУ— 4?. 


(8.18) 


(8.19) 

( 8 . 20 ) 


Невозмущенное движение будет устойчиво только тогда, когда 

корни Я?, 2 действительны и отрицательны. Для этого коэффи¬ 
циенты р и < 7 , а также дискриминант р 2 — должны быть поло¬ 
жительны. 

В зависимости от величины главного момента инерции С отно¬ 
сительно оси 3, вокруг которой вращается гироскоп, возможны три 
случая. При этом, не ограничивая общности, можно считать, что 
А >В. 

1 . А > С > В, т. е. С является средним по величине главным 
моментом инерции. Тогда вследствие (8.17) будет а > 0 и Ъ < 0. 


') Теория первого приближения здесь может дать только необходимые условия устойчи¬ 
вости, так как характеристическое уравнение, соответствующее полной системе уравнений 
в вариациях, имеет двукратный нулевой корень. — Прим. ред. 
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Если аЬ < 0, то из (8.19) следует, что #<0, поэтому перманент¬ 
ное вращение не может быть устойчивым. 

2. А > В > С, т. е. С является наименьшим главным момен¬ 
том инерции. В этом случае а < 0, Ъ < 0, следовательно, р > 0 
и # > 0. Дискриминант тоже положителен, так как из (8.19) сле¬ 
дует, что 

р 2 — 4<7 = со| 0 (1 — а&) 2 + 2хсо 2 0 [4а& — (1 + аЪ) {а + Ь)] + 

+ х 2 (а — Ь) 2 ; (8.21) 

среднее слагаемое здесь при аЬ > 0, а + Ъ < 0 будет положи¬ 
тельным. Следовательно, условия устойчивости выполняются. 

3. С > Л ;> В, т. е. С является наибольшим главным момен¬ 
том инерции. Имеем а > 0, Ь > 0, следовательно, ^ > 0. Коэффи¬ 
циент р будет положительным только при 

®!о>^ = *тЙг- (8-22) 

Выражение для дискриминанта (8.21) разложим на множители: 
р 2 — 4 = 

= [ со 2 , (1 — ѴаЬ) 2 —ЛѴа — ѴЩ [ю| 0 (1 + ѴаЬ? —к(Ѵа + Ѵь) 2 ] ; 


значит, дискриминант равен нулю при 


со 


2 

30 



( уі-Ѵь Ѵ 

V 1 - ѴаЬ ) 


и 




= X 


V а У Ь 
1 + 1 ГаЬ 


2 


Учитывая, что соц < сощ, получаем условия положительности ди¬ 
скриминанта: со 2 0 < со^ и со 2 0 > со 2 ІІв Для величин а и Ь вследствие 

С>А>В и неравенств (1.10) справедливы условия 1 > а ;> 
> Ь > 0, из которых следует, как нетрудно установить, двойное 
неравенство 

(Ѵа -ѴТ \ 2 а + Ь ( Ѵа+Ѵь \ 2 
\ 1 - ѴаЬ ) ^ I + аЬ ^ \ I + ѴаЬ ) ’ 


означающее, что соц < соі < сощ. Таким образом, существует 
только одно критическое значение с ок = сощ угловой скорости, та¬ 
кое, что при созо < сощ условия устойчивости заведомо нару¬ 
шаются, т. е. неравенство 

Ѵ%- (8.23) 

0 К у р \ I ААВ +Ѵ(С - А) (С - В)) 

является необходимым условием устойчивости невозмущенного 
движения. Белецкий [58] доказал, что это и найденные выше для 
случаев 1 и 2 условия будут также достаточными. 

Итак, результаты исследования устойчивости перманентных 
вращений вокруг вертикально направленной главной оси инерции 
можно сформулировать в виде следующих трех утверждений. 
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1. Вращение вокруг средней оси эллипсоида инерции не - 
устойчиво. 

2. Вращение вокруг оси , которой соответствует наименьший 
главный момент инерции , устойчиво. 

3. Вращение вокруг оси , которой соответствует наибольший 
главный момент инерции , устойчиво только тогда , когда 
скорость вращения превосходит критическое значение 
(8.23). 

Критическое значение (8.23) очень мало. Например, вычисле¬ 
ния, проведенные для симметричного диска (С = 2Л = 2В), на¬ 
ходящегося на поверхности Земли, дают величину сок = 
= 2,15* 10~ 3 1/с = 0,12 град/с. Отличие от поведения гироскопа 
Эйлера в однородном поле тяготения имеет место только в случае 
3 при (Озо < с ок\ однако следует отметить, что во всех случаях на¬ 
правление оси перманентного вращения уже не является про¬ 
извольным; оно должно совпадать с направлением вертикали. 

Для частного случая созо = 0 из проведенных исследований 
можно сделать вывод о том, что тело, имеющее возможность сво¬ 
бодно двигаться вокруг неподвижного центра масс, находится в 
устойчивом положении равновесия только тогда, когда к центру 
притяжения направлена ось, соответствующая наименьшему глав¬ 
ному моменту инерции. 

8.2.4. Обобщенный гироскоп Лагранжа. Для гироскопа Лагранжа 
имеем А = В и 5* = (0, 0, $) = а*з$, где а ІЪ — единичный вектор, 
направленный вдоль оси симметрии тела. Если уравнение движе¬ 
ния (8.9) умножить скалярно на а\ 3 , то оба члена в правой части 
и второй член в левой части обратятся в нуль, так как соответ¬ 
ствующие векторные произведения при указанных предположе¬ 
ниях направлены перпендикулярно к оси симметрии тела. Таким 
образом, получаемое равенство имеет вид 

й г Ні й' , ы ч л 

йі йіз йі №і а із) — 

откуда после интегрирования 

Ніах = #зо = сопзі:, 

или вследствие Я 3 = С соз 

со 3 = со 30 = сопзі. (8.24) 

Найденный интеграл уравнения движения (8.9) вместе с ин¬ 
тегралами (8.9) и (8.11) позволяют найти решение в квадратурах. 

Обратимся к особому случаю перманентного вращения гиро¬ 
скопа вокруг вертикальной оси симметрии, которому соответствует 
частное решение уравнения (8.9): 

СОі = 0>2 “ о, <о 3 = со 30 , 

#31 === #32 = #33 = 1. 
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Чтобы исследовать устойчивость этого движения, введем в рас¬ 
смотрение возмущенные движения, для которых переменные соь 
о) 2 , Язь Я 32 предполагаются малыми, а величины соз и а 33 — сохра¬ 
няющими, согласно теории первого приближения, постоянные 
значения соз « созо, я 33 « 1 , так как скорость их изменения имеет 
второй порядок малости 1 ). 

Из двух первых скалярных уравнений, получаемых проектиро¬ 
ванием векторного уравнения (8.9), находим следующие уравне¬ 
ния возмущенного движения: 

Ла>і — ( А — С) СО30О2 ^ тг - (А С) Я32, 

зя (8.25) 

Ла) 2 + (Л — С) созоСОі — — Оа 31 з + (Л — С) а 31 . 

Эти дифференциальные уравнения имеют тот же вид, что и урав¬ 
нения (3.35) для случая гироскопа Лагранжа в однородном поле 
тяготения, только вместо величины Оз здесь фигурирует выра¬ 
жение 

05 — Щ-(А-С). 

Поэтому полученные выше результаты относительно устойчивости 
гироскопа Лагранжа с верхним расположением центра тяжести 
можно непосредственно перенести на рассматриваемый случай. 

Гироскоп Лагранжа с верхним расположением центра тяжести 
становится устойчивым в центрально-симметричном поле тяготе¬ 
ния, если выполняется условие 

С 2 <о 3 2 0 >4Л[О5— -^-(Л-С)]. (8.26) 

Это неравенство при /? — ► оо переходит в найденное ранее усло¬ 
вие (3.70). 

Для гироскопа Лагранжа с закрепленным центром масс (5 = 0) 
из (8.26) следует, что его устойчивость существенно зависит от 
формы эллипсоида инерции. Вытянутый гироскоп (А > С) всегда 
устойчив, а сплюснутый гироскоп (А < С) будет устойчив лишь 
тогда, когда угловая скорость превосходит критическое значение 
сок, что согласуется с результатом, полученным в п. 8.2.3. Кри¬ 
тическое значение 

со* =4 Ѵ^ё/Ю Л (С - Л) 
можно получить из (8.26) или из (8.23). 

8.2.5. Обобщенные вращения Штауде. Тяжелый несимметричный 
гироскоп в центрально-симметричном поле тяготения тоже может 
совершать перманентные вращения вокруг оси, неподвижной как 


0 См. примечание на стр. 298. — Прим. ред. 
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относительно тела, так и в пространстве. Ось вращения должна 
быть вертикальной: 

= (8.27) 

Выяснить, возможно ли такое движение, можно проще всего, если 
умножить (8.9) скалярно на 5*. Из (8.27) и равенства со 0 = сопзі 
следует, что 

®<РіІк<чРкіаи5і = (3§/Я) е ІІк а ЗІ Ѳ к іа 3 іЗі. 

Это равенство выполняется не только в малоинтересном особом 
случае <о§ = Зё/Я, но и при произвольной скорости вращения со 0 , 
если 

е//*а 3/ Ѳ ы а 3/ 5; = 0. (8.28) 

Это условие идентично полученному выше условию (3.93), по¬ 
этому и в рассматриваемом здесь обобщенном случае геометриче¬ 
ское место возможных осей вращения образует в теле конус 
Штауде. Однако при исследовании устойчивости обобщенных вра¬ 
щений Штауде обнаруживаются некоторые различия. Пожариц- 
кий [59] показал, что область устойчивых осей вращения на конусе 
Штауде в обобщенном случае несколько больше, чем в классиче¬ 
ском случае однородного поля тяготения. 

8.3. Вращательные движения искусственных спутников 

Для спутника, вращающегося в центрально-симметричном поле 
тяготения и не имеющего неподвижной точки, в качестве начала 
отсчета выбирают центр масс М, движение которого исследуется 
с помощью теоремы о количестве движения (7.2). Используя для 
силы тяготения выражение (8.1) и предполагая, что масса т спут¬ 
ника постоянна, из (7.2) получаем 

г Я? 

тЯі = — ут Е - .р:- 3 йт. (8.29) 

\Я ) 

Вследствие равенства Я р і =Я і Л-г і подинтегральная функция за¬ 
висит не только от расстояния Я до центра притяжения, но и от 
формы и ориентации спутника. Поэтому орбитальное движение 
спутника не является независимым от его вращательного движе¬ 
ния. Следовательно, к теореме о количестве движения (8.29) сле¬ 
дует присоединить теорему о кинетическом моменте, которая в 
силу (8.3) выражается равенством 

<1 / Н І г Гі# к 

-щ- + Ъіік®]Н к = —ут в г ІІк ] —руд- йт. (8.30) 

Чтобы с помощью вектора угловой скорости щ определить ориен¬ 
тацию спутника относительно некоторой надлежащим образом 
выбранной системы отсчета, следует использовать кинематиче- 



8.3. Вращательные движения искусственных спутников 


303 


ское соотношение. Оно может быть получено, например, из обоб¬ 
щенного уравнения (1.55), примененного к вертикальному единич¬ 
ному вектору а 3 *. В центрально-симметричном поле тяготения этот 
вектор всегда направлен от притягивающего центра к спутнику; 
следовательно, его направление при движении спутника по орбите 
не остается постоянным. Если вертикаль вращается с угловой ско¬ 
ростью й г , то справедливо равенство 

^1 = ^1 + г . 1к&1 а зк = в 11к а 1 а зк . (8.31) 

Основные уравнения (8.29) — (8.31) образуют в совокупности 
систему двенадцатого порядка, так как уравнение (8.29) пред¬ 
ставляет собой векторное уравнение второго порядка, а уравне¬ 
ния (8.30) и (8.31) — векторные уравнения первого порядка. С по¬ 
мощью интегралов, справедливых для орбитального движения, 
а также интегралов кинетического момента и энергии порядок си¬ 
стемы можно несколько понизить, но не настолько, чтобы, со¬ 
гласно теории интегрирования Якоби, можно было найти полное 
решение. Трудности в нахождении решения прежде всего обуслов¬ 
лены необходимостью рассматривать совместно орбитальное и 
вращательное движения. 

8.3.1. Частные решения общих уравнений движения. Прежде чем 
будут обсуждены технически важные приближенные решения для 
малых спутников, укажем на некоторые частные решения общих 
уравнений. Эти решения удается определить, если ввести ряд 
существенных ограничений на параметры системы и начальные 
условия. А именно указанные ограничения накладываются на: 

1) форму тела (т. е. на его эллипсоид инерции), 

2) траекторию центра масс, 

3) ориентацию тела относительно траектории, 

4) характер движения. 

В качестве примера рассмотрим спутник , имеющий форму 
стержня , у которого А = В, С = 0 и центр масс движется по 
круговой орбите вокруг притягивающего центра, т. е. 7? = сопзі. 
Введем орбитальную систему координат (оси 1, 2, 3), как пока¬ 
зано на рис. 8.2; ось 1 перпендикулярна к плоскости орбиты, ось 2 
направлена по касательной к орбите, а ось 3 направлена вдоль 
вертикали. 

Если материальная точка с массой пг движется с постоянной 
скоростью по окружности радиуса /?, то центробежная сила 
должна уравновешивать силу притяжения: 

2 т Р пг 

тй 0 Я = т§ = у —^ 2 “» 

откуда находим значение круговой частоты обращения спутника 

= ѴШ = ѴчщІФг ( 8 . 32 ) 
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Промежуток времени, за который совершается один оборот, вы¬ 
числяется по формуле 

Т 0 = ^ = 2лѴЩ. (8.33) 

Если для § и /? взять значения, соответствующие земной поверх¬ 
ности, то период Т 0 будет равен 84,3 мин (период Шулера). Эта 
земная константа, найденная Шулером [60] в другой связи, пред¬ 
ставляет наименьшее возможное время одного оборота для спут¬ 
ника Земли. 


з 

I 



Рис. 8.2. Круговая орбита спутника, обращающегося вокруг притягивающего центра О, и 

орбитальная система координат (оси 1,2, 3). 


Частные решения системы уравнений (8.29) — (8.31) легко об¬ 
наружить, если ось стержня совпадает с одной из осей орбиталь¬ 
ной системы координат (рис. 8.2). Рассмотрим каждую из трех 


указанных ориентации. 

Положение III: ось стержня 3' направлена вдоль оси 3. Тогда 
система главных осей инерции тела совпадает с орбитальной си¬ 
стемой координат (оси 1, 2, 3). Ориентация и характер движения 
задаются векторами 

а з< = (0 < °> Ц Г8 34 ч 

со/ = (Ош, о, 0), 1 ' 


где через йщ обозначена подлежащая определению круговая ча¬ 
стота обращения спутника по орбите. Векторы (8.34) превращают 
уравнение (8.30) в тождество, так как все его члены обращаются 
в нуль (правая часть вследствие того, что 
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Из (8.31), учитывая равенство со^ = находим угловую ско¬ 
рость поворота вертикали 

= г і!к®і а Ък — (0, —йць 0). 


Наконец, из (8.29) вследствие равенства Щ = (Я + г) Я ( /Я и 
(8.32) получаем, полагая йт = \иіг у 


тНі = — Йо К 2 Кф 

Ь 


(ІГ 

(Я + г) 2 • 


(8.35) 


Если длина стержня равна 2то для интеграла в последней 
формуле справедливо следующее выражение: 




М' 




-ь 


йг _ 2ц^ 

(/? + г) 2 ~ Я 2 -Ь 2 


т 

Я 2 -Ь 2 * 


Тогда уравнение (8.35) принимает вид 

• • 

Кі + 


Я 2 


%Я' •• 2 

_ 1^2 %і = Кі "Ь &иіКі — 0 - 


Это дифференциальное уравнение имеет решение 


0 



— $ІП йщІ , 
созйщ/ 3 


(8.36) 


(8.37) 


которому соответствует равномерное вращение радиуса-вектора 
Яі с угловой скоростью 


Й 


ш 



1 

V 1 - а/я) 2 


(8.38) 


и периодом вращения 


т ш=^Ѵі-(Ш) 2 . 


(8.39) 


Таким образом, спутник в форме стержня, ось которого направ¬ 
лена к центру притяжения, движется по орбите несколько быст¬ 
рее, чем материальная точка, круговая орбита которой совпадает 
с траекторией центра масс М стержня. Для спутника конечных 
размеров обнаруживается отклонение от известного движения 
Кеплера 

Положение II: ось стержня направлена вдоль оси 2 (рис. 8.3). 
Тогда решение основных уравнений будет 


а зі = (0. —1. 0), 
= (йц, 0, 0). 


(8.40) 


В уравнении (8.30) левая и правая части обращаются тож¬ 
дественно в нуль: левая часть в силу (8.40), а правая часть 
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вследствие того, что интегралы от —Ь до 0 и от 0 до і взаимно 
уничтожаются. Из (8.31) следует, что 

^- = е {/к <а { а зк = (0, 0, —йп). 

Наконец, уравнение (8.29) с использованием введенных выше обо¬ 
значений приводится к виду 

Я{+ г і 


•• О о Г і ~Г" • 4 

тЯ, = - ОоД ц I г2)ік йг. 


-I 

Для интеграла получаем следующее выражение: 




-ь 


+ г і 

(Я 2 + г 2 р 2 


йг = 


тЯі 


К 2 Ѵ% 2 +1 2 * 


поэтому окончательно имеем 

Яі + = 0, 

где угловая скорость вычисляется по формуле 

йц = йо"4-• (8.41) 

V і + (ию 2 

Данной угловой скорости соответствует период обращения 

Г„ =-§-Г 1 + (Ш) 2 . (8.42) 

Этот период больше, чем время одного оборота материальной 



Рис. 8.3. Частный случай ориентации связанных со спутником осей 1', 2', 3' относительно 

орбитальной системы координат (оси 1, 2, 3). 


точки, движущейся по траектории центра масс М стержня. Ниже 
при исследовании общего случая будет показано^ что положение 
Ц неустойчиво (см. п. 8.3.4а), 
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Положение I: ось стержня направлена вдоль оси 1 (рис. 8.4). 
В этом случае решение имеет вид 


а и — ( 0 , 1 , 0 ), 

(о, = (0, 0, ©о), 


(8.43) 


где значение угловой скорости ©о произвольно. Проведя аналогич¬ 
ные предыдущим вычисления, получим йі = йц и, следователь¬ 
но, 7Т = Гц, т. е. период обращения такой же, как и в случае II. 



Рис. 8.4. Частный случай ориентации связанных со спутником осей 1', 2', 3' относительно 

орбитальной системы координат (оси 1, 2, 3). 


Тот факт, что стержень вращается вокруг своей продольной оси 
с произвольной угловой скоростью соо, становится понятным, если 
учесть, что вследствие С = 0 этому вращению не соответствует 
никакой составляющей кинетического момента. 

Следует еще упомянуть о том, что в принципе такое вращение 
вокруг продольной оси стержня допустимо также в случаях II 
и III. 

Установленные здесь на примере стержня результаты можно 
распространить и на другие тела простой формы, такие, как кру¬ 
говое кольцо, круговой диск, круговая цилиндрическая оболочка, 
круговой цилиндр (Гофер [61]). 

Во всех случаях оказывается, что время одного оборота тела 
отличается от периода обращения материальной точки, удаленной 
на такое же расстояние от притягивающего центра, что и центр 
масс тела. Если тело занимает положение с меньшей потенциаль¬ 
ной энергией, чем энергия материальной точки, то и период его 
обращения будет меньше. Для стержня это имеет место в том 
случае, когда ось стержня направлена к центру притяжения, по¬ 
скольку тогда ближняя к центру половина стержня притягивается 
сильнее, чем другая половина, так что точка приложения равно¬ 
действующей сил притяжения (центр тяжести) расположена 
ближе к притягивающему центру, чем центр масс М. Такая 
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ориентация стержня статически устойчива. Положения же равно¬ 
весия 1 ), при которых ось стержня перпендикулярна орбитальному 
радиусу-вектору Кі, напротив, статически неустойчивы. Этот ре¬ 
зультат будет получен как предельный случай при исследовании 
устойчивости в рамках приближенной теории, рассматриваемой 
в следующем пункте. 

8.3.2. Приближенное исследование для случая малого спутника. 

К системе основных уравнений (8.29) — (8.31) можно применить 
различные способы приближенного решения. Один из способов 
состоит в том, что некоторый параметр системы предполагается 
малым, и решение ищут в виде ряда по степеням этого малого 
параметра. В качестве подходящего для такой роли параметра 
могут, например, использоваться следующие величины: 

1 ) разность между главными моментами инерции для тел, эл¬ 
липсоид инерции которых близок к сфере (Луна); 

2 ) отношение й/со угловой скорости й орбитального радиуса- 
вектора Кі к собственной угловой скорости со спутника со значи¬ 
тельным собственным вращением; 

3) отношение Ь/К линейного размера малого спутника к рас¬ 
стоянию К до притягивающего центра. 

Примеры использования двух первых величин для приближен¬ 
ного решения имеются у Лейманиса [7]. В практике наиболее 
важным является, несомненно, приближенное исследование слу¬ 
чая малого спутника. Это исследование будет здесь проведено 
с тем, чтобы рассмотреть некоторые интересные для практики 
проблемы. 

Следует особо подчеркнуть, что при предположении Ь/К <С 1 
происходит разделение орбитального и вращательного движений, 
если отбрасываются все члены второго и более высокого порядка 
малости. Чтобы доказать этот факт, рассмотрим интеграл, входя¬ 
щий в (8.29). Разложение в ряд подинтегрального выражения по¬ 
лучается путем умножения (8.4) на К? = К { + г.. При интегриро¬ 
вании по объему тела члены этого разложения, линейные относи¬ 
тельно ги исчезнут, так как при совпадении начала отсчета 
с центром масс М имеем 

г і йт = Ш8 і = 0. 

Остальные члены, кроме первого, не зависящего от г и будут ма¬ 
лыми второго и более высокого порядков. В теории первого при¬ 
ближения мы ими пренебрегаем. То, что влияние размеров спут¬ 
ника имеет порядок (Ь/К) 2 , можно, впрочем, усмотреть из выра- 


*) Речь, разумеется, идет о положениях относительного равновесия. — Прим. ред. 
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жений (8.38) и (8.41), полученных для спутника, имеющего 
форму стержня, без пренебрежения какими-либо членами. 

Вследствие разделения движений исследование вращательного 
движения можно произвести отдельно на основании теоремы 
о кинетическом моменте, записанной, например, в форме (8.9) 
при 5 = 0, с учетом кинематических уравнений (8.31). Проекти¬ 
руя на оси координат уравнение движения (8.9), получаем 

А оЬ 1 — {В — С) со 2 со 3 = (С — В) а 32 а 33 , 

Вед 2 — (С — А) (Оз©! = {А С) а 33 й 3 і , (8.44) 

Сш 3 — (Л — В) со,сй 2 = (В — А) а 31 а 32 . 

Отсюда нетрудно найти несколько частных решений для случая, 

когда центр масс М спутника движется по круговой орбите, т. е. 
когда постоянны величины /? и §, а вместе с ними и угловая ско¬ 
рость й =]/§“//?. Укажем следующие четыре частных решения 
уравнений (8.44). 

1. Для шарового гироскопа (А = В = С) имеем © г - = © 70 = 
= сопзі. Ориентация оси вращения произвольна. 

2. Для симметричного гироскопа (Л = В), который вращается 
С произвольной, НО ПОСТОЯННОЙ угловой скоростью ©30 вокруг оси 
1 (рис. 8.2), совпадающей с осью симметрии, имеем (см. рис. 8.5) 


©* = ( 0 , 0, ©зо), 

а зі = [зіп (©зо — й) і, соз (©зо — Й) і, 0]. 


(8.45) 


3. Для несимметричного гироскопа ( А , Б, С различны), глав¬ 
ные оси инерции которого 1', 2', 3' совпадают с орбитальными 
осями координат 1, 2, 3, имеем 


©/ = (0, 0 , 0), 
а 3 / = (0, 0, 1). 


(8.46) 


Спутник при этом вращается вместе с орбитальным радиусом- 
вектором, относительно же системы координат 1, 2, 3 он находится 
в покое (состояние относительного покоя). 

4. Несимметричный гироскоп, одна из главных осей инерции 
которого совпадает с осью 1, перпендикулярной к плоскости 
орбиты, может вращаться вокруг этой оси. Если, например, с 
осью 1 совпадает ось 1', т. е. плоскость 2'-3' совпадает с плоско¬ 
стью 2-3, то имеем (угол ф показан на рис. 8.6) 

©/ = [й + ф ( I ), 0, 0], 

Яз* = (0, зіп ф, соз ф). 


(8.47) 
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Для угла ф(0 из (8.44/1) получается следующее дифференциаль¬ 
ное уравнение: 

Лф - 3 / 2 Й 2 (С - В) зіп 2ф = 0. (8.48) 

Оно имеет тот же вид, что и уравнение плоских колебаний 
тяжелого маятника, и решение такого уравнения может быть вы¬ 
ражено через эллиптические функции (см., например, [62]). При 
этом возможно как колебательное, так и вращательное движение. 
Из (8.48) следует, что при колебательном движении та из осей 
2', 3', которой соответствует меньший главный момент инерции, 
колеблется относительно вертикали (ось 3), так как именно в 
этом случае уравнение (8.48) принимает форму уравнения коле¬ 
баний ф + ѵ 2 зіп 2ф = 0, где ѵ 2 > 0. 




>- 2 


Рис. 8.5. Вращение связанных 
со спутником осей Г и 2' в пло¬ 
скости 2-3 для частного случая 
движения симметричного спут¬ 
ника. 


Рис. 8.6. Расположение осей для 
частного случая движения не¬ 
симметричного спутника. 


Из указанных выше случаев практически наиболее важны три 
последних. Поэтому следует подробнее остановиться на исследо¬ 
вании устойчивости этих частных решений. 

8.3.3. Симметричный спутник на круговой орбите. Рассмотрим воз¬ 
мущенные движения по отношению к движению, описываемому 
частным решением (8.45). Из (8.44/3) при А = В следует, что 
и для возмущенных движений имеем 003 = оозо = сопзі. Две дру¬ 
гие компоненты угловой скорости ооі и о )2 являются малыми ве¬ 
личинами. Для них из (8.44) получаем следующие уравнения: 

А(Ь { — (А — С) оэ 30 со 2 + Зй 2 (А — С) й 32 й 33 = 0, 

А © 2 + (А — С) © 30 © 1 - ЗЙ 2 (А - С) а 33 а 31 = 0. ( А } 

При исследуемых движениях ось симметрии тела (ось 3') остается 
вблизи оси 1 , поэтому для описания ориентации тела целесооб¬ 
разно использовать угол Эйлера ф вместе с дополнительными 
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углами а = 90° — Ф и р = 90°— ф (см. рис. 8.7). Тогда коорди¬ 
наты векторов со і и а Ъ і будут 


СО; = 


а со$ ер — 
а зіп ф — | 


Р со8 а зіп ф + й (зіп р соз ф — соз р зіп а зіп ф)" 

Р соз а соз ф — й (зіп р зіп ф + соз р зіп а соз ф) , 
ф — р зіп а + й соз р соз а 

(8.50) 

' соз а зіп ф 
а 3 1 = соз а соз ф . 
зіп а 


Для а, р< 1 эти выражения можно упростить. Прежде всего, 
пренебрегая членами второго и более высокого порядка малости, 
получаем 

ф = со 30 — й = сопзі. (8.51) 

Далее после подстановки (8.50) в (8.49) мы получим два диф¬ 
ференциальных уравнения для углов а и р, в которых каждый 



Рис. 8.7. Углы, определяющие ориентацию спутника. 


член содержит множитель соз ф или зіп ф. С помощью преобра¬ 
зования эти множители можно легко устранить, так что после 
линеаризации мы получаем для аир два линейных дифферен¬ 
циальных уравнения с постоянными коэффициентами 

Л а + р (Ссо 30 — 2Лй) + «(Ссо 30 Й + ЗСЙ 2 — 4Лй 2 )=^0, 

Ар — а (Ссо 30 - 2ЛЙ) -)- р (Ссо 30 Й — ЛЙ 2 ) = 0, 


8.52 
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Характеристическим уравнением этой системы первого прибли¬ 
жения будет 

АХ 2 + (С(о 30 Й + ЗСЙ 2 — 4 Ай 2 ) (Ссо 30 — 2 АО) X 

— (Ссозо — 2 Лй) X АХ 2 + (Ссо 30 Й — Лй 2 ) 


= 0 , 


или 

где 


Я 4 + рЯ 2 + Ч — 


Р = й 2 (^-1 


й 


2С(о 


30 


+ 


Ссо 


30 


ч 


= й 4 (4 — 


ЗС 


+ й 3 


А ‘ \ А 
С со зо / 3 С 


5 +Й 2 


Ссо 


30 


(8.53) 


\ А ) 1 ““ Л \ Л 1 иа \ Л 

Устойчивое движение возможно только при выполнении условий 

р > 0, <7 > О, -О = /? 2 — 4*7 > 0. 


На основании этих неравенств в плоскости, где прямоугольными 
координатами служат отношения со 30 /й и С/Л, построены области 
устойчивости и неустойчивости (рис. 8.8). Отношение С/Л может 



Рис. 8.8. Диаграмма устойчивости для симметричного спутника, движущегося по круговой 

орбите и вращающегося вокруг оси симметрии. 


принимать лишь значения, принадлежащие интервалу 0^С/Л^2; 
граничные значения 0 и 2 соответствуют спутникам, имеющим 
форму стержня и кругового диска, при С/Л = 1 эллипсоид инер¬ 
ции становится сферой (шаровой спутник). Если откладываемое 
по оси абсцисс отношение со 30 /й = 0, то спутник движется посту¬ 
пательно вокруг притягивающего центра, а при созо/й = 1 ориен¬ 
тация спутника относительно орбитальной системы координат 
остается неизменной. 

Области устойчивости и неустойчивости в плоскости 
(юзо/Й, С/Л) на рис. 8.8 отделены одна от другой участками кри¬ 
вых <7 = 0 и Б = 0 (первая кривая состоит из двух пересекаю¬ 
щихся в точке (1,1) гипербол). С помощью диаграммы устойчи¬ 
вости можно сделать следующие выводы. 
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1. Сплюснутые спутники при |со 3 о/й|;>1 заведомо устойчивы. 

2. Чем больше по абсолютной величине угловая скорость со 30 
собственного вращения, тем при большей вытянутости спутников 
может быть достигнута их стабилизация. Даже спутники, почти 
совпадающие по форме со стержнем, можно сделать устойчивыми 
при достаточно быстром собственном вращении. (Этот вывод 
справедлив для твердых тел. Следует указать на то, что для де¬ 
формируемых тел возможна передача энергии от вращения во¬ 
круг оси с наименьшим главным моментом инерции к вращению 
вокруг оси с наибольшим главным моментом. Вследствие этого 
спутник, вращающийся вокруг оси с наименьшим главным мо¬ 
ментом инерции, может стать неустойчивым.) 

3. Поступательно движущиеся спутники (со 30 = 0) будут 
устойчивы только тогда, когда они слегка сплюснуты (1 < С/А < 
<1,33). Как стержень (С = 0), так и диск (С/А =2) будут 
в этом случае неустойчивы. 

4. Спутники, ориентация которых по отношению к центру не¬ 
изменна (со 3 о = й), будут устойчивы, если они сплюснуты 
(2 > С/А > 1) или немного вытянуты (1 > С/А > 0,855). 

Особо подчеркнем, что все указанные здесь эффекты являются 
следствием воздействия моментов, связанных с градиентом силы 
притяжения. В однородном поле тяготения вращение тела вокруг 
оси симметрии всегда устойчиво. 

8.3.4. Спутник произвольной формы на круговой орбите. В случае, 
когда среди главных моментов инерции А, В, С нет равных, для 
исследования устойчивости рассмотрим возмущенные движения, 
близкие к движениям, описываемым частными решениями (8.46) 
и (8.47). Состояние относительного покоя, описываемое частным 
решением (8.46), представляет особый интерес для практических 
применений спутников, так как неизменная по отношению к ор¬ 
бите ориентация спутника часто бывает желательной или даже 
необходимой (метеорологические спутники и спутники связи). 
При движении, соответствующем решению (8.47), неизменным 
остается только направление одной из главных осей инерции, ко¬ 
торая перпендикулярна к плоскости орбиты и вокруг которой вра¬ 
щается тело, так что в этом случае можно говорить о гироско¬ 
пической стабилизации спутника. 

а) Устойчивость состояния относительного покоя. Чтобы можно 
было использовать введенные в п. 8.3.3 обозначения, будем счи¬ 
тать, что ориентация связанных со спутником осей 1', 2', 3' совпа¬ 
дает с изображенной на рис. 8.7; при ос = р = ф = 0 имеем 
Г, 2', 3' = 2, 3, 1 (рис. 8.4), так что вместо частного решения 
(8.46) следует записать 


со,- = (0, 0, &), 
а зі = (0, 1, 0). 


(8.54) 
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Для возмущенного движения величины а , р, ср, ооі и 002 предпо¬ 
лагаются малыми. Из (8.50) тогда следует 



— а + ар ' 


" Ф " 

СО/ ^ 

— р — Оа 

, а зі ~ 

1 


О 


а - 


(8.55) 


Подставив эти выражения в (8.44/3), мы получим уравнение для 
угла ср, соответствующее выведенному выше уравнению (8.48): 

Сф + Зй 2 {А —В) ф = 0. (8.56) 


Из этого уравнения, решение которого ф(/) может быть легко най¬ 
дено, непосредственно следует, что для устойчивого движения не¬ 
обходимо выполнение условия А >> В. Из (8.44/1) и (8.44/2) по¬ 
лучаем, используя (8.55), систему уравнений для а и |3; 

Аа — рЙ (Л + В — С) + <*4Й 2 (С — В) = 0, 

(8.57) 

Яр + аО(Л+ В — С)+ |Ш 2 (С - А) =0. 


Характеристическое уравнение этой системы имеет вид 

АХ 2 + 40 2 (С —В) ~Ха(А-\-В — С) 

ха {А + с — в) вх 2 + а 2 (С — а) 


= о, 


или 

где 



(8*58) 



Коэффициенты /?, <7 и вместе с ними дискриминант В = р 2 — 4</ 
зависят только от отношений моментов инерции, поэтому области 
устойчивости и неустойчивости можно представить в виде частей 
треугольника формы (см. п. 1.3.6), как это изображено на рис. 8.9. 
Вершины треугольника для рассматриваемой здесь ориентации 
спутника (К, 2', 3' = 2, 3, 1) соответствуют случаям стержня, на¬ 
правленного по касательной к орбите (А = 0), вдоль вертикали 
(В = 0) и перпендикулярно плоскости орбиты (С = 0). На осно¬ 
вании диаграммы устойчивости можно прийти к следующим вы¬ 
водам. 

1 . При А < В (верхняя половина треугольника) устойчивость 
невозможна. Поэтому при стремлении достичь устойчивости одну 
из двух лежащих в плоскости орбиты главных осей инерции, 
а именно ту, которой соответствует меньший момент инерции, еле- 
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дует направить к центру притяжения (пассивная стабилизация 
с помощью силы притяжения). 

2. В случае устойчивого движения момент инерции С, соот¬ 
ветствующий главной оси, перпендикулярной плоскости орбиты, не 
должен быть средним по величине главным моментом инерции. 

3. Ориентация спутника будет устойчивой, если С > А >> В 
(левый нижний частичный треугольник). Вершины этого треуголь¬ 
ника соответствуют следующим телам: тело, эллипсоид инерции 
которого является сферой, стержень, ось которого направлена 



В = О 


Рис. 8.9. Диаграмма устойчивости дтя несимметричного спутника, ориентированного на 

Землю (положение относительного равновесия). 


к притягивающему центру, и симметричный диск, лежащий в пло¬ 
скости орбиты. Точка, соответствующая естественному спутнику 
Земли — Луне, лежит в этом частичном треугольнике близко 
к центру всего треугольника. 

4. В частичном треугольнике А > В > С устойчивость может 
иметь место, если отклонение формы спутника от симметричного 
относительно оси 1' (В = С) сплющенного (А С) тела не слиш¬ 
ком велико. Во всем частичном треугольнике А В >> С имеет 
место статическая неустойчивость, так как момент, вызываемый 
градиентом сил тяготения, стремится вывести спутник с такими 
моментами инерции из его положения относительного равно¬ 
весия. 

Однако для спутников, соответствующих узкой полосе, принад¬ 
лежащей на рис. 8.9 области устойчивости, незначительный гиро¬ 
скопический момент, создаваемый движением спутника по орбите, 
оказывается достаточным для компенсации момента сил притяже¬ 
ния. Здесь можно усмотреть некоторую аналогию с волчком, ко¬ 
торый, будучи статически неустойчивым, тем не менее благодаря 
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8. Гироскоп в центрально-симметричном поле тяготения 


гироскопической стабилизации может некоторое время вертеться, 
стоя на острие. 

Эту аналогию можно продолжить и дальше: как волчок вслед¬ 
ствие потери энергии, вызываемой трением, в конце концов 
опрокидывается, так и спутник, изображающая точка которого на¬ 
ходится в устойчивой узкой полосе, должен будет потерять 
устойчивость и поэтому практически не используется, ибо неизбеж¬ 
на диссипация энергии, вызываемая, например, деформацией, 
качающимися антеннами или перетекающей внутри жидкостью 
(см. также теорему 11 в п. 5.2.2). 

5. На медиане, исходящей из вершины С = 0 треугольника, 
можно снова продемонстрировать все свойства симметричного 
спутника при со 3 о = й, найденные в п. 8.3.3 (рис. 8.8). Следует 
отметить, что полученные там случаи устойчивости изображаются 
точками, лежащими на границе области устойчивости. Более по¬ 
дробный анализ показывает, что в этих граничных случаях ориен¬ 
тация обеих главных осей инерции, лежащих в плоскости орбиты, 
становится неопределенной. Спутник может поворачиваться вокруг 
оси симметрии, перпендикулярной плоскости орбиты, сохраняя не¬ 
изменным ее направление. 

Ъ) Устойчивость вращающегося спутника произвольной формы. 

Кинематические соотношения для возмущенных движений, 
близких к плоскому движениею (8.47) спутника, можно получить из 
(8.50) циклической перестановкой координат: заменой осей 1, 2, 
3 на 3, 1, 2. Предположим, кроме того, что а <С 1 и р<С 1; тогда 


со, 


а С08 ер 
а $іп ер — 


ф + й 

Р 8ІП ф + й (Р С08 ф — а 8ІП ф) 
- Р С08 ф — й (Р 8ІП ф + (X С08 ф) 
а 


и 


а- 


3 і 


81Пф 
С08 ф 


(8.59) 


Подставив эти выражения в (8.44/1), придем снова к уравнению 
(8.48) для угла ф. Следовательно, в первом приближении движе¬ 
ние по углу ф — колебания или вращение спутника относительно 
перпендикулярной к плоскости орбиты главной оси — независимо 
от движения самой этой оси (от углов а и р). В рассматриваемом 
случае нас интересует монотонно возрастающее решение ф(/) 
уравнения (8.48), соответствующее вращательному движению спут¬ 
ника; его можно получить при начальных условиях 

Ф (0) = я/4, ф 2 (0) > %Й 2 1 В - С \!А , 


т. е. когда начальная угловая скорость достаточно велика. 
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Не вдаваясь в детали вычислений, мы наметим здесь лишь 
путь решения и укажем результаты; более подробное изложение 
см., например, в работе [62]. 

После подстановки ср = ф(^) и выражений (8.59) в (8.44/1,2) 
получаются два дифференциальных уравнения, члены которых со¬ 
держат множители зіп ср или соз ср- Как и в случае симметричного 
спутника, эти уравнения можно преобразовать. Однако если для 
симметричного спутника мы пришли к уравнениям с постоянными 
коэффициентами, то коэффициенты уравнений для спутника произ¬ 
вольной формы будут периодическими: в них войдут зіп2ф и 
соз 2ф. Границы областей устойчивости для этих уравнений можно 
найти на основании теории Флоке, для чего потребуется найти 
с помощью вычислительных машин несколько частных решений. 

Результаты вычислений представлены в виде треугольников 
формы на рис. 8.10 и 8.11. Параметром здесь служит величина 



^=0 0=0 


Рис. 8.10. Диаграмма устойчивости для 
несимметричного спутника на круговой 
орбите при различных положительных зна¬ 
чениях относительной угловой скорости 
собственного вращения ^ = ( й) і/^) /п * 


Рис. 8.11. Диаграмма устойчивости для не¬ 
симметричного спутника на круговой ор¬ 
бите при различных отрицательных зна¬ 
чениях относительной угловой скорости 
собственного вращения к = (® 1 /й') . 


к = (о>і/й) т — осредненное за время полного оборота спутника от¬ 
ношение угловых скоростей. Операция осреднения используется 
потому, что угловая скорость соі ^ ф + й уже не является постоян¬ 
ной. При к = 0 получаем поступательное движение спутника, при 
к = 1 — уже рассмотренный в п. а) случай относительного покоя. 
Положительные значения к означают, что вращение происходит 
в направлении орбитального движения (со* ^ й г ); при к < 0 вра¬ 
щение противоположно орбитальному движению. Обе диаграммы 
симметричны относительно биссектрисы, исходящей из вершины 
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А = 0. Это объясняется тем, что вследствие вращения моменты 
инерции В и С являются равноправными и их можно поменять 
местами, не изменив физических свойств системы. Но перемена 
местами В и С означает зеркальное отражение треугольников 
формы относительно названной биссектрисы. 

На основании рис. 8.10 и 8.11 можно сделать следующие вы¬ 
воды. 

1. При к > 2 вращение спутника вокруг оси, которой соответ¬ 
ствует наибольший главный момент инерции А , устойчиво. 

2. Вращение вокруг оси со средним главным моментом инерции 
заведомо неустойчиво. 

3. Вращение вокруг оси с наименьшим главным моментом 
инерции может быть стабилизировано при к > 2 (рис. 8.10) или 
к < 0 (рис. 8.11) только тогда, когда угловая скорость собствен¬ 
ного вращения достаточно велика. Граница области устойчивости 
при возрастании угловой скорости собственного вращения сдви¬ 
гается к вершине А = 0 треугольника формы (этой вершине соот¬ 
ветствует спутник-стержень, перпендикулярный плоскости орбиты). 

4. При поступательном движении (к = 0, рис. 8.11) существует 
лишь небольшая область устойчивости для немного сплюснутого 
тела (А > В, С). Несимметрия спутника в этом случае также не 
очень велика. Случай поступательного движения представляет ин¬ 
терес для приложений, если учесть, что на вращающихся вокруг 
Земли астрономических обсерваториях, которые появятся в буду¬ 
щем, желательно иметь фиксированное в пространстве направле¬ 
ние. 

5. Область устойчивости для сплюснутого спутника (А > В, С) 
намного увеличивается даже при незначительном собственном вра¬ 
щении в направлении, противоположном орбитальному движению 
(к << 0). Уже при к <. — 1,5 область устойчивости заполняет весь 
частичный треугольник, в котором А > В, С. 

Медиана, проходящая через вершину А = 0, соответствует сим¬ 
метричному спутнику, у которого В = С. Отношения С/А в точ¬ 
ках, в которых эта медиана пересекается с границей области 
устойчивости при различных значениях параметра, определяемого 
собственным вращением, совпадают с соответствующими значе¬ 
ниями на рис. 8.8. 

На диаграммах 8.10 и 8.11 отсутствуют значения параметра из 
интервала 0 < к <С 2, для которых требуется более детальное ис¬ 
следование, так как здесь могут иметь место эффекты синхрони¬ 
зации. В зависимости от величины начальной угловой скорости мы 
можем получить либо вращение, либо колебания около положения 
относительного равновесия, для которого к = 1. 

Исследования (см. [62]) показывают, что область синхрониза¬ 
ции довольно мала. Поэтому возмущения, действующие на спут¬ 
ник с пассивной ориентацией на Землю, должны оставаться в срав¬ 
нительно узких поеделах. 
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8.3.5. Влияние возмущений. Результаты, о которых шла речь в пре¬ 
дыдущих пунктах, справедливы при следующих ограничениях: аб¬ 
солютно твердое тело совершает малые колебания , его центр масс 
движется по круговой орбите вокруг центра притяжения в идеаль¬ 
ном центрально-симметричном поле тяготения. Дополнительными 
возмущающими моментами мы пренебрегли. Если эти предполо¬ 
жения не выполняются, то результаты заведомо меняются коли¬ 
чественно, а отчасти, возможно, и качественно. О некоторых на¬ 
рушениях введенных ограничений мы упомянем здесь вкратце 
(подробное изложение читатель может найти в работах по теории 
спутников). 

a) Спутник не является абсолютно твердым , если происходят 
его деформации, имеются подвижные части или спутник содержит 
жидкость. Деформироваться могут даже при очень медленных дви¬ 
жениях спутника те его части, которые имеют большую длину, 
например консоли или антенны. Отчасти эти деформации вызы¬ 
ваются неравномерным нагревом от теплового излучения. Дефор¬ 
мации всегда ведут к рассеянию энергии, что влияет на устойчи¬ 
вость. Подвижные части на спутниках могут служить для того, 
чтобы оказать желаемое влияние на вращательное движение, т. е. 
осуществить управление положением или демпфирование вибра¬ 
ций (нутаций). Демпфирование может быть достигнуто также 
с помощью надлежаще подобранных заполненных жидкостью коль¬ 
цевых труб. В принципе даже возможно стабилизировать неустой¬ 
чивый абсолютно твердый спутник, поместив на нем емкости нуж¬ 
ной формы и заполнив их жидкостью. 

b) Отклонения от центрально-симметричного поля тяготения 
возникают, если принимаются во внимание другие небесные тела 
(Солнце и Луна) или сплюснутость Земли. Такое же действие ока¬ 
зывает неоднородное распределение массы в центральном теле 
(Земле). 

c) Влияние нелинейных членов в дифференциальных уравне¬ 
ниях должно учитываться тогда, когда происходящее движение 
приводит к значительным приращениям координат; об этом влия¬ 
нии мы уже упоминали в п. 8.3.4а. 

А) Задача о движении спутника является в действительности 
задачей двух тел. Из решения указанной задачи следует, что 
центры масс обоих тел совершают кеплеровское движение по эл¬ 
липсам, отношение диаметров которых равно обратному отноше¬ 
нию масс тел. Таким образом, центр масс основного тела не 
остается неподвижным , но для земных спутников этот эффект 
столь незначителен, что его можно полностью отбросить. 

е) Дополнительные возмущающие моменты , которые вместе 
с моментом сил притяжения влияют на вращательное движение 
спутников, могут возникать, например, вследствие сопротивления 
атмосферы, магнитных или электростатических влияний, а также 
светового давления солнечных лучей. 
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Г) В случае эллиптической орбиты движение центра масс М 
описывается законами Кеплера 


й% 

йі 



Р 

1 + е соз т * 



(1 + е соз т) 2 . 


(8.60) 


Показанный на рис. 8.12 угол т, который называют истинной 
аномалией , целесообразно использовать как независимую перемен¬ 
ную. Величина Р является параметром орбиты, е — ее эксцентри¬ 
ситетом. Оси 1 и 3 связанной с орбитой системы координат 1, 2, 3 


2 




Рис. 8.12. Спутник на эллипти¬ 
ческой орбите и орбитальная 
система координат 1, 2, 3. 


Рис. 8.13. Диаграмма устойчивости для 
несимметричного спутника при различ¬ 
ных значениях эксцентриситета е ор¬ 
биты. 


сохраняют указанное на рис. 8.2 направление, однако ось 2 уже 
не будет направлена по касательной к орбите. 

Нетрудно установить, что вследствие неравномерного враще¬ 
ния орбитального радиуса-вектора не существует частного реше¬ 
ния уравнений движения (8.44), соответствующего состоянию от¬ 
носительного покоя по отношению к системе отсчета 1, 2, 3. Но зато 
можно указать частное решение, обобщающее ранее найденное 
решение (8.47). Действительно, при 

со/ == (т + ф, 0, 0), 
а 3 / = (0, зідф, созф) 


(8.61) 
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уравнения (8.44/2) и (8.44/3) обращаются в тождества, а из 
(8.44/1) получаем вместо (8.48) следующее дифференциальное 
уравнение: 

Лф + 1|- (В — С) 8ІП 2< р = — Лт. (8.62) 

Используя (8.60), переходим в этом уравнении к новому аргу¬ 
менту — истинной аномалии т (производную по т обозначим штри¬ 
хом). Тогда (8.62) принимает вид дифференциального уравнения 
с периодическими коэффициентами 

А (1 + е соз т) ф" — 2 Ае зіп тф' + 3 / 2 (В — С) зіп 2ф = 2 Ае зіп т, (8.63) 

неоднородного при е Ф 0. Наряду с вынужденными колебаниями, 
обусловленными неравномерностью вращения орбитального ра¬ 
диуса-вектора Ки могут возникнуть также колебания вследствие 
переменности коэффициентов (параметрический резонанс). На 
рис. 8.13 воспроизведена диаграмма устойчивости, полученная для 
таких колебаний Златоустовым и др. в работе [63]. Из нее, в част¬ 
ности, следует, что положение относительного равновесия , устой¬ 
чивое при е = 0 и В > С, становится неустойчивым при возраста¬ 
нии эксцентриситета орбиты. С другой стороны, на сильно вытя¬ 
нутой эллиптической орбите (е ~ 0,8) спутник может совершать 
устойчивые плоские колебания даже при С > В. 

Вынужденные непараметрические колебания можно полностью 
погасить с помощью маховиков или других перемещаемых масс, 
так что и на эллиптической орбите достижимо такое относительное 
положение равновесия, при котором ось спутника направлена 
к притягивающему центру. Шиленом [64] были предложены и ис¬ 
следованы соответствующие алгоритмы и органы управления. 


11 К. Магнус 



Глава 9 


Гироскопические эффекты у роторов 


Проявление гироскопических эффектов в различных машинах и 
механизмах весьма многообразно. Гироскопические эффекты воз¬ 
никают каждый раз, когда вращающееся тело вынуждено менять 
ориентацию оси своего вращения в пространстве. Например, это 
происходит при криволинейном движении любого колесного эки¬ 
пажа, при вираже самолета с воздушным винтом, при изменении 
курса корабля, имеющего двигательную установку. Даже в тех 
случаях, когда подшипники вала ротора размещены на неподвиж¬ 
ном основании, гироскопические эффекты могут приобрести суще¬ 
ственное значение, если вал обладает некоторой упругостью. 
В этом случае могут возникнуть специфические колебания, связан¬ 
ные не только с поступательными, но и с угловыми перемещениями 
ротора. 

Если гироскопические моменты, развиваемые ротором, не ока¬ 
зывают существенного влияния на движение самого объекта, то 
эти моменты можно вычислить,- руководствуясь соображениями, 
высказанными в § 3.1 для случая вынужденного движения гиро¬ 
скопа. Выведенные там формулы для гироскопического момента 

М?> передаваемого на подшипники оси гироскопа или вращаю¬ 
щейся детали, в частности весьма общие соотношения (3.7), могут 
быть использованы непосредственно. В § 3.1 это было показано на 
примерах периметрического гироскопа и дробильной мельницы. 

Ниже рассматриваются еще два случая проявления гироскопи¬ 
ческих эффектов: взаимное влияние вращений вокруг различных 
осей у колесных экипажей и самолетов и влияние гироскопических 
эффектов на критические угловые скорости роторов. Эти важные 
для техники явления иллюстрируются характерными примерами. 

9.1. Взаимосвязь вращений у самолетов 
и колесных экипажей 

Будем считать, что на всех рассматриваемых здесь объектах 
имеются вращающиеся части, будь то валы двигателей, шестерни 
или колеса. Примем, что все они симметричны относительно своих 
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осей вращения, а сами оси совпадают с главными осями инерции 
объекта. Предполагая постоянной относительную скорость враще¬ 
ния всех роторов, движение объекта можно рассчитать по уравне¬ 
ниям, выведенным для гиростата в § 4.1. Если, например, в урав¬ 
нениях (4.26) заменить моменты силы тяжести моментами общего 
вида, то получим 

Лсо 1 — (В — С) (о 2 (о 3 + со 2 #з — со 3 #| = М 19 

Всо 2 — (С — А) со 3 со 1 + со 3 #* — со, = М 2§ (9.1) 

С со 3 — (А — В) — м з- 

Здесь А, В, С — главные моменты инерции объекта с учетом рото¬ 
ров, о )і — вектор угловой скорости объекта и Я* — суммарный 
вектор кинетических моментов всех роторов при их вращении от¬ 
носительно объекта. Для определения движения необходимо иметь 
выражения моментов. В большинстве случаев они зависят от 
траектории объекта, поэтому к системе (9.1) надо добавить еще 
три уравнения, вытекающие из закона импульса, и учесть кинема¬ 
тические соотношения. Однако, не затрачивая усилий на весьма 
трудоемкое общее решение, можно уже из уравнений (9.1) сде¬ 
лать важные выводы относительно свойств вращательных движе¬ 
ний объекта. 

Не останавливаясь на возможной взаимосвязи, обусловленной 
действием моментов, стоящих в правых частях, по уравнениям 
(9.1) можно установить наличие двух видов гироскопической 
взаимосвязи угловых движений объекта. 

1. Из-за наличия собственного кинетического момента ротора 
всегда существует взаимное влияние вращений объекта вокруг 
двух осей, перпендикулярных оси ротора. Если, например, ось ро¬ 
тора направлена по оси 1, то вращения объекта вокруг осей 2 и 3 
взаимосвязаны. 

2. Независимо от действия имеющихся роторов взаимосвязь 
вращений имеет место всегда, когда главные моменты инерции 
объекта А, В и С различны и вектор угловой скорости со* не совпа¬ 
дает ни с одной из главных осей инерции. Так, например, при 
А Ф В относительно оси 3 действует гироскопический момент, рав¬ 
ный по величине (А — В^сог, и, таким образом, вращение вокруг 
осей 1 и 2 влияет на вращение вокруг оси 3. 

Однако в большинстве случаев моменты такого вида оказы¬ 
вают очень небольшое влияние на движение, и часто ими можно, 
вообще пренебречь. Прежде всего это относится к случаю малых 
угловых скоростей объекта, когда в рамках первого приближения 
члены второго порядка малости могут быть отброшены. 

Если ввести связанную с самолетом систему координат Р, 2 Р У 3 Е 
(рис. 9.1) и углы поворотов ер, О, г|э (подробно они будут 


11 * 
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определены в § 12.1), то в предположении малости этих углов 
можно принять 

СО! « Ф, ©2 ^ ©з *** Ф- (9*2) 

Соответствующие повороты самолета называются креном, танга- 
жом и рысканием. Учитывая (9.2) и пренебрегая членами второго 
порядка малости, преобразуем уравнения (9.1) к виду 

Лф + — Ягф = М и 

ВЪ + нЦ — НІф = М 2 , (9.3) 

С'ф + н \ф — НіЬ = м 3 . 

С помощью этих уравнений проведем качественный анализ кон¬ 
кретных примеров. 



Рис. 9.1. Связанная с самолетом система координат и углы Ф, ф. 


1. У самолета винт вместе с его валом можно считать симме¬ 
тричным ротором (по крайней мере при трехлопастном винте). Ось 

винта лежит в направлении 1^, так что Н\ = Я Ф О, Я| = Н\ = 0. 
Отсюда следует, что взаимосвязанными должны быть движения по 
рысканию и тангажу. При правом вращении винта (если смотреть 

в направлении полета) гироскопический момент М? = —Яф при¬ 
поднимает нос самолета на левом вираже и опускает его на пра¬ 
вом. Соответствующее этому движение по тангажу посредством 

момента М$—НЬ оказывает обратное воздействие на рыскание, 
вызывая его притормаживание. В случае несимметричного двух¬ 
лопастного винта возникающие гироскопические моменты имеют 
периодическую модуляцию, как было отмечено в п. 3.1.3. Если са¬ 
молет имеет две одинаковые винтомоторные группы с противопо¬ 
ложным направлением вращения, то гироскопические эффекты 
внешне не проявляются; однако они вызывают динамические на¬ 
пряжения в элементах конструкции самолета. 
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2. У колесных экипажей, электровозов с поперечным располо¬ 
жением моторов и у колесных пароходов оси вращения колесных 
пар или роторов лежат в направлении 2, перпендикулярном на¬ 
правлению движения, так что Я 2 = Н Ф О, Н\ = НІ = 0, поэтому 
взаимосвязаны друг с другом крен и рыскание. Гироскопический 

момент Мл = Яі]), возникающий при криволинейном движении, 
всегда направлен так, что колеса, расположенные на внешней сто¬ 
роне дуги кривой, нагружаются сильнее. При въезде автомашины 
на виражный участок полотна дороги с приподнятой внешней сто¬ 
роной повороту помогает гироскопический мом-ент Мз =— Н ф, 
обусловленный изменением крена (ф=т^0). При выходе с вираж¬ 
ного участка соответствующий момент действует в противополож¬ 
ную сторону и способствует выводу машины на прямолинейное 
движение. Точно так же объясняется и другой эффект: при наезде 
на препятствие, например, левыми колесами возникающий гиро¬ 
скопический момент Мз = — Н ф стремится повернуть автомобиль 
вправо и сразу вернуть обратно. 

3. У гиробуса ось маховика, аккумулирующего энергию, вер¬ 
тикальна, т. е. лежит в направлении 3, так что Нз—НФ О 

Ні = Н 2 — 0. В этом случае взаимосвязаны движения по крену и 
тангажу. Колебания по углу тангажа на волнистом участке дороги 
вызывают колебания по углу крена. 

Исследуем несколько подробнее действие гироскопических мо¬ 
ментов на примере колесного парохода. Для моментов, стоящих 
в правых частях уравнений (9.3), примем упрощенные, но вполне 
допустимые в рамках первого приближения выражения 

М 1 =--^ф, 

М 2 = — с 2 '& — й 2 Ь, (9.4) 

М 3 = — <і 3 ф. 

Коэффициенты сі и й 2 , отражают вязкое сопротивление воды, 
а коэффициенты с { и с 2 характеризуют метацентрические высоты 
судна по крену и тангажу (углам бортовой и килевой качки). Под¬ 
становка выражений (9.4) в уравнения (9.3) с учетом того, что 

Н 2 = Я, Н\ = Нз = 0, дает систему уравнений 

Дф б/|ф С|ф Яф == 0, 

ВФ + гі 2 Ф + с 2 Ф =0, (9.5) 

Сф + б?зФ + Нф ^ 0- 

Отсюда прежде всего видно, что в рамках принятых упрощений 
килевая качка не зависит от рыскания и бортовой качки. Для взаи¬ 
мосвязанных движений бортовой качки и рыскания имеет место 
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характеристическое уравнение 


или 


АХ 2 + й х % + с { —НХ 

нх сх 2 + а 3 х 



х [х*ас + х 2 ( Аа 3 + са { ) + х(н 2 + ла + °\ с ) + С А] = °- 


(9.6) 


Корень X = 0 соответствует безразличному положению равновесия 
по курсу. Остальные три корня (ввиду того, что все сі > 0) имеют 
отрицательные действительные части, если выполнены условия 

с х > 0 , 

{Асі з Сб?і) {Н 2 -4" (1\й% “Ь с х С) с { <і 3 АС. (9*7) 


Из этих условий следует, что в рассматриваемом случае кинетиче¬ 
ский момент Я оказывает стабилизирующее воздействие. Однако 
даже большим кинетическим моментом нельзя скомпенсировать 
статическую неустойчивость по крену (в случае с\ < 0). 

Влияние кинетического момента можно пояснить следующим 
упрощенным рассуждением. При Я = 0 система (9.5) распадается 
на три независимых уравнения, согласно которым движение по 
крену имеет вид слабо затухающих колебаний с частотой 

И кр ~ С і/ А ’> 

движение по углу курса (рыскание) имеет апериодический харак¬ 
тер с постоянной времени 

Трыс == С/Й 3 . 


При большом Я и малом демпфировании из уравнений (9.6) мо¬ 
жно получить соответствующие приближенные значения 


со 


2 

кр 


# 2 + СіС 

АС 


Т 

рыс 


Н 2 + С\С 
Сі4г 


(9.8) 


откуда следует, что наличие кинетического момента увеличивает и 
частоту бортовой качки, и постоянную времени рыскания. При уве¬ 
личении Я колебания становятся более быстрыми, а апериодиче¬ 
ское движение — более медленным. 


9.2. Гироскоп с гибким валом в кардановом подвесе 

При исследовании собственных частот и критических угловых ско¬ 
ростей гироскопов, работающих в реальных приборах, было обна¬ 
ружено существенное расхождение между теоретическими резуль¬ 
татами и экспериментальными данными. Как оказалось, расхожде¬ 
ние это объясняется в основном тем, что в расчетах пренебрегали 
упругими деформациями вала ротора, влияние которых гораздо 
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существеннее, чем это можно было предполагать. Покажем это на 
примере гироскопа в кардановом подвесе. 

Предположим, что упругая податливость всей системы, состоя¬ 
щей из ротора и внутренней рамки, сосредоточена в вале ротора, 
так что упрощенно можно рассматривать абсолютно жесткий ро¬ 
тор с гибким валом в абсолютно жесткой внутренней рамке. 
В дальнейшем нас будут интересовать повороты ротора относи¬ 
тельно внутренней рамки (рис. 9.2). Поступательные перемещения 



Рис. 9.2. Ротор с гибким валом 


ротора можно не рассматривать, так как при симметричной кон¬ 
струкции ротора они не оказывают влияния на угловые колебания 
системы. Поворот ротора, изображенный на рисунке, может быть 
вызван динамической неуравновешенностью ротора или собствен¬ 
ными колебаниями системы. Чтобы учесть обе эти возможности, 
составим уравнения движения в общем виде и будем искать их 
решение для интересующих нас случаев. 

9.2.1. Уравнения движения неуравновешенного гироскопа с гибким 
валом в кардановом подвесе. Распространим обозначения, приня¬ 
тые в гл. 4, на гироскоп в кардановом подвесе. Пусть повороты 
рамок характеризуются углами а и р, а поворот ротора вокруг 
своей оси относительно рамки — углом у. Чтобы учесть повороты 
ротора вокруг поперечных осей вследствие упругой деформации 
вала, введем углы а п и р л . В недеформированном состоянии вала 
они равны углам аи(3, так что разности а н — а и р л — р служат 
мерой деформации вала. В первом приближении углы а, Р, а л , Р л 
можно считать малыми; тогда уравнения движения рамок гиро¬ 
скопа запишутся в форме 

Л 5 а + + с ( а — а ^) = дѵ 

я'Р + с 2 р + с(р-р*) = о. 

Здесь А 8 = А 1 + Л А — суммарный момент инерции рамок относи¬ 
тельно внешней оси подвеса, с — коэффициент жесткости вала, 
а с\ и С 2 — коэффициенты возможных связей рамок 1 ). 


*) См. примечание на стр 464 — Прим ред. 
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При выводе соответствующих уравнений для ротора будем 
исходить из уравнений Эйлера 

Л*со* — (Л* — С*) со*а>; = М * 

Л*со* + (Л* — С*) со 3 *со* = М* (9.10) 

С* со* = М*. 

Здесь положено А п = В л , так как ротор предполагается симмет¬ 
ричным. При равновесии моментов относительно связанной с ро¬ 
тором оси 3 надо положить М§ = 0, так что со* = со 30 = сопзі. За¬ 
висимость между угловыми скоростями со{*, со* и углами а*, р* 

определяется кинематическими уравнениями (1.51). Чтобы учесть 
динамическую неуравновешенность ротора, выражающуюся в от¬ 
клонении динамической оси симметрии ротора (главная ось 3) 
от конструктивно заданной оси подшипников ротора на малый 
угол в (рис. 9.3), достаточно в уравнениях (1.51) везде подставить 



Рис. 9.3. Динамически неуравновешенный ротор. 

вместо а выражение а н + есозо соз у, а вместо |3 выражение 
Р н + ешзозііѵу. Учитывая, что а, р <С 1, имеем 

ю? яа соз ѵ + Р* 5Іп V + есо 30 , 

=« — а к 8Іп ѵ + соз ѵ» 

®з ~ ^зо ^ V* 


(9.11) 
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Подставляя (9.11) в (9.10) и учитывая, что Н = С н о) 30 , после не¬ 
которых преобразований получаем 

А к — (Л* — С*) ею 2 п зіп у = Щ соз у — М§ зіп у, 

(9Л2) 

Л^ря — На н + (А н — С я ) есо 2 0 соз у = зіп у + М* соз у. 


Моменты, стоящие в правой части, возникают вследствие изгиба 
вала. Если жесткость вала одинакова во всех поперечных направ¬ 
лениях, то 

М ? соз у — М« зіп у = — с (а** — а), 

' ; р ч (9.із) 

М\ зіп у + соз у = — с(р — р). 

В этом случае уравнения (9.12) можно записать в форме 


А п а н + Яр^ + с (а* — а) = ( А я — С н ) есо 2 0 зіп со 30 ^, 
Л*р* — На п + с (р* — р) = — (А я — С*) есо 2 0 соз со 3( /. 


(9 Л 4) 


Равенства (9.14) вместе с (9.9) дают систему уравнений малых 
колебаний динамически неуравновешенного ротора с гибким ва¬ 
лом в кардановом подвесе. Все четыре уравнения системы свя¬ 
заны между собой в силу упругости вала (коэффициент с) и влия¬ 
ния кинетического момента Я. 

Рассмотрим отдельно собственные колебания системы, а за¬ 
тем ее вынужденные колебания, возбуждаемые неуравновешен¬ 
ностью ротора. 


9.2.2. Собственные колебания уравновешенного ротора. При е = 0 

уравнения (9.9) и (9.14) сводятся к однородной линейной си¬ 
стеме с характеристическим уравнением 


А 8 Х 2 + с + с { 0 —с 0 

0 В' / Х 2 + с + с 2 0 —с 

— с 0 А*Х 2 + с НХ 

0 —с — НХ А«Х 2 + с 


(9.15) 


или 

где 


а 8 Я 8 + а 6 Х 6 + п 4 Я 4 + я 2 А 2 + а о = 9, (9.16) 


п 8 = (Л*) 2 Л 5 В У , 

а 6 = Н 2 А 8 В* + Л 5 (Л*) 2 (с + с 2 ) + В 1 (Л*) 2 (с + с х ) + 2 сА 8 А*В І , 
а 4 = Я 2 [Л* (с + с 2 ) + В 1 (с + с г )] + (Л*) 2 (с + с { ) (с + с 2 ) + 

+ А 8 А я с (с + 2 с 2 ) + А я В ] с (с + 2с г ) + А 8 В 1 с 2 , 
а 2 — Н 2 (с + С}) (с + с 2 ) + 2 А я сс { с 2 + с 2 [с 1 (Л* + В 1 ) + с 2 (А я + Л 5 )], 

По —— С 2 С[С 2 , 
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Уравнение (9.16) имеет четыре действительных отрицательных 
корня для К 2 , которые соответствуют четырем значениям частот 
собственных колебаний сог = | А, г * | (/= 1, 2, 3, 4). Таким образом, 
при известных параметрах собственные частоты системы можно 
определить, решая алгебраическое уравнение (9.16). 

Пример такого решения показан на рис. 9.4. Здесь представ¬ 
лены четыре собственные частоты как функции угловой скорости 



Рис. 9.4. Собственные частоты гироскопа в кардановом подвесе как функции угловой ско¬ 
рости собственного вращения (сплошные линии — для гироскопа с гибким валом, штрихо¬ 
вые— с абсолютно жестким). 


вращения ротора о) 3 о для гироскопа с гибким валом, применяе¬ 
мого в обычном гироскопическом компасе. При невращающемся 
роторе ((Озо = 0) имеются две низкие частоты о 1 и со 11 , обуслов¬ 
ленные действием слабых связей с х и с 2 \ высокочастотные колеба¬ 
ния о 111 и со ІѴ возникают за счет поворотов ротора относительно 
рамки, изображенных на рис. 9.2. При невысоких скоростях о) 3 о 
медленные колебания (с частотой о 1 ) можно считать прецессией, 
более быстрые (с частотой со 11 ) — нутацией; частоты со 111 и со 1ѵ 
в этом случае соответствуют упругим колебаниям. Такой порядок, 
однако, не сохраняется с ростом угловой скорости о) 3 д. При боль- 
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ших значениях созо частотой нутации следует считать о Іѵ . При 
больших созо частота о ІѴ растет примерно пропорционально вели¬ 
чине созо, т. е. пропорционально кинетическому моменту, а это 
свойство, как было показано в гл. 5, характерно для частоты ну¬ 
тации. 

Кривые собственных частот гироскопа с абсолютно жестким 
валом даны на рис. 9.4 штриховой линией. Из рисунка видно, что 
для прецессии разница совершенно незначительна (соответствую¬ 
щие кривые практически совпадают), для нутации же видны су¬ 
щественные различия. 

Кривые, изображенные на рис. 9.4, соответствуют ротору с до¬ 
статочно малой жесткостью вала; его рабочие угловые скорости 
выше критических. Однако многие типы технических гироскопов 
работают в докритической зоне. Для них из характеристического 
уравнения нетрудно получить упрощенные формулы, учитываю¬ 
щие с достаточной точностью влияние упругости вала. Рассмот¬ 
рим несколько практических примеров. 

При достаточно большом кинетическом моменте прецессионное 
движение можно найти приближенно, пренебрегая в уравнениях 
движения членами, содержащими угловые ускорения. Из уравне¬ 
ния (9.16) исключатся все моменты инерции и часть коэффициен¬ 
тов обратится в нуль: аз = а& = = 0. Уравнение примет вид 

а 2 Х 2 + ао = 0. Его решение таково: 

л 2_ Ло _ С^СіС 2 

н*(с + с х )(с + с 2 ) • 


Обычно С\ <с, с 2 < с\ тогда выражение для частоты прецессии 
принимает вид 


со 1 


V СіС 2 
»■ > - • 

Н 


(9.17) 


Полученная формула еще раз подтверждает установленное анали¬ 
зом кривых рис. 9.4 обстоятельство: частота прецессии практически 
не зависит от упругости вала. 

Для вычисления других собственных частот при достаточно 
больших значениях созо можно пренебречь величинами Сі и с 2 . 
Тогда окажется, что в уравнениях (9.16) а 0 = 0 и, стало быть, 

имеется кратный корень Я? = 0, соответствующий прецессии. Дру¬ 
гим корням можно дать оценку (по крайней мере, для предель¬ 
ного случая очень больших частот). Для этого достаточно в урав¬ 
нении (9.16) оставить только члены, содержащие множитель Я 2 , 
так что оно сведется к виду 

(А 3 Х 2 + с) {В 7 Х 2 + с) » 0. 

Корни полученного уравнения дают приближенные значения двух 
частот: _ _ 


(9.18) 
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Это собственные частоты упругих колебаний рамок относительно 
неподвижного в пространстве ротора. Частота нутации также 
может быть найдена приближенно. В предельном случае Я—>оо 
это обязательно самая высокая частота, и ее приближенное зна¬ 
чение можно найти, оставив в уравнении (9.16) только члены 
с двумя высшими степенями Я. Отсюда следует 

<9Л9) 


Это известная формула для частоты нутации свободного гиро¬ 
скопа. 

Наряду с приближением, соответствующим большим значе¬ 
ниям кинетического момента, практический интерес представляют 
формулы для случая больших значений жесткости вала (с—*оо). 
Приближенное значение частоты нутации следует искать в пред¬ 
положении, что частоты упругих колебаний со 111 и со ІѴ в этом слу¬ 
чае очень высоки. Тогда ставшую более низкой частоту нутации 
можно определить по приближенной формуле 


со 


II 



_ Н _ 

V (Л* + А 1 + А а ) {А н + В 1 ) + ( Н 2 !с) ( А 1 + В 1 + А а ) 


(9.20) 


При бесконечно большом значении жесткости второе слагаемое 
в подкоренном выражении обращается в нуль и в правой части 
остается известное выражение для частоты нутации симметрич¬ 
ного гироскопа в кардановом подвесе. Теперь видно, что вслед¬ 
ствие упругости вала частота нутационных колебаний умень¬ 
шается и тем сильнее, чем 

1) больше кинетический момент Я, 

2) больше сумма моментов инерции рамок А* 7 -}- Я* 7 + Л А и 

3) меньше жесткость вала с. 

Насколько существенным может оказаться влияние упругости 
вала, показывает следующий пример. На рис. 9.5 приведены экс¬ 
периментальные данные и результаты расчетов нутационных ча¬ 
стот гироскопа, для которого влияние упругости вала вообще 
трудно было ожидать: маховик гироскопа весом 1 кг укреплен на 
коротком стальном валу диаметром 7 мм. Несмотря на малую 
угловую скорость ротора (п <С 3000 об/мин), влияние упругости 
вала обнаруживается совершенно отчетливо. 

Аналогичный результат можно получить для гироскопа с 
уменьшенным числом степеней свободы, например для гиротахо¬ 
метра. Из характеристического уравнения (9.16) и для этого слу¬ 
чая можно найти хорошее приближение. Гироскоп с двумя степе¬ 
нями свободы можно получить, закрепив внутреннюю рамку отно¬ 
сительно внешней (сг->оо). Если, кроме того, опять считать вели¬ 
чину жесткости с достаточно большой и частоты упругих колеба¬ 
ний высокими, то для маятниковых колебаний рамки значение 
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Рис. 9.5. Изменение собственных частот гироскопа в кардановом подвесе из-за упругости 

вала ротора. 



Рис. 9.6. Изменение собственных частот гироскопа с двумя степенями свободы из-за упру¬ 
гости вала ротора. 


собственной частоты можно выразить приближенной формулой 


со 




_ С\ _ 

А^ + А і + Л а + Н 2 /с 


(9.21) 


И в этом случае упругость вала приводит к снижению частоты. 
На рис. 9.6 представлены результаты расчетов и непосредственных 
измерений, выполненных на реальном приборе. 

В некоторых случаях может оказаться необходимым учитывать 
влияние упругости вала и на прецессионное движение, особенно 
в тех случаях, когда гироскоп соединен со значительными инерт¬ 
ными массами. Гиргольцер [65], например, установил, что в гиро¬ 
скопическом компасе с прецессионным периодом 84 мин упру¬ 
гая податливость вала гироскопа увеличивает период примерно 

на 0,4%. 
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9.2.3. Вынужденные колебания неуравновешенного гироскопа в 
кардановом подвесе. Рассмотрим вынужденные колебания гиро¬ 
скопа, считая пока его вал абсолютно жестким (с = оо). Система 
уравнений, состоящая из (9.9) и (9.14), вследствие а н = а и 
Р я = р преобразуется в этом случае к виду 


Ла + Я(3 + с { а = есо 2 0 (А н — С я ) зіп со 3( /, 

БР — На + <? 2 Р = — еа>? 0 (Л я — С я ) соз со 30 ^, 


( 9 . 22 ) 


где введены ооозначения 

А = А* + А / + А А , В = А* + В 7 . 

Система имеет частное решение 

а = В а зіп со 3( /, р = — соз со 3 о^ 

с амплитудами вынужденных колебаний 

80 3 о ІА^ С*) (^^зо “I” Ѵа 30 ^ 2 ) 


Я а = 




(Л0 ЗО — (^0 ЗО — С 2 ) — Я^0 ЗО 

80 зо (л^ — С^)(Л0 зо + Я0 ЗО — С]) 
{Ащ о - с і ) ( 5со 30 - С 2) - *Чо 


(9.23) 


Знаменатель является квадратичным трехчленом относительно со 30 , 
и если учесть, что Я = С я о>зо, то его можно привести к виду 

N = [АВ — (С я ) 2 ] со 30 — (с х В + с 2 А^ со 30 + с х с 2 . 

Его нули дают значения критических частот 


2 _ С\В -}“ С 2 А 

30 ~ 2 [АВ — (С*) 2 ] 


1 ± 


4с х с 2 \АВ-{С*) 2 \ 
{с\В + с 2 А) 2 


(9.24) 


Нетрудно проверить, что подкоренное выражение всегда положи¬ 
тельно, если соблюдаются условия статической устойчивости 
(сі > 0, с 2 > 0). Возможны три различных случая: 

1) У АВ > С я —система «вытянутая» 1 ): существуют два дей¬ 

ствительных значения созо, обращающих зна- 
_ менатель в нуль; 

2) У АВ =С Я —граничный случай: одно из действительных 

значений созо обращается в бесконечность; 

3) |/Ж < С* — система «сплюснутая»: существует только 

одно действительное значение созо, обращаю¬ 
щее знаменатель в нуль. 


*) Термины «вытянутая» и «сплюснутая» применены здесь по аналогии с п. 1.3 6, где 
вытянутым гироскопом назван гироскоп, у которого А = В> С и, следовательно, эллипсоид 

инерции вытянут (вдоль оси 3). — Прим, ред 
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Вид резонансных кривых для этих трех случаев представлен 
на рис. 9.7. Физический смысл достаточно прост: первый резонанс 
соответствует совпадению частоты собственного вращения о) 30 с 
частотой прецессии гироскопа; второй резонанс появляется на ча¬ 
стоте нутационных колебаний. 



Рис. 9.7. Резонансные кривые неурав¬ 
новешенного тяжелого гироскопа 
в кардановом подвесе с абсолютно 
жестким валом: 

1) «вытянутая» сисіема (VАВ > С%); 

2) граничный случай {VАВ = С^)\ 

3) «сплюснутая» система (VАВ < С^). 


Рис. 9.8. К объяснению резонансных частот 
неуравновешенного гироскопа с абсолютно 
жестким валом; те же три случая, что и на 

рис. 9.7. 


Тот факт, что второй резонанс существует только для вытяну¬ 
тых систем, лучше всего поясняется графиком зависимости резо¬ 
нансных частот от созо (рис. 9.8). Кривая нутационной частоты 
имеет вид ветви гиперболы и асимптотически приближается к пря¬ 
мой, проходящей через начало координат. Угол наклона асимп¬ 
тоты для вытянутых систем меньше 45°, для сплюснутых больше 
45°. Пересечение с прямой с наклоном 45°, которую можно рас¬ 
сматривать как кривую частоты возмущения, возможно лишь в 
случае вытянутой системы (случай 1). В граничном случае 2 
точка пересечения уходит в бесконечность, поэтому на рис. 9.7 
заметен возрастающий подъем резонансной кривой при увеличе¬ 
нии угловой скорости. Этот случай безусловно недопустим для 
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гироскопических приборов, так как соответствует длительному ре¬ 
зонансу: частота возмущения очень близка к собственной частоте 
в большом интервале угловых скоростей гироскопа. 

В любом случае прямая с наклоном 45° пересекает кривую ча¬ 
стот прецессии. Однако соответствующая резонансная частота на¬ 
столько низка, что никакой опасности этот резонанс не представ¬ 
ляет, тем более что при разгоне гироскопа область резонанса про¬ 
ходится очень быстро. 

Осталось рассмотреть, как изменятся соотношения при упру¬ 
гом вале ротора. С помощью подстановки 

а = К а зіп со/, = Я# зіп со/, 

|3 = соз со/, |3^ = соз со/ (9.25) 

нетрудно найти частное решение системы (9.9) и (9.14). Ампли- 
туды Я в , Яр, Я* могут быть определены известным спосо¬ 
бом, но здесь нет необходимости приводить их явные выражения. 



Рис. 9.9. К объяснению резонансных частот гироскопа в кардановом подвесе с упругим 

валом (ротор «сплюснутый»). 


Чтобы получить представление о возможных резонансных обла¬ 
стях, достаточно исследовать точки обращения в нуль знамена¬ 
теля, общего для всех четырех функций. Примерная зависимость 
положения нулевых точек знаменателя от созо представлена на 
рис. 9.9. Изображенные здесь кривые соответствуют кривым 
рис. 9.4. 
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Точки пересечения кривых с прямой с наклоном 45° (с кривой 
частоты возмущения) определяют места резонансов. В любом 
случае существуют минимум три такие точки — это пересечения 
с кривыми со 1 , со ТІ И 0 ) ІП . При вытянутом роторе (С я /Л я < 1) су¬ 
ществует четвертая точка — пересечение с кривой со ІѴ в области 
очень больших значений о>зо- Кривая со ІѴ асимптотически прибли¬ 
жается к прямой, проходящей через начало координат с наклоном 
і§Ф = С я /А п . При сплюснутом роторе ф > 45°, поэтому точки пе¬ 
ресечения и соответствующего резонанса нет. На этом основании 
можно сделать вывод, что для гироскопов с угловой скоростью 
выше критической предпочтительнее соотношение С я > А п . 

Место пересечения прямой с наклоном 45° и кривой со 111 за¬ 
висит от упругости вала гироскопа. При работе в закритической 
области этот резонанс надо проходить как можно быстрее, при 
рабочих же скоростях ниже критической он вообще не достигается. 
Пересечение с кривой со т опасности не представляет, потому что 
соответствует очень малой угловой скорости. В основном оно за¬ 
висит от связей С\ и с 2 . Для технических приложений существен¬ 
ное значение имеет точка пересечения с кривой со 11 . Положение 
этой точки пересечения зависит прежде всего от соотношений 
между моментами инерции. При абсолютно жестком вале кривая 
со 11 имела бы асимптоту, проходящую через начало координат 
с тангенсом угла наклона 

+ г _ с* ___ 

Ѵ~Кв Ѵ{А Я + А 1 + Л А ) {А* + В 1 ) 

Эта величина меньше 1 для вытянутой системы и больше 1 для 
сплюснутой. Подобную взаимосвязь можно усмотреть и на 
рис. 9.10. Здесь изображены кривые со 11 для тех же случаев, для 
которых при абсолютно жестком вале были получены кривые 
рис. 9.8. Для вытянутой системы (случай 1) точка пересечения 
лежит низко и соответствующий резонанс не опасен. Для сплюс¬ 
нутой же системы (случай 3) или в граничном случае 2 резо¬ 
нансная точка может оказаться близкой к рабочим скоростям и 
вызвать сильные возмущения. 

В области средних значений о) 3 о кривая со 11 близка к прямой, 
а при высоких скоростях под влиянием упругости вала она от¬ 
клоняется вниз. Отсюда нетрудно увидеть, что у вытянутых си¬ 
стем резонанс смещен в сторону низких частот. Положение этого 
резонанса особенно важно, потому что при разгоне гироскопа он 
обычно проходится очень медленно. Пересечение кривой со 11 и 
прямой с наклоном 45° происходит под малым углом, так что 
частота возмущений остается близкой к собственной частоте си¬ 
стемы в широком интервале скоростей. 

Из приведенных рассуждений можно заключить, что моменты 
инерции гироскопа и рамок карданова подвеса целесообразно 
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выбирать так, чтобы выполнялось условие 

А« < С* < Ѵ~АВ = У (А* + А 1 + А А ) (Л« + В 1 ). (9.26) 

Это означает, что ротор должен быть сплюснутым, а система в 
целом — вытянутой. 

Амплитуды Н а и /?р [см. (9.23) и (9.25)] содержат множитель 
(А н —С /? )бсо^ 0 . Может показаться, что наиболее выгоден ротор со 

сферическим эллипсоидом инерции (А Я =С Я ), для которого этот 



Рис. 9.10. Резонанс с нутационными колебаниями у гироскопа с упругим валом; те же три 

случая, что и на рис. 9.7. 


множитель обращается в нуль. Однако такой вывод был бы оши¬ 
бочным, так как важна величина произведения (А я —С я )е. 
В случае А н = С я малейшее изменение в распределении масс 
приводит к большим значениям е. Можно показать [66], что про¬ 
изведение (А я — С я )е при заданной величине возмущений прак¬ 
тически не зависит от формы эллипсоида инерции, так что ни¬ 
какими преимуществами шаровой гироскоп не обладает. 

9.3. Влияние гироскопических эффектов 
на изгиб ные колебания 

В § 9.2 мы исследовали влияние угловых колебаний ротора с упру¬ 
гим валом на собственные частоты гироскопа в кардановом под¬ 
весе, причем поступательные перемещения ротора не были приняты 
во внимание. Существует, однако, много случаев, когда поступатель¬ 
ные колебания ротора на упругом валу существенно меняются под 
действием гироскопических эффектов. Три такие задачи мы здесь 
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вкратце рассмотрим, а за более детальным анализом отсылаем чи¬ 
тателя к специальным работам (см., например, Бицено и Грам- 
мель [67] или Тондл [68]). 

9.3.1. Колебания вращающегося диска. Пусть ротор, имеющий 
форму диска, закреплен на свободном конце упругого вала 
(рис. 9.11); второй конец вала фиксируется подшипником. Будем 
считать диск абсолютно жестким, вал нескручивающимся и ра¬ 
бочую угловую скорость со постоянной. Положим также, что масса 
вала пренебрежимо мала по сравнению с массой диска, демп¬ 
фирующие силы отсутствуют и сила тяжести не оказывает влия¬ 
ния на движение (последнее справедливо при малых отклонениях 
вала от вертикали). 


3 



Рис. 9.11. Диск на свободном конце Рис. 9.12. К описанию деформиро- 

упругого вала. ванного вала. 

В недеформированном состоянии вал принимает направление 
вертикальной оси 3 (рис. 9.12) и его конец, совпадающий с цент¬ 
ром диска, находится в точке Р. При деформации конец вала 
отклоняется в некоторую точку М. Ее координаты обозначим Х\ 
и х 2 . Направление касательной к оси вала в точке М характери¬ 
зуется углами аир. Все четыре координаты могут считаться 
малыми. Если в точке М к валу приложены силы Р\, Р 2 и мо¬ 
менты М\, М 2і то, согласно теории балки, справедливы соотно¬ 
шения 

Х\ ==: ар і “Е сА4 2 > 
х 2 = аР 2 — сМ и 
(х — — сР 2 —}- 
Р === сР ^ -}- ЬМ 2« 


(9.27) 
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Коэффициенты а, 6, с зависят от длины балки Ь, модуля упру¬ 
гости Е и момента инерции поперечного сечения /. Для конструк- 


ции, изображенной на 

рис. 9.11, 

имеем 



а = ■ 

13 А 

Ш ’ °~ 

и 

Гч г. 

I 2 

С 2 ЕІ • 

(9.28) 

Из (9.27) находим 

Ьх і — ср 
аЬ — с 2 ’ 

II 

см 

Ьх 2 + са 
аЬ — с 2 ’ 



аа + сх 2 
аЬ — с 2 9 

II 

см 

5 

аР — сх і 
аЬ — с 2 * 



Согласно закону импульса и закону кинетического момента, при 
а, р <С 1 (см. вычисления для гироскопа в кардановом подвесе в 
п. 9.2.1) имеем 

тх х = — Р х =-^(с$ — Ьх 1 ), 


где 


тх 2 = — Р 2 = — Ьх 2 ), 

(9.29) 

Л а + Ссор = — М 1 =-д^(— сх 2 — аа ), 

Лр — Ссоа = — М 2 = {сх\ — ар), 

N — аЪ — с 2 . 


Эта система четырех взаимосвязанных уравнений с введением ком¬ 
плекснозначных переменных 

Хі + іх 2 = ^, р — іа — ц (9.30) 


упрощается и принимает вид 

Л/т§ + — сг\ = 0, 

N Ау\ — ШС(йт\ + ац — с% = 0. 

Характеристическое уравнение 

ЫтХ 2 + 6 — с 

— с ЛМЛ 2 — ШМ + а 


(9.31) 


(9.32) 


при % = іѵ переходит в алгебраическое уравнение с действитель¬ 
ными коэффициентами 

ѵ 4 тЛ ( аЬ — с 2 )— ѵ 3 тСсо ( аЬ — с 2 )— ѵ 2 (ат + ЪА) + ѵбСсо +1=0. (9.33) 


Если бы вместо ротора на конце вала была укреплена точечная 
масса, то в силу Л = С = 0 частота изгибных колебаний определя¬ 
лась бы формулой 


ат 


тЬ ъ 


(9.34) 
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В безразмерных переменных 

х = ѵ/ѵ 0 и сг = со/ѵ 0 (9.35) 

с учетом (9.28) характеристическое уравнение (9.33) принимает 
вид 

%3(У ~4тГ 2 %2 + іШ 2 ) Ха ~іпІХ + 1 = °- (9.36) 

Это уравнение имеет четыре действительных корня. Их зависимость 
от величины относительной угловой скорости а представлена на 
рис. 9.13. При а— ►оо кривые 2, 3, 4 асимптотически приближаются 


X- І'/С'о 



Рис. 9.13. Зависимость собственных частот от относительной угловой скорости. 


к горизонтальным прямым т = +2, 0, —2. Это видно непосредст¬ 
венно из уравнения (9.36). Каждому корню т = ѵ/ѵо соответствует 
решение вида 

5 + іх 2 = Фе ш = Ф (соз ѵі + I зіп ѵі). (9.37) 

Из самой формы решения следует, что положительным частотам 
Ѵі и Ѵ 2 соответствует движение, при котором точка М обегает окру¬ 
жность в направлении собственного вращения вала. При отрица¬ 
тельных частотах ѵз и Ѵ 4 движение точки М по окружности проис¬ 
ходит в сторону, противоположную вращению со. Собственные 
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колебания могут возникнуть после действия соответствующего 
внешнего возмущения, например после удара, и будут наклады¬ 
ваться на другие, уже имевшиеся движения диска. При возмуще¬ 
ниях, действующих в такт собственным колебаниям, возможны 
резонансные явления, однако влияние демпфирования и нелиней¬ 
ностей ограничивает рост амплитуды колебаний. 

Поскольку вращающийся диск никогда не является идеально 
уравновешенным, всегда имеется возмущение с частотой со, причем 
вектор возмущения вращается в том же направлении, что и диск. 
При совпадении угловой скорости со с одной из собственных частот 
ѵ возникает резонанс. Резонансные частоты могут быть найдены 
как абсциссы точек пересечения кривых собственных частот с пря¬ 
мой т = а, т. е. ѵ = со (рис. 9.13). Таким образом получают кри¬ 
тическую скорость о )2 = ѵосгг, значение которой легко находится из 
уравнений (9.36). 

Иногда критическими считают также скорости соі = ѵооч и 
соз = ѵоаз (рис. 9.13), соответствующие точкам пересечения частот¬ 
ных кривых с прямой т = — а, т. е. ѵ = —со. Однако собственные 
колебания с частотами соі и соз не могут быть вызваны неуравнове¬ 
шенностью ротора и поэтому на практике почти не наблюдаются. 

Собственные колебания, совпадающие по направлению с вра¬ 
щением ротора при частоте С 02 и противоположные ему при частотах 
сод и соз, схематично изображены на рис. 9.14. Траектория точки М 




Рис. 9.14. Движение диска, по направлению совпадающее с собственным вращением (слева) 

и противоположное ему (справа). 


в плоскости 1-2 нанесена штриховой линией, сам ротор изображен 
в виде затененного круга. Если направления вращений совпадают 
(ѵ == сог), то диск ротора перемещается так, что в неподвижной 
точке Р находится все время одна и та же точка диска. Наблюда¬ 
телю, вращающемуся вместе с диском, положение диска и дефор¬ 
мация его вала кажутся неизменными. Встречное движение при 
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скоростях соі и соз кинематически может быть представлено каче¬ 
нием некоторой окружности РК , связанной с ротором, по внутрен¬ 
ней стороне неподвижной окружности $/( вдвое большего радиуса. 
Центр диска М перемещается по окружности с угловой скоростью 
ѵ = —со навстречу вращению самого диска. При таком движении 
направление деформации относительно материала вала непрерывно 
меняется и неизбежное внутреннее трение приводит к затуханию 
колебаний. При критических скоростях, соответствующих совпа¬ 
дающим направлениям вращений, такое демпфирование не проис¬ 
ходит. 

Формы колебаний при критических скоростях изображены на 
рис. 9.15. 



Рис. 9.15. Формы колебаний при критических угловых скоростях © 1? ©п, © 3 . 


9.3.2. Критические скорости вращения роторов с большим числом 
степеней свободы. Метод, использованный в п. 9.3.1 для исследо¬ 
вания ротора с упругим валом, можно применить и для анализа 
систем с большим числом степеней свободы. Однако многообразие 
возможных форм собственных колебаний и источников возмуще¬ 
ний затрудняет формулировку каких-либо общих положений, отно¬ 
сящихся к таким системам. 

Большинство практических задач решается численными мето¬ 
дами. С помощью электронных вычислительных машин решение 
систем даже с большим числом степеней свободы не вызывает за¬ 
труднений. В связи с этим целесообразно саму формулировку за¬ 
дачи привести к виду, удобному для решения на электронных ма¬ 
шинах. В этом отношении очень удобна матричная форма записи 
уравнений (гл. 5). Во всех рассмотренных случаях уравнения дви¬ 
жения в матричной форме записываются так: 


^ау^а 



ау^а 



( 9 . 38 ) 




Рис. 9.17. Формы собственных колебаний для ротора, изображенного на рис. 9.16. 



Рис. 9.18. Экспериментальные резонансные кривые для ротора, изображенного на рис. 9,16, 
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Например, для рассмотренного в п. 9.2.1 гироскопа в кардановом 
подвесе с учетом упругости вала и неуравновешенности ротора 
уравнения (9.9) и (9.14) соответствуют уравнению (9.38) при х а = 
— [а, р, а л , р л ] с матрицами 


~ А 5 

0 

0 

0 - 


~0 

0 

0 

0 ' 

0 

в 1 

0 

0 

» &ау 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

л* 

0 
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0 

0 
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0 

0 

0 

А* 
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0 

— я 

0 



с а + с 

0 

— с 

0 " 

* 


0 


0 

— С 

с 3 + с 

0 

0 

с 

— с 

0 

Е = 

1 ■‘“''У 

(Л«- 

0 

— С*) 6(0дд 5ІП Юэд/ 


0 

— С 

0 

с 


_(Л«- 

- С к ) есо|) соз со 30 / 


Матрица Ь аУ как чисто гироскопическая антисимметрична, матри¬ 
цы же а ау и с аУ симметричны. 

Несколько более сложная система изображена на рис. 9.16. Она 
может рассматриваться в качестве модели гироскопа с гибким 
валом при упругом креплении подшипников, массой которых 
нельзя пренебречь. Если число оборотов ротора известно, то при 
плоском движении подшипников и центра масс ротора система 
имеет восемь степеней свободы. Используя матрицу-столбец (за¬ 
пишем ее в виде строки) 


%а [*^ 1 > *^ 2 > ^ 3 » *^ 4 > ^ 5 * *^ 6 > *^ 7 > 


(9.39) 


уравнения движения системы можно привести к виду (9.38) с мат¬ 
рицами а ау , Ь аУ и с а у размера 8X8. По ним могут быть найдены 
собственные частоты, формы собственных колебаний, а также (при 
заданных возмущениях) и частотные характеристики. Формы соб¬ 
ственных колебаний системы, изображенной на рис. 9.16, представ¬ 
лены на рис. 9.17. Рис. 9.18 воспроизводит резонансную кривую си¬ 
стемы, полученную экспериментально и вычерченную самописцем. 
Возмущение создавалось неуравновешенностью ротора. 

Подобным образом можно исследовать любые часто встречаю¬ 
щиеся на практике конструкции с несколькими дисками или рото¬ 
рами, насаженными на общий вал. Этот вопрос подробно рассмот¬ 
рен в литературе, и мы не будем на нем останавливаться. 


9.3.3. Влияние асимметрии ротора и вала. Если система асиммет¬ 
рична, то наряду с описанными выше явлениями имеют место и 
другие эффекты. Они могут относиться как к самому ротору, так 
и к валу или к подшипникам. Если, например, жесткость вала 
различна в разных направлениях, как у вала со шлицем или 
с сечением прямоугольной формы, то существуют два взаимно 
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перпендикулярных направления главных осей упругости 1 ). По¬ 
скольку эти главные оси вращаются вместе с валом, его упругие 
свойства относительно неподвижных осей меняются с угловой ча¬ 
стотой, равной удвоенной скорости вращения. В соответствующих 
уравнениях, например в уравнениях (9.29), для свободно вращаю¬ 
щегося диска коэффициенты а, Ь , с становятся функциями вре¬ 
мени, что служит источником параметрического возбуждения и 
приводит к появлению дополнительных резонансных областей 
(см., например, Тондл [68]). 

Для роторов, у которых все три главных момента инерции раз¬ 
личны (например, для двухлопастного пропеллера), вследствие 
асимметрии масс появляются дополнительные области критических 
скоростей. Нетрудно установить, что при очень высоких скоростях 
гироскопические силы должны доминировать над упругими силами, 
и поэтому вращение ротора вокруг средней главной оси инерции 
должно быть неустойчивым. Если доминируют упругие силы, то 
свойства системы приближаются к свойствам вращающегося упру¬ 
гого вала, нагруженного сосредоточенной массой (без гироскопи¬ 
ческих эффектов). Промежуточные переходы от областей неустой¬ 
чивости, обусловленных упругими свойствами, к областям неустой¬ 
чивости, связанным с действием гироскопических эффектов при вы¬ 
соких скоростях вращения, подробно исследованы Кренделлом и 
Брозенсом [69]. Не вдаваясь в подробности, отметим лишь то об¬ 
стоятельство, что особое значение имеет взаимная ориентация глав¬ 
ных осей инерции и главных осей упругости. При заданной асим¬ 
метрии масс и заданных жесткостях вала области неустойчивости 
минимальны, если ось большего главного момента инерции в пло¬ 
скости, перпендикулярной оси вращения, совпадает с осью наимень¬ 
шей жесткости. Это соответствует такой ориентации осей, при кото¬ 
рой собственные частоты колебаний невращающегося ротора 
(о) = 0) наиболее удалены одна от другой. 


*) Под главными осями упругости в данном случае подразумеваются оси, для которых 
жесткость вала на изгиб принимает экстремальные значения. — Прим . ред. 



Глава 10 


Элементы инженерной теории гироскопов 


Рассмотренные в гл. 5 возможности общей теории гироскопических 
систем представляют особую ценность и полезны при расчетах ги¬ 
роскопических приборов, используемых в технике. Однако во мно¬ 
гих случаях путь расчета, ведущий через точные уравнения движе¬ 
ния, слишком труден и утомителен. Кроме того, реальные системы 
по большей части настолько сложны, что интегрирование общих 
уравнений движения возможно лишь для конкретных численных 
значений параметров. Поэтому в гл. 5 были намечены два пути, 
позволяющие при определенных ограничениях прийти к прибли¬ 
женным уравнениям: в § 5.2 были выведены и исследованы уравне¬ 
ния для расчета малых колебаний , а в § 5.3 было принято, что 
гироскопы являются быстровращающимися. Представляется, од¬ 
нако, желательным дополнить полученные выше в весьма общем 
виде результаты следующим образом: 

1) должен быть указан путь, непосредственно приводящий к не¬ 
обходимым приближенным уравнениям; 

2} приближенные уравнения должны быть распространены на 
весьма важный случай подвижных систем отсчета; 

3) должна быть найдена такая форма уравнений гироскопа, 
которая облегчала бы согласование ее с обычными методами тео¬ 
рии регулирования. Для этой цели удобны структурные схемы, 
передаточные функции и передаточные матрицы. 


10.1. Упрощенные уравнения движения гироскошіческих систем 

На примере гироскопического маятника в кардановом подвесе 
покажем вывод уравнений движения, основанный непосредственно 
на теореме о кинетическом моменте. Такой путь имеет особое зна¬ 
чение и для получения приближенных уравнений, играющих важ¬ 
ную роль в технике. 

Пусть дан гироскопический маятник в кардановом подвесе со¬ 
гласно рис. ЮЛ, и пусть ось его внешней рамки составляет угол б 
с вертикалью. Пусть направление оси ротора определяется карда- 
нрвыми углами а и р, причем при а = 0 ось внутренней рамки 
(ось 2) горизонтальна. При р = 0 плоскости обеих рамок взаимно 
перпендикулярны. Так же как и выше при анализе гироскопа в 
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кардановом подвесе (гл. 4), примем, что все три оси координат 
одновременно являются главными осями отдельных тел, образую¬ 
щих систему: внешней рамки, внутренней рамки и ротора (мы 
предполагаем, что ротор симметричен). 



Рис. 10.1. Гироскопический маятник в кардановом подвесе с наклонной осью внешней 
рамки и связанная с внешней рамкой система отсчета 1, 2, 3. 


Согласно теореме о кинетическом моменте, составим уравнения 
движения в системе координат 1, 2, 3, связанной с внешней рамкой. 
Так как она вращается относительно инерциальной системы коор¬ 
динат с угловой скоростью а, мы получим 

■^§ і - + ч 1]к а і н к = м і , (юл) 

где 

й* = (а, 0, 0). 

Кинетический момент Ні складывается из трех составляющих со¬ 
ответственно трем отдельным телам системы: 

я, = я? + я{ + я?. 


Используя обозначения (4.31) и (4.32), после приведения состав¬ 
ляющих кинетического момента к осям, связанным с внешней 
рамкой, получаем 
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( 10 . 2 ) 
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Прежде чем подставить это выражение в (10.1), рассмотрим урав¬ 
нение моментов относительно оси 3'. Если суммарный момент внеш¬ 
них по отношению к ротору сил относительно этой оси равен нулю, 
то вследствие Мз = 0 и А н = В п (см. также (4.35)) имеем 

С^соз = С* (у + а зіп Р) = С^соо = #з = Н = сопзі;. (10.3) 

Таким образом, здесь, как и далее, мы обозначаем через Н вели¬ 
чину не общего кинетического момента, а его составляющей (все¬ 
гда преобладающей) — собственного кинетического момента ротора 
(относительно его оси симметрии). Подставляя (10.2) в (10.1) и 
принимая во внимание (10.3), мы получаем следующие уравнения: 

[А соз 2 р + {А А + С 1 ) зіп 2 р] а — (Л* + А } — С 1 ) зіп 2р сф + 

+ Ясозрр = Л1 1 , (10.4) 


Вр + (А* + А 1 — С 1 ) зіп р соз р а 2 — Н соз р а = М 2 , 
где 

А = А А + А 1 + А* и В = В 1 + Л* 


Левые части этих уравнений совпадают с полученными выше при 
помощи метода Лагранжа уравнениями (4.61). 

Как видно из рис. 10.1, моменты М\ и М 2 возникают у гироско¬ 
пического маятника вследствие того, что центр тяжести 5 не совпа¬ 
дает с точкой опоры О (точка пересечения осей рамок). Если точка 
5 расположена на оси 3' на расстоянии 5 от точки О, то момент 
силы тяжести равен 


М і —” 


где 
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Координаты вектора момента таковы: 

М х = Оз зіп б соз р зіп а, 


М 2 = — Оз (соз б соз р — зіп б зіп Р соз а). 


(10.5) 

( 10 . 6 ) 


(10.7) 


Подставив полученные выражения в (10.4), получим точные урав¬ 
нения движения гироскопического маятника в кардановом подвесе 
с учетом наклона оси внешней рамки. Легко видеть, что частными 
решениями этих уравнений будут следующие положения равно¬ 
весия: 


1) 5Іпа 0 = 0, соз(6 + Ро) = 0> 
т. е. с&о = 0 , ± я, ..., 

Ро — ± я/2 — б, ± Зя/2 — б, . ..; 

2) соз а 0 = 0, соз р 0 = 0, 

т. е. а 0 = ± я/2, ± Зя/2, ..., 

Ро = ± я/2, ± Зя/2, .... 


( 10 . 8 ) 
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Первое решение соответствует вертикальной оси ротора, причем 
центр тяжести может находиться как выше, так и ниже неподвиж¬ 
ной точки карданова подвеса. Второе решение указывает на то, что 
обе рамки лежат в одной вертикальной плоскости ( складывание 
рамок ). 

Полученные уравнения движения можно шаг за шагом упро¬ 
стить. Рассмотрим сначала возмущенное движение относительно 
первого положения равновесия (10.8). Мы можем положить 

Р = Ро х = я/2 — 6 х (10.9) 


и, кроме того, считать а и х малыми величинами. Полагая малыми 
первого порядка также и производные от а и х у как это обычно 
принято в теории малых колебаний, и пренебрегая величинами вто¬ 
рого и высших порядков малости в (10.4) и (10.7), мы приходим 
к следующим линейным уравнениям: 


[А соз 2 Ро + (А А + С 7 ) зіп 2 р 0 ] а + Я соз р 0 х — Оз соз 2 р 0 а = 0, 

Вх — Я соз р 0 а — Озх = 0. 


( 10 . 10 ) 


В частном случае горизонтальной оси внешней рамки (б = я/2, 
р 0 = 0, # = Р), представляющем особый технический интерес, от¬ 
сюда следует 


Ла + Яр — Оза = 0, 
Бр — Я а — 0$р = 0. 


( 10 . 11 ) 


Прежде чем перейти к дальнейшему изложению специально для 
случая быстровращающегося гироскопа (большого значения кине¬ 
тического момента Я), покажем, что уравнения (10.11) могут быть 
выведены значительно проще непосредственно из теоремы о кине¬ 
тическом моменте в неподвижной системе координат, ось 3 которой 
вертикальна (рис. 10.2). Для малых аир получаем 



Аа 

+ 

_ і 


' Оза ’ 


вр 

— На 

, м,= 

6з$ 



Н 


. 0 . 


Подставив (10.12) в 


ані 

йі 



іі 


( 10 . 12 ) 

(10.13) 


сразу получим уравнения (10.11). Соответственно могут быть вы¬ 
ведены и уравнения (10.10), но при этом потребуется провести не¬ 
которые дополнительные выкладки. 

Для вывода приближенных уравнений в случае быстровращаю¬ 
щегося гироскопа можно воспользоваться методикой, изложенной 
в п. 5.3.1. Однако в частных случаях, подобных рассматриваемому 
гироскопическому маятнику, к необходимым упрощениям можно 
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прийти более простым путем. Покажем это на примере системы 
уравнений (10.11). Ее характеристическое уравнение 


ИЛИ 


АХ 2 — 08 НХ 
— НХ ВХ 2 — Оз ==0 ’ 

лт 4 + [я 2 — о® (А + в)] х 2 + оѵ = о, 


имеет корни 

— Яі=((оТ|_ Я 2 -С«(Л+В)Г. . Л Г\ 4 АВ0 2 з 2 

— Л 2 2 = (0 Р ) 2 1~ 2АВ I V [Н* - Оз (А + В)]* 


(10.14) 

(10.15) 


На рис. 10.3 представлены графики собственных частот и со р 
в зависимости от кинетического момента Н. Эти кривые можно 



Рис. 10.2. К приближенной формуле для Рис. 10.3. Зависимость собственных ча- 

составляющих вектора кинетического мо- стот ©^ и ©^ от кинетического момента Н. 

мента Л;. 


рассматривать как частные случаи исследованных выше кривых, 
показанных на рис. 3.22. При Н = 0 мы получаем для частот коле¬ 
баний выражения 


(і>»=У— Оз/В, <й$= V — Оз/ А, (10.16) 


которые являются действительными числами только в случае маят¬ 
ника с нижним расположением центра тяжести ($ < 0). Для боль¬ 
шого Н частоты будут 


Н 

]Гав ’ 



08 


(0^ « 


и 


(10.17) 
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независимо от знака 5. Эти формулы дают хорошее приближение 
для частот нутации и прецессии при достаточно большом кинетиче¬ 
ском моменте Я. На рис. 10.3 им соответствуют сплошные кривые, 
проведенные тонкой линией (прямая и гипербола). 

К приближенным значениям (10.17) можно прийти двояким 
путем: либо разложив характеристическое уравнение (10.14) на 
множители, либо упростив исходные уравнения (10.11). Если мо¬ 
мент Я очень велик, то в уравнении (10.14) доминирует второе сла¬ 
гаемое. Тогда, поскольку Я 2 >> Оз (А + Я), уравнение можно раз¬ 
ложить на множители: 


АВ Я 2 + 


Я 2 

лв 


я 2 + 


С 2 5 2 

Я 2 


0 . 


Корнями этого уравнения являются приближенные значения 
(10.17). Последние показывают, что при большом кинетическом 
моменте нутация не зависит от момента силы тяжести, а прецес¬ 
сия — от моментов инерции. Поэтому соответствующими состав¬ 
ляющими можно пренебречь непосредственно в исходных уравне¬ 
ниях (10.11). Тогда нутационное движение может быть прибли¬ 
женно определено из системы уравнений 


Ад, -}- Яр ^ 0, 
ЯР —Ясс » 0, 


(10.18) 


а прецессионное — из системы 

Яр — Оза ~ 0, 
— Ясс — 0$р~ 0. 


(10.19) 


Этому результату можно дать физическую интерпретацию: при 
нутационном движении быстровращающегося гироскопа уравнове¬ 
шиваются гироскопический и инерционный моменты, а при прецес¬ 
сионном движении определяющим является равновесие гироскопи¬ 
ческого момента и момента внешних сил. Этот результат можно 
положить в основу весьма общих приближенных расчетов гиро¬ 
скопических систем. Так, например, прецессионное движение, опи¬ 
сываемое системой (10.4), можно найти из приближенных урав¬ 
нений 


Ясозрр ^ М І9 
— Я соз р сс « М 2 . 


( 10 . 20 ) 


Уравнения такого рода называют техническими уравнениями гиро - 
скопа. Иначе они называются также уравнениями прецессионной 
теории. Те же уравнения можно получить с помощью описанного 
в п. 5.3.1 общего метода приближений для случая быстровращаю¬ 
щегося гироскопа. 

Обращение к техническим уравнениям гцооскопов равносильно 
пренебрежению нутационным движением. Для очень многих слу- 
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чаев применения гироскопов это вполне допустимо. Следует, од¬ 
нако, напомнить, что при этом наряду с нутационными колебания¬ 
ми мы пренебрегаем и вызываемыми ими вторичными явлениями, 
например кинетическими уходами, исследованными в § 4.4. Их не¬ 
возможно определить из приближенных уравнений. Если требуется 
описать эти эффекты, то можно применить прием, которым мы 
пользовались в § 4.4. При этом малыми считаются только углы 
отклонения, но не их производные по времени. Полученные таким 
образом приближенные уравнения еще содержат нелинейные чле¬ 
ны. Они образуют своего рода промежуточную ступень между точ¬ 
ными исходными уравнениями и уравнениями движения, линеари¬ 
зованными методом малых колебаний. 

Вывод приближенных уравнений теории гироскопов способом, 
продемонстрированным на выбранном выше примере, имеет смысл 
только при выполнении следующих условий: 

1) ротор симметричен (А к = В к ) и вращается вокруг своей 
оси симметрии с постоянной угловой скоростью; 

2) нутационные колебания отсутствуют или весьма малы, т. е. 
кинетическая ось и ось симметрии ротора практически совпадают; 

3) кинетический момент Н = С Я соз велик. 

В связи с рассуждениями, проведенными нами на базе простого, 
но типичного примера, следует указать на исследования более об¬ 
щего характера, с которыми мы познакомились в § 5.2 и 5.3. Разо¬ 
бранный там пример гироскопа в трехрамном подвесе (п. 5.3.3) 
также показывает значение полученных здесь результатов. 


10.2. Движение гироскопа относительно вращающейся 

системы координат 


Описанный метод вывода приближенных уравнений остается в силе 
и в том случае, когда система отсчета вращается. При этом пред¬ 
полагается, что ось ротора лишь немного отклоняется от некото¬ 
рого направления, неизменного в выбранной системе координат. 
Это направление обычно совпадает с положением равновесия. Для 
большого числа гироскопических приборов, например для различ¬ 
ного рода поворотных гироскопов (гл. 15), названная предпосылка 
оправдывается. Если &і = (& ь Й 2 , ^з)— вектор угловой скорости 
системы отсчета, то вектор кинетического момента Я* вместо преж¬ 
него выражения (10.12) может быть записан в виде 



Г А (а + + Яр 

I 3 (р -{- 02 ) — Яа 


Я 


( 10 . 21 ) 


При этом мы снова принимаем Л4з = 0, так что кинетический мо¬ 
мент Н = С я (у сс зіп р + Оз) постоянен. Обычно переносное 
вращение системы отсчета бывает столь медленным, что <С у. 


12 К. Магнус 
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Тогда одновременно АОз <Я и ВОз <С Н. Учитывая эти соотноше¬ 
ния, после подстановки (10.21) в (10.1) мы получаем систему урав¬ 
нений 


Ао, Нр НО г а = М | — АО х — НО 2у 

Вр — На + но г р = м 2 — во 2 + на г . 


( 10 . 22 ) 


Из этих уравнений видно, что направление оси ротора относи¬ 
тельно системы координат будет сохраняться только при наложе¬ 
нии моментов 


М х — но 2, 

М 2 = ВО 2 — НО] 


(10.23) 


относительно осей обеих рамок. Поэтому к приборам, не снабжен¬ 
ным датчиками моментов {М х = М 2 = Ь) У уравнения (10.22) при¬ 
ложимы лишь при условии О х = 0 2 = 0, т. е. при совпадении оси 
вращения системы координат с осью ротора в ее положении равно¬ 
весия. Это имеет место, например, у гироскопических горизонтов 
на вираже, о чем речь пойдет ниже (гл. 12). 

На вращение системы отсчета указывает не только появление 
возмущающих членов в правых частях уравнений (10.22), но и на¬ 
личие по одному из них в левых частях. Эти составляющие можно 
воспринимать как дополнительные восстанавливающие или опро¬ 
кидывающие моменты: при □ 3 > 0, т. е. при вращении системы 
координат в направлении вращения ротора, дополнительный мо¬ 
мент является восстанавливающим, а при Оз < 0 — опрокидываю¬ 
щим. Названное свойство выявляет стремление оси ротора и оси 
вращения системы координат к одноименному параллелизму. 

Рассмотрим простой пример гироскопического маятника, точка 
подвеса которого неподвижна относительно вращающейся Земли. 
Если ось внешней рамки горизонтальна и направлена на север, а 
ось ротора в положении равновесия направлена вертикально вверх, 
то 

Г СО* С05 ф "] 



ь СО* ЗІПф ^ 



(10.24) 


где ф — географическая широта и со в — угловая скорость Земли 
(рис. 10.4). 

Вектор результирующего момента равен 



Оз а + МІ 
Оз р + МІ 
0 


> 


где Оз — момент силы тяжести, а Л4* = (Л4*, МІ) — дополнитель¬ 
ный момент. Подставив Мі в (10.22), получим уравнения движения 
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в виде 


Аа + Я|3 + (Ясо Е зіп ф — Оз) а = М\, 

Бр — На + (Ясо^ зіп ф — Оз) р = М 2 + Ясо я соз ф. 


(10.25) 


Чтобы ось ротора оставалась неподвижной относительно Земли, 
нужно сформировать дополнительный момент по закону 


М\ = 0, Мг = —Я©*созф. 


Такой момент относительно оси внутренней рамки постоянно под¬ 
держивает горизонтальное положение плоскости внешней рамки. 



Р 

Рис. 10.4. Составляющие угловой скорости Земли со; для точки наблюдения с географиче- 

Ь 

ской широтой ф. 


Гироскопический маятник может совершать колебания около поло¬ 
жения равновесия, которые нетрудно определить из левых частей 
уравнений (10.25). При достаточно большом Я (быстровращаю- 
щийся гироскоп) мы получим следующие приближенные значения 
обеих возможных частот: 


(О 


N 


н 

\Гав ' 




ЗІДФ — 


Оз 

Н 


(10.26) 


Выражение частоты нутаций осталось таким же, как и в (10.17), 
а в выражении частоты прецессии появилась составляющая, зави¬ 
сящая от вращения Земли; ее следует прибавить или отнять в за¬ 
висимости от знака второго слагаемого. Знак этот проще всего 
определить, решая уравнения (10.25) согласно прецессионной тео¬ 
рии и полагая правые части равными нулю. Это равносильно пре¬ 
небрежению членами, содержащими ускорения. Мы можем, таким 
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образом, преобразовать уравнения (10.25) к виду 

— Шг + {Н(ь Е зіпф — Оз) 2 = 0, (10.27) 

где 2 = а + *Р- Решение этого уравнения таково: 

г = 2 0 ехр [— і (со Е зіп ф — С 5/Я)/]. (10.28) 

Отсюда следует, что при 5 = 0 (астатический маятник) прецессия 
происходит в направлении против вращения Земли с угловой ско¬ 
ростью (о р = |со^зіпф . Для гироскопа с верхним расположением 
центра тяжести (з > 0) следует брать в скобках разность обеих 
составляющих, а для гироскопа с нижним расположением центра 
тяжести (5 < 0) — сумму. В предельном случае 05 = Ясо р зіп ф ось 
ротора не меняет своего положения относительно Земли. Земной 
наблюдатель будет воспринимать такой гироскоп как астатический, 
несмотря на то что центр масс гироскопа расположен выше точки 
подвеса. 


10.3. Передаточные функции гироскопа 

Гироскопические приборы являются структурными элементами, у 
которых можно определить вход и выход в смысле теории регули¬ 
рования. Математическая связь между величинами на входе и ве¬ 
личинами на выходе может быть описана с помощью передаточных 
функций или передаточных матриц; структурное построение пере¬ 
даточных звеньев наглядно представляется с помощью структур¬ 
ных схем. 


10.3.1. Структурная схема гироскопического маятника. Покажем 
составление различных вариантов структурных схем на примере 
гироскопического маятника в кардановом подвесе, снабженного 
датчиками момента по осям обеих рамок. Предусмотрев в уравне¬ 
ниях (10.11) моменты М і и М 2 , развиваемые названными датчи¬ 
ками момента, и введя в них обычный в теории линейных систем 
оператор р = <і/<і/, получим уравнения малых колебаний гироско¬ 
пического маятника в форме 


Ар 2 а + ЯрР — О за = М { , 
Вр 2 Р — Нра — 05р = М 2 . 


(10.29) 


Разрешая первое уравнение относительно р, а второе относительно 
а, находим 


Р— — Ар 2 а-\~Оза), 

и — - щр (М 2 — Вр 2 р + 0$р). 


(10.30) 


Эти уравнения можно наглядно представить в виде структурной 
схемы, изображенной на рис. 10.5. Каждый элемент снабжен 



Рис. 10.5. Первый вариант структурной схемы для системы уравнений (10.29) 


м. 


р 



■*~<х 


м„ 


Рис. 10.6. Второй вариант структурной схемы для системы уравнений (10.29). 



Рис. 10.7. Передаточные функции. 
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надписью, которая указывает оператор, применяемый к данной 
входной величине: оператор р означает дифференцирование, р 2 ука¬ 
зывает на двукратное дифференцирование, 1/р соответствует инте¬ 
грированию; все другие фигурирующие в клетках величины играют 
роль коэффициентов. Точками изображены разветвления, а круж¬ 
ками— узлы, причем знак плюс означает сложение, а знак ми- 
н\с — вычитание сходящихся в узле величин. Стрелками указаны 
направления сигналов. В разбираемом нами примере М і и М 2 яв¬ 
ляются входными величинами, а а и (3 — выходными. Гироскоп 
может быть истолкован как четырехполюсник и рассчитан мето¬ 
дами теории четырехполюсников. 

Структурную схему иного вида можно получить, разрешая урав¬ 
нения (10.29) по переменным в первых членах: 

а = (М, — Ярр + О за), 

, (10.31) 

Р = ~Щ2 4" Нра + С$|3). 

Согласно этим равенствам построена структурная схема, представ¬ 
ленная на рис. 10.6. Она эквивалентна схеме рис. 10.5, так как обе 
соответствуют одним и тем же уравнениям. Придерживаясь общих 
правил преобразования структурных схем (Оппельт [70]), можно 
построить ряд других вариантов. Остановимся на трех из них. Пер¬ 
вый (рис. 10.7) удобен для теоретического анализа, тогда как два 
других (рис. 10.8 и 10.9) больше подходят для исследования пове¬ 
дения системы на аналоговых вычислительных машинах. 


10.3.2. Передаточные функции и передаточные матрицы. Обозна¬ 
ченные на элементах рис. 10.7 функции называются передаточными 
функциями, так как они непосредственно определяют зависимость 
между выходной и входной величинами. В разбираемом нами при¬ 
мере гироскопического маятника имеются четыре такие функции, 
которые можно найти, рассматривая уравнения (10.29) как алге- 
браческие и решая их относительно а и (3: 


а = -^{(Вр 2 -Оз)М { ~НрМ 2 ], 

Р = -^ [НрМ 1 + (Ар 2 — Оз) М 2 ], 
где 

N = (Ар 2 - Оз) (Вр 2 — Оз) + Н 2 р 2 . 


(10.32) 


Отсюда получаются .передаточные функции 


(р) 


Вр 2 — О 5 

N 






Г 22 (р) 


Ар 2 — Оз 
N 


(10.33) 
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В этих выражениях роль переменной играет р = т. Сравнивая их 
с характеристическим уравнением (10.14), мы можем констатиро¬ 
вать, что передаточные функции имеют полюсы при р = ш м и 
р = ш р , т. е. при собственных частотах нутации и прецессии. Кро¬ 
ме того, функции Р \ і и Р 22 при 5 < 0 имеют нули для тех частот, 
с которыми колеблется вокруг осей 1 и 2 маятник с центром тяже¬ 
сти, расположенным ниже точки подвеса при невращающемся ги¬ 
роскопе. Распределение нулей и полюсов передаточной функции и 
в особенности ее изменение при вариации параметров системы по¬ 
зволяют выяснить особенности структурного элемента, важные с 
точки зрения его динамических свойств (Оппельт [70]). 

Используя равенства (10.33), можно записать уравнения (10.32) 
в матричной форме 

а " 

-Р_ 


Р\ 1 Р\2 


М, • 

. Р 21 Р 22 _ 


. М 2 _ 


(10.34) 


Матрица передаточных функций Р называется передаточной матри¬ 
цей. В зависимости от характера входов и выходов могут быть 
получены различные передаточные матрицы. Если, например, аста¬ 
тический гироскоп в кардановом подвесе (5 = 0, Мі = М 2 = 0) 
используется для определения углов поворота движущегося объ¬ 
екта, то из уравнений ( 10 . 22 ), охватывающих этот случай, находим 


' а " 


' Рп 

Рі2~ 


' О, ‘ 

. р. 


_Р*2І 

Рю_ 


а 2 


причем йі, &2 — входные величины, а Р — передаточные функции: 


Р*и = - -Цт [ Н 2 + А (Вр 2 + на з)], 




Я 2 0 3 
Я* ’ 


(10.35) 


РІ2 =--$г [Н 2 + В (Ар 2 + //Оз)]. 


где 

ЛГ = {Ар 2 + #□ 3 ) {Вр 2 + #Оз) + Н 2 р 2 . 


В данном случае передаточная матрица зависит еще и от □ 3 . Если 
пользоваться техническими уравнениями гироскопа, т. е. не прини¬ 
мать во внимание нутации, то передаточные функции упрощаются: 



Р 


Р 2 + 



Йз 

? + О? * 


(10.36) 


При Й 3 = 0 функции Р 2 1 и Р і 2 , выражающие перекрестные связи, 
отпадают, и тогда 
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Так как для Й 3 = 0 в предположении малости углов 


Оі 

р 



и 


^2 

Р 


[ й 2 СІІ = Р 77 , 


углы аир относительного поворота рамок соответствуют фактиче¬ 
ским углам поворота объекта а р и р-С В этом случае прибор вы¬ 
полняет функции позиционного гироскопа (гл. 12), поскольку его 
можно применить для измерения позиционных углов (ориентации). 


10.3.3. Структурные схемы для исследований с помощью аналого¬ 
вых вычислительных машин. Исследованные нами уравнения 
можно решить также с помощью аналоговых вычислительных ма¬ 
шин. В этом случае для их программирования можно использовать 
структурную схему. Правда, схемы, представленные на рис. 10.5 
и 10.6, для этой цели пока не пригодны. Они включают операции 
дифференцирования, тогда как аналоговая вычислительная ма¬ 
шина, как правило, может производить лишь интегрирование. По¬ 
этому целесообразно преобразовать структурную схему так, чтобы 
она включала только интегрирование. С этой целью удобнее всего 
разрешить уравнения (10.29) относительно старших производных, 
а затем произвести интегрирование в два этапа. На рис. 10.8 изо¬ 
бражена полученная таким путем структурная схема. Ее можно 
непосредственно преобразовать в схему программирования анало¬ 
говой вычислительной машины, как показано на рис. 10.9. При со¬ 
ставлении схем программирования следует учитывать, что каждый 
интегрирующий усилитель меняет знак величины. При этом из 
суммы 

М 1 — Яр + Оз а = Аа , 


подаваемой на вход первого верхнего интегратора, на выходе по¬ 
лучится величина — Аа. 

Структурную схему, позволяющую произвести необходимые рас¬ 
четы, можно составить и для системы уравнений (10.22) во вра¬ 
щающейся системе координат применительно к астатическому ги¬ 
роскопу с датчиками момента (рис. 10.10). В этом случае в каче¬ 
стве входных величин удобнее всего взять производные йі и й 2 . 
Величину й 3 следует причислить к возмущениям; вместе с а (или 
Р) и коэффициентом Я она образует возмущающий член ЯЙ 3 а 
(или Яй 3 р). Для программирования, согласно рис. 10.10, требуется 
шесть интеграторов. Схему можно еще более расширить в том слу¬ 
чае, когда моменты М\ и Мг сами зависят, например, от выходных 
величин (или от входных, или от тех и других вместе), как это 
имеет место в контрольных устройствах позиционных гироскопов 
(гл. 12). 

Обратим еще внимание на характерную трудность, которая воз¬ 
никает при попытке решить уравнения движения гироскопической 
системы на электронных вычислительных машинах. Собственные 
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Рис. 10.8. Третий вариант структурной схемы для системы уравнений (10.29). 



Рис. 10.9. Аналоговая схема решения системы уравнений (10,29). 


частоты прецессии и нутаций почти всегда на несколько порядков 
отличаются одна от другой. Поэтому вычисление одного-единствен- 
ного прецессионного колебания требует одновременно вычисления 
большого числа нутационных колебаний. При использовании циф¬ 
ровых вычислительных машин это может привести к значительным 
погрешностям и ц большому вычислительному времени. Трудностей 
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можно ожидать и при использовании аналоговых вычислительных 
машин, например при нормировании уравнений или в случае 



Рис. 10.10. Структурная схема для системы уравнений (10.22). 


включения самописца на выход машины. В подобных случаях мож¬ 
но зачастую достичь лучших результатов, если с самого начала 
прибегнуть к упрощенным в силу большого кинетического момента 
приближенным уравнениям, т. е. к техническим уравнениям гиро¬ 
скопа. 


















Глава і1 


Гироскопические приборы. 
Классификация и общие свойства 


В настоящей главе наряду с общим обзором различных типов ги¬ 
роскопических приборов мы займемся изучением некоторых явле¬ 
ний, которые могут возникать в целом ряде приборов: эффекты 
трения, колебаний, разгона и выбега гироскопов. Представляется 
целесообразным рассмотреть их в общем виде независимо от кон¬ 
кретного устройства и специального назначения того или иного 
прибора. 


11 .1. Классификация гироскопических приборов 

К подразделению гироскопических приборов на классы можно под¬ 
ходить с разных точек зрения. Одну из возможных классификаций 
демонстрирует сводная таблица на стр. 364—365. В ней главным 
является функциональный признак. Такого рода классификация в 
значительной мере совпадает и с подразделением приборов по оп¬ 
ределенным конструктивным признакам. 

У позиционных гироскопов — хранителей направления (гл. 12) 
используется свойство свободного гироскопа сохранять неизменным 
в пространстве направление кинетической оси. Но такого рода не¬ 
корректируемые приборы можно использовать только в течение 
ограниченного промежутка времени, так как неизбежные возму¬ 
щающие моменты приводят с течением времени к уходу кинетиче¬ 
ской оси от первоначального положения. Во избежание этого можно 
прибегнуть к контролю и коррекции направления оси гироскопа. 

Коррекция достигается главным образом при помощи более или 
менее жесткой связи гироскопа с чувствительным элементом, ука¬ 
зывающим направление (индикатор направления), например маг¬ 
нитной стрелкой или маятником. Путем объединения индикатора 
направления с гироскопом — хранителем направления при надле¬ 
жащей регулировке удается устранить или значительно снизить 
присущие обоим этим элементам погрешности, возникающие вслед¬ 
ствие того, что индикаторы направления подвержены колебаниям, 
а хранители направления — медленному уходу. Корректируемые 
позиционные гироскопы выходят за пределы класса собственно 



364 


11. Гироскопические приборы. Классификация и общие свойства 


Г ироскопические 


Позиционные гироскопы (гироскопы — хранители 

направления) 

Гироскопические компасы 
(гироскопы, обладающие 
избирательностью 
направления) 


без коррекции 

с коррекцией 

«Свободные гироскопы» 
Измерители углов 
Гироскопы для прямо¬ 
линейного полета 
Свободные курсовые 
гироскопы 

Курсовые гироскопы 
Компасные курсовые ги¬ 
роскопы 

Гироскопические вер¬ 
тикали (вертиканты) 
Гироскопические гори¬ 
зонты 

Деклинометрические гиро¬ 
скопы 

Инклинометрические гиро¬ 
скопы 

Одно-, двух- и трехротор¬ 
ные гирокомпасы 
Пространственные компасы 
Гироуказатели меридиана 
Измерительные компасы 
Гироскопические теодо¬ 

литы 

Гиронасадки 



приборов — хранителей направления. Они способны самостоятельно 
устанавливаться в требуемом направлении. Этот процесс называют 
также коррекцией гироскопа от индикатора направления. Но ввиду 
того, что корректирующие устройства обычно оказывают слабое 
воздействие на гироскоп, эти приборы отнесены в таблице к раз¬ 
ряду позиционных гироскопов. 

В гироскопических компасах, приведенных во второй колонке 
таблицы, гироскоп способен самостоятельно устанавливаться в нуж¬ 
ном направлении. У всех перечисленных в этой колонке приборов 
это достигается в конечном счете благодаря вращению Земли. Роль 
базового направления здесь играет либо направление на север, 
либо направление оси вращения Земли (у инклинометрического 
гироскопа). К различным вариантам гироскопического компаса мы 
еще вернемся в гл. 13. 

Среди стабилизирующих гироскопов (третья колонка) надо раз¬ 
личать два вида. Гироскопы, применяемые для непосредственной 
стабилизации, непосредственно участвуют в силовом балансе стаби¬ 
лизируемого объекта (гл. 14); более универсальными и большей 
частью более гибкими являются системы косвенной стабилизации, 
в которых гироскоп обычно служит только измерительным элемен¬ 
том, управляющим стабилизируемым объектом через усилительную 
сервосистему. К подобным приборам, разработанным и выполнен- 







11.1. Классификация гироскопических приборов 


365 


приборы 



Стабилизирующие гироскопы 

Поворотные гироскопы 
(гироскопические 
измерители угловой 
скорости) 

Прочие гироскопы 

непосредствен пая 
стабилизация 

косвенная 

стабилизация 


Гироскоп тор¬ 
педы Хоуэлла 
Монорельсовая 
дорога 
Корабельные 
гироскопы 
Гироскопиче¬ 
ские гасители 
колебаний 
Гироскопиче¬ 
ские рамы и 
платформы с 
двигателями 
стабилизации 
Приводные ги¬ 
роскопы вибра¬ 
торов 

Сервогиро¬ 

скопы 

Активные ус¬ 
покоители бор¬ 
товой качки 
Гироскопиче¬ 
ские рамы и 
платформы со 
следящими си¬ 
стемами 

Р-поворотный гироскоп 
(гиротахометр) 

І-, I 2 - и О-поворот¬ 
ные гироскопы (ин¬ 
тегрирующие, дваж¬ 
ды интегрирующие и 
дифференцирующие) 
РО-, РІ-, РЮ- и др. по¬ 
воротные гироскопы (со 
смесительным съемом) 
Указатели ориентации 

Гироинтеграторы ли¬ 
нейных ускорений 

Г ироакселерометры 
Управляющие гиро¬ 
скопы 

Релейные гироскопы 
Гироскопы с жест¬ 
кой связью 
Вибрационные гиро¬ 
скопы 

Гироскопы нетради¬ 
ционного устройства 


ным в разнообразных вариантах, относятся и стабилизированные 
платформы, играющие роль гироцентралей. Платформы такого рода 
могут быть использованы как в качестве хранителей направления, 
так и в качестве самоустанавливающихся систем. Приборы такого 
типа, отвечающие высоким требованиям, как, например, в технике 
инерциальной навигации, можно сначала использовать в их основ¬ 
ном режиме, а затем перевести (нажатием кнопки) с режима по¬ 
иска в режим хранения направления. Подобные приборы будут 
описаны в гл. 16. 

Поворотные гироскопы , служащие для измерения угловой ско¬ 
рости (четвертая колонка), первоначально применялись в качестве 
указателей поворота в авиационной технике. В настоящее время 
они находят разнообразное применение в роли измерительных и 
управляющих гироскопов, прежде всего в системах автоматиче¬ 
ского управления. При этом используются не только так называе¬ 
мые Р-поворотные гироскопы, у которых выходная величина про¬ 
порциональна измеряемой (угловой скорости со); в настоящее 
время построены также приборы, способные выполнять функции 
интегрирующих и дифференцирующих элементов (так называемые 
І-поворотные и О-поворотные гироскопы). В качестве измеритель¬ 
ных датчиков в системах позиционного регулирования часто нахо¬ 
дят применение приборы комбинированного типа (т. е. приборы 
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со смесительным съемом), в первую очередь так называемые РІ- 
поворотные гироскопы. Изучение свойств поворотных гироскопов 
мы отложим до гл. 15. 

В пятой колонке таблицы указаны приборы, которые в приня¬ 
той классификации нельзя отнести ни к одной из рассмотренных 
групп. От названных выше приборов они отличаются главным обра¬ 
зом областью применения, принципом работы или конструкцией. 
Мы на них останавливаться не будем. 

Существуют гироскопические приборы, которые по принципам 
устройства или выполняемым функциям следовало бы поместить 
одновременно в несколько колонок сводной таблицы. К ним отно¬ 
сится, например, гироскопический прибор, в котором поворотный 
гироскоп и гироскопический горизонт (позиционный гироскоп) 
объединены таким образом, что эта компактная конструкция поз¬ 
воляет получать полную информацию о состоянии полета. Такого 
рода универсальные гироскопические приборы в таблицу не вклю¬ 
чены. 

Кроме того, в таблице не отражены те гироскопы, которые не 
являются собственно гироскопами, т. е. не имеют вращающихся 
масс. К ним относятся приборы, рабочими элементами которых яв¬ 
ляются вибрирующие камертоны, пластинки или кольца. С помо¬ 
щью этих приборов можно измерять угловую скорость (подобно ги¬ 
ротахометру) . Такого рода приборы, часто называемые «экзотиче¬ 
скими гироскопами», здесь не рассматриваются. 

Часто производят классификацию гироскопических приборов по 
числу степеней свободы гироскопа. Если ротор гироскопа имеет 
одну опорную точку и полную свободу вращения вокруг нее, то, 
согласно принятому в физике определению, он имеет три степени 
свободы. Если ось симметрии ротора может двигаться лишь в од¬ 
ной определенной плоскости, то ротор имеет две степени свободы. 
Со времен классических исследований в области теории гироскопов 
под гироскопом принято понимать собственно ротор. Поэтому, когда 
говорят о гироскопе с тремя степенями свободы , под этим подразу¬ 
мевают, что ротор имеет три степени свободы. Наряду с этим, и 
прежде всего в литературе на английском языке, название гироскоп 
укоренилось за кожухом вместе с находящимся в нем ротором. 
Степень свободы, обусловленная возможностью поворота ротора 
относительно кожуха, в расчет не принимается. В случае идеаль¬ 
ных синхронных гироскопов такой образ мыслей еще можно было бы 
оправдать, однако ввиду сложного движения, свойственного реаль¬ 
ным гироскопам, он может привести к ошибочным заключениям. 
Поэтому во избежание недоразумений следует различать число 
степеней свободы с учетом вращения ротора и число измерительных 
степеней свободы. В английских и американских публикациях из 
области гироскопической техники обычно принимается в расчет 
только число измерительных степеней свободы. Таким образом, на¬ 
звание гироскоп с двумя степенями свободы (Т\ѵо Ое§гее о! Ргеебош 



11.2. Трение 


367 


Оуго, сокращенно ТОР Оуго) соответствует классическому гиро¬ 
скопу с тремя степенями свободы или гироскопу с двумя измери¬ 
тельными степенями свободы. Название гироскоп с одной степенью 
свободы (5іп§1е Ое§гее о? Ргеесіот Оуго; сокращенно ЗОР-Оуго) 
по смыслу соответствует классическому гироскопу с двумя степе¬ 
нями свободы или гироскопу с числом измерительных степеней сво¬ 
боды, равным единице. Название гироскоп с числом степеней сво¬ 
боды, равным нулю (2его Ое§гее оГ Ргеесіот Оуго, сокращенно 
ТОР-Оуго), принадлежит ротору, ось которого практически жестко 
связана с основанием. 

У всех без исключения приборов, перечисленных в первых двух 
колонках таблицы, гироскопы обладают тремя степенями свободы 
по отношению к основанию прибора. Свобода движения ротора 
может быть при этом стеснена нежесткими связями или корректи¬ 
рующими моментами, но принципиальная возможность вращения 
вокруг всех трех осей сохраняется. У приборов, представленных 
в третьей и четвертой колонках таблицы, гироскопы обычно имеют 
только две степени свободы относительно основания прибора. 
И здесь зачастую возможность движения ротора ограничена из-за 
наличия нежестких связей электрического или механического про¬ 
исхождения. У гироскопа торпеды Хоуэлла, представляющего в луч¬ 
шем случае исторический интерес, число степеней свободы равно 
даже единице. 


11.2. Трение 

Силы трения могут самым различным образом влиять на поведе¬ 
ние гироскопических приборов, поскольку здесь играют роль как 
устройство и состояние движения самого прибора, так и характер 
закона трения. Обратимся к изучению некоторых типичных явле¬ 
ний, связанных с трением. 

Что касается законов трения, то мы ограничимся здесь двумя 
простыми его характеристиками: в одном случае сила трения про¬ 
порциональна скорости (вязкое трение), в другом сила трения не 
зависит от скорости и имеет постоянную величину (кулоново тре¬ 
ние). У быстровращающихся гироскопов возникают еще моменты 
трения, приблизительно пропорциональные квадрату угловой ско¬ 
рости, но качественно их влияние не отличается от влияния линей¬ 
ных демпфирующих составляющих. 

11.2.1. Гироскоп в кардановом подвесе при наличии упругих свя¬ 
зей и вязкого трения. Предположим, что на гироскоп в кардановом 
подвесе по осям обеих рамок наложена своего рода упругая связь, 
осуществляемая, например, в виде момента силы тяжести или мо¬ 
мента силы упругости пружины, и одновременно существуют мо¬ 
менты трения, линейно зависящие от угловых скоростей а и (3. 
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Тогда при условии малых отклонений системы от положения равно¬ 
весия получаем уравнения (см. § 10.1) 

Аа + — М { = — а — с х а, 

( 11 . 1 ) 

В(3 — На = М 2 = — й 2 $ — с 2 р, 

где Си г 2 — удельные моменты упругих сил, йи ^2 — удельные мо¬ 
менты вязкого трения. Им соответствует характеристическое урав¬ 
нение четвертой степени 

№АВ -|- {Асі 2 И - Вй { ) (/Я -|- Ас 2 “I - Вс^ -{- б/і^/ 2 ) -|- 

-ф- Я (б/|С 2 —{— б/ 2 С|) Н - ^1^2 0. (1 1 »2) 

Если численные значения параметров системы известны, то найти 
корни этого уравнения, а следовательно, собственные колебания и 
затухание гироскопа не составляет труда. Однако некоторые общие 
сведения можно почерпнуть и не прибегая к числовому расчету. 
Если требуется, чтобы корни (11.2) имели отрицательные действи¬ 
тельные части, то вследствие АВ > 0 все коэффициенты уравнения 
должны быть положительными. Отсюда следует, что система, у ко¬ 
торой один из наложенных моментов является восстанавливающим, 
а другой опрокидывающим (сі с 2 < 0), неустойчива. 

У тяжелого гироскопа с таким положением можно встретиться, 
например, в том случае, когда оси рамок карданова подвеса не пе¬ 
ресекаются, а центр тяжести 5 внутренней рамки (кожуха) вместе 
с ротором расположен между этими осями на соединяющей их крат¬ 
чайшей прямой, как показано на рис. 11.1. При этом потенциаль¬ 
ная функция имеет в положении равновесия седло. Эту статическую 



Рис. 11.1. Гироскоп в кардановом подвесе при наличии восстанавливающего и опрокиды 

вающего моментов. 


неустойчивость нельзя устранить ни путем увеличения кинетиче¬ 
ского момента гироскопа, ни путем демпфирования, поскольку ни 
Я, ни а не входят в свободный член уравнения (11.2). 

При отсутствии демпфирования (сі\ = <і 2 = 0) статически не¬ 
устойчивый гироскопический маятник (с і <0, с 2 < 0) можно сде¬ 
лать устойчивым, если кинетический момент будет достаточно 
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большим. Это мы показали выше для гироскопа Лагранжа с верх¬ 
ним расположением центра тяжести (п. 3.3.2), и это следует также 
из характера кривых собственных частот гироскопа в кардановом 
подвесе (рис. 10.3) для 5 > 0. Но как только появляются демпфи¬ 
рующие силы, мы тотчас лишаемся возможности достичь устойчи¬ 
вости. (Действительно, в этом случае по крайней мере коэффициент 
при X в уравнении (11.2) оказывается отрицательным.) Получен¬ 
ный результат согласуется с теоремами 11 и 14, приведенными 
в п. 5.2.2. 

Несколько более подробно можно судить об этом, если обра¬ 
титься к приближениям, справедливым при большом кинетическом 
моменте (см. § 10.1). Для расчета нутаций можно положить 
С\ = С 2 = 0. При этом условии корни уравнения (11.2) будут равны 


М А4і + ваі , я 2 (ла,-вал* 

х 2 \~ 2 АВ — у АВ \ 2 АВ ) 


(11.3) 


Соответственно этим выражениям при сі> 0 нутационные колеба¬ 
ния всегда затухают; при не слишком больших коэффициентах 
демпфирования мы вновь получаем уже известное приближенное 
выражение (10.17) для частоты. 

Для расчета прецессионного движения можно положить А = 
= В = 0. Тогда мы получим корни уравнения (11.2) в виде 


^ ^ СІ\С2 -Т ^2^1 , /~ Н 2 С\С2 __1_ / ^1^2 ^2^1 /1 1 дЧ 

Й.4 / 2 (Я 2 + <М 2 ) - V (Я 2 + <М 2 ) 2 4 \# 2 + <М 2 / • 


Отсюда следует, что в случае статической устойчивости (с > 0) 
прецессионные колебания затухают, а в случае статической неустой¬ 
чивости (с<0), наоборот, нарастают. При не слишком больших 
коэффициентах демпфирования мы получаем для частоты выра¬ 
жение 


со 


р 


V с іс 2 
Н ’ 


(11.5) 


которое соответствует (10.17). 


11.2.2. Гироскопический маятник с кулоновым трением в опорах 
рамок. Будем считать гироскоп быстровращающимся. Тогда, ис¬ 
пользуя прием, подробно описанный в § 10.1, мы можем вести 
исследование нутационных и прецессионных колебаний раздельно. 
В предположении идеального кулонова трения, при котором сила 
трения имеет постоянную величину, но зависящее от знака скоро¬ 
сти направление, мы можем рассчитать нутационные колебания, 
исходя из следующих уравнений: 

Аа + Я(3 = М 1 = — г { з^п а, 

— На — М 2 = — г 2 з§п |3. 


(П.6) 
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Ввиду прерывности функций з§п а и з§п р замкнутое аналитическое 
решение этих уравнений невозможно, но можно получить полное 
представление о характере движения путем изучения кривых в фа¬ 
зовой плоскости. Наиболее удобно нанести р в зависимости от нор¬ 
мированной угловой скорости а* = а \/ А/В , потому что, как станет 
ясно из дальнейшего, при этом фазовые траектории принимают 
весьма простой вид. Разрешая уравнения (11.6) относительно стар¬ 
шей производной и вводя указанное выше обозначение а*, находим 


у АВ а* = — Яр — Г\ з^п а*, 

|/ЛВр = Яа*— г 2 здпр. 

Разделив второе уравнение на первое, получим 

Р _ __ На* — у А/В г 2 з^п Р _р Лч 

а* (Іа* Яр + Г\ здп а* * 


(11.7) 


( 11 . 8 ) 


Для каждой точки плоскости а*-р, пользуясь равенством (11.8), 

можно найти крутизну сІ$/сІа* фазовой траектории, проходящей че¬ 
рез данную точку. По виду этой траектории можно судить об из¬ 
менении скорости, а следовательно, и о самом движении. Для того 
чтобы определить вид фазовых кривых, надо сначала найти осо¬ 
бые точки в плоскости а*-р. Появление таких точек связано с од¬ 
новременным обращением в нуль числителя и знаменателя дроби 
(11.8). Это происходит при 

“о = 1Г V 4 3?п Р’ Ро = — 5?п а*. (11.9) 


Соответственно числу возможных комбинаций значений сигнум- 
функций существуют четыре особые точки, сопоставляемые с опре¬ 
деленными квадрантами плоскости а*-р. В первом квадранте 
а*>0 и Р > 0. Отсюда, согласно (11.9), следует а* > 0 и р о < 0. 

Таким образом, особая точка, сопоставляемая с первым квадран¬ 
том, лежит не в этом, а в четвертом квадранте; особая точка сопо¬ 
ставляемая с вторым квадрантом, лежит в первом и т. д. (см. 
рис. 11.2, на котором квадранты пронумерованы римскими циф¬ 
рами, а сопоставляемые с ними особые точки — арабскими). 

Для получения интегральных кривых произведем замену пере¬ 
менных: 

и — а* — а*, ѵ = р — Р 0 . 

Уравнение (11.8) в новых переменных имеет вид 

йѵ и 

йи ѵ ’ 


или и йи + ѵ йѵ = 0. 
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В результате интегрирования этого уравнения получаем уравнение 
окружности в плоскости и-ѵ: 

и 2 + ѵ 2 = сопзі = р 2 . 

Следовательно, фазовая траектория в каждом из квадрантов пред¬ 
ставляет собой дугу окружности, описанной из сопоставляемой 
с данным квадрантом особой точки как из центра. Таким образом, 
вся фазовая траектория может быть легко построена путем сопря¬ 
жения отдельных дуг окружностей. 

Направление движения по фазовой траектории можно устано¬ 
вить по уравнениям (11.6). Так, из первого уравнения для первого 
квадранта непосредственно следует а < 0, значит, а, а следова¬ 
тельно, и а* могут только уменьшаться, так что движение по соот¬ 
ветствующей дуге окружности происходит против часовой стрелки. 
Из точки 1 как из центра надо, начиная с точки а на положитель¬ 
ной оси а* (рис. 11.2), описать в первом квадранте дугу радиусом 



Рис. 11.2. Нутационное движение гироскопа в кардановом подвесе с кулоповым трением 

в опорах рамок. 


р ь За ней во втором квадранте следует дуга, описанная из точки 2 
радиусом р 2 , и т. д. Построенная таким способом фазовая траек¬ 
тория всегда заканчивается на одной из осей в точке, расположен¬ 
ной внутри четырехугольника, образуемого четырьмя особыми 
точками. 

Остановка в какой-либо точке, не совпадающей с началом ко¬ 
ординат в плоскости а*-(3, означала бы, что по завершении коле¬ 
баний гироскоп уходит вокруг одной из кардановых осей с посто¬ 
янной угловой скоростью. Опыт, однако, показывает, что по исте¬ 
чении определенного времени этот уход прекращается, и гироскоп 
останавливается. Для объяснения этого явления рассмотрим пред¬ 
ставленную на рис. 11.3 в увеличенном виде область фазовой 
плоскости около начала координат. 
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Пусть фазовая траектория тянется из четвертого квадранта и, 
образуя дугу окружности, описанной из точки 4, достигает первого 
квадранта в точке е. Можно предположить, что перемена знака 

силы кулонова трения происходит не строго при р = 0, а при неко¬ 
тором близком к нему значении Д(3. Таким образом, должна су¬ 
ществовать определенная зона застоя, определяемая значением 

др или Дбс*, в которой знак трения зависит от направления входа 
в эту зону. Согласно сказанному, в случае фазовой траектории, 
представленной на рис. 11.3, перемена направления момента тре¬ 
ния происходит не в точке е , а лишь в точке е'. К ней примыкает 
дуга окружности, описанная из точки 1. Очередная перемена знака 
вновь происходит несколько позже, в точке к которой примыкает 



Рис. 11.3. К возникновению вибрирующего скольжения. 


дуга окружности, описанная из точки 4. Совершая практически 
едва заметные дрожания, фазовая точка описанным образом по¬ 
степенно приближается вдоль оси а* к началу координат до совпа¬ 
дения с ним. Это движение получило название вибрирующее 
скольжение или, коротко, скольжение. В подобном виде оно воз¬ 
никает также в релейных системах при наличии зон нечувстви¬ 
тельности. 

Движение гироскопа в процессе скольжения в среднем нетрудно 
определить из (11.6). Если скольжение начинается из точки е на 
положительной оси а*, как показано на рис. 11.3, то с достаточным 

приближением можно принять р 0. Тогда из (11.6/1) для правой 
полуплоскости (первый и четвертый квадранты) следует 

Аа ~ — г!, 


или после интегрирования 




а = а 0 + ссо^ — 


2 А 
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Следовательно, фазовая точка в плоскости а*-|3 движется с убы¬ 
вающей скоростью к началу координат. Собственно угол а при 
постоянном замедлении г\/А растет, пока наконец гироскоп не оста¬ 
новится в положении 


а (*о) = а о + 


«о А 

2г , 


сі А 

в момент времени і 0 = - 


( 11 . 10 ) 


Таким образом, в результате проведенного нами исследования 
мы можем констатировать, что наличие кулонова трения в опорах 
рамок приводит к затуханию нутационного движения и к отклоне¬ 
нию оси гироскопа. 

Поведение гироскопа может, однако, качественно измениться, 
если наряду с моментами трения будут существовать и другие 
моменты относительно осей рамок или если рассматривается дви¬ 
жение гироскопа относительно вращающейся системы координат. 
Покажем это на примере постоянного дополнительного момента М 0 
относительно оси внешней рамки (Бутенин [71]). В этом случае 
уравнения движения имеют вид 


Аа + Яр = = — г х з^п а + М 0і 

Яр — На = М 2 = — г 2 з§п р. 


(іи!) 


Отсюда аналогично тому, как это было сделано выше, мы полу¬ 
чаем уравнение фазовой траектории 


гір _ На* - \ГЩ г2 зеп р 
йа* Яр + г\ 5§п а* — М 0 


( 11 . 12 ) 


Особые точки существуют при 


а 






Г_1_ 

Н 


5§п а* + 


М о 


Я • 


(11.13) 


По сравнению с разобранным выше случаем особые точки теперь 

сдвинулись в направлении оси р. Если это смещение окажется 
настолько большим, что все особые точки будут лежать в верхней 
(или в нижней) полуплоскости, то возникнут новые явления. При¬ 
мер тому иллюстрируется рис. 11.4. Фазовая траектория, начинаю¬ 
щаяся в точке а, проходит сначала через точку Ь , а затем прихо¬ 
дит в с. От точки с до точки й происходит скольжение, затем 
фазовая точка движется в первом квадранте по дуге окружности, 
описанной из точки 1 , достигая точки е. После повторного корот¬ 
кого скольжения от точки е до точки / движение точки происходит 
по полной окружности радиуса с^, описанной в первом квадранте 
из точки 1 как из центра. Движение фазовой точки по этой окруж¬ 
ности продолжается далее непрерывно, т. е. нутация не затухает. 
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В результате мы получаем предельный цикл , который в данном 
случае описывается следующей системой уравнений: 


а* = (1 — соз со м і) > О, 

Р = Р 0 ' 


а’зіп СО ы і > 0. 


Отсюда после интегрирования находим 


а — а 0 + а’ (і - зіп со, 


а 


Р = Ро + Ы + —ГГ С03 <*>"*• 


со 


N 


(Н.14) 


(11.15) 


Таким образом, гироскоп отклоняется, поворачиваясь не только 
вокруг той оси, относительно которой приложен момент, но вокруг 
обеих осей. На это отклонение накладываются незатухающие ну¬ 
тационные колебания. 



Рис. 11.4. Нутационное движение гироскопа в кардановом подвесе с кулоновым трением 

при наличии постоянного внешнего момента. 


В заключение остается еще исследовать влияние трения на пре¬ 
цессионное движение. В предположении большого кинетического 
момента уравнения движения в этом случае могут быть записаны 
следующим образом: 


Яр — М { — — с { а — г { 5§п а, 
— На = М 2 = — с 2 р — г 2 5§п р. 


(11.16) 


Движение удобнее всего рассматривать в плоскости 
а* = і/сі/^а. Уравнение фазовой траектории имеет вид 


а*-р, где 
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Особые точки таковы: 

% = — -р= 5§п а, Р 0 = — — (11.18) 

у сіс 2 с 2 

Мы вновь получаем четыре особые точки, которые, однако, сопо¬ 
ставлены квадрантам плоскости скоростей, поскольку сигнум-функ¬ 
ции зависят от скорости. Эти точки нанесены на плоскости а*-р, 
показанной на рис. 11.5, и обозначены соответственно квадрантам 
плоскости скоростей. 



Рис. 11.5. Прецессионное движение статически устойчивого гироскопа в карданоыом под¬ 
весе с кулоновым трением в опорах рамок. 


Для определения фазовых траекторий введем переменные 

х = а —а * и у = р — р 0 , 

после чего получим уравнение 

= —-, или * йх + у йу = О, 

решением которого является 

* 2 + у 2 = Р 2 . 

Фазовые кривые вновь оказываются окружностями, описанными 
из соответствующих особых точек. Если моменты наложены так, 
что система статически устойчива относительно обеих осей (Сі >> О, 
с 2 >0), то движение по этим окружностям совершается по часо¬ 
вой стрелке. Так, первому квадранту плоскости скоростей (а>>0, 

Р > 0) принадлежит дуга в четверть окружности, проходящая 
от точки а до точки Ь. В точке Ь знак (3 изменяется на обратный, 

что соответствует переходу в четвертый квадрант плоскости а-|3. 
Этому квадранту принадлежит дуга Ьс в плоскости а*-р. Путем 
последовательного припасовывания названных дуг в четверть 
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окружности мы получаем в результате искомую траекторию. 
В примере, приведенном на рисунке, она заканчивается в точке е 
на отрезке, соединяющем точки 1 и 2. Нетрудно сообразить, что 
скольжение, как это было в случае нутационных колебаний, здесь 
возникнуть не может. 

Если моменты наложены так, что система статически неустой¬ 
чива относительно обеих осей (с { <0, с 2 <. 0), то соответствие осо¬ 
бых точек тем или иным квадрантам и направление движения по 
траектории меняются. Как видно из рис. 11.6, теперь изображаю¬ 
щая точка отходит от начала координат и удаляется от него по 
спирали, составленной из дуг в четверть окружности. 



Рис. 11.6 Прецессионное движение статически неустойчивого гироскопа в кардановом под 

весе с кулоновым трением в опорах рамок. 


Если один из моментов является восстанавливающим, а другой 
опрокидывающим (сіс 2 <0), то приведенные выше рассуждения 
сохраняют свою силу. В этом случае удобнее всего воспользо¬ 
ваться плоскостью а-р, и тогда из (11.16) мы сразу получаем 


где 


дф _ _ с і (а — а 0 ) 

(іа с 2 (Р — ро) ’ 


а 


Г\ 

С\ 


8§п а и Ро 




(11.19) 


Произведя в (11.19) замену переменных х = а — ао, у — Р — ро, 
получим уравнение 


СІу С\Х 

СІХ С 2 у ' 


ИЛИ С х Х (ІХ + с 2 у сіу = 0, 


( 11 . 20 ) 


решение которого имеет вид 

С { Х 2 С 2 у 2 = СОП5І. 


( 11 . 21 ) 
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Поскольку теперь знаки с± и с 2 противоположны, траектории будут 
гиперболами, асимптоты которых проходят через особые точки. 
Такое семейство гипербол, соответствующее первому квадранту 

плоскости а-Р, изображено на рис. 11.7. Из рисунка видно, что 
движение заключается в непрерывном удалении от положения 
равновесия. 

Резюмируя, можно сказать, что кулоново трение в опорах гиро¬ 
скопического маятника в кардановом подвесе оказывает на пре¬ 
цессионное движение последнего качественно такое же влияние, как 
и вязкое трение: если наложенные моменты таковы, что гироскоп 
статически устойчив, то его колебания затухают, если же гироскоп 



Рис. 11.7. Прецессионное движение гироскопа в кардановом подвесе с кулоновым трением 
в опорах рамок при наличии опрокидывающего и восстанавливающего моментов. 


статически неустойчив, то он раскачивается. Если гироскоп отно¬ 
сительно одной из осей статически устойчив, а относительно дру¬ 
гой — нет, то он неустойчив, причем его ось апериодически уда¬ 
ляется от положения равновесия. Нутационные колебания затухают 
во всех случаях. Однако при наличии внешних моментов могут со¬ 
храниться остаточные нутационные колебания, накладывающиеся 
на медленный уход оси ротора. 

Явления, наблюдаемые у гироскопов в кардановом подвесе, 
отнюдь не исчерпываются описанными выше. Так, при наличии 
кулонова трения возможно также движение, при котором наблю¬ 
даются временные остановки , когда вращение вокруг одной из осей 
подвеса или вокруг обеих одновременно прекращается. Особенным 
разнообразием отличаются движения относительно вращающихся 
систем координат, например при использовании гироскопов в зем¬ 
ных условиях. Мы ограничимся здесь лишь ссылкой на более об¬ 
стоятельные работы Граммеля и Циглера [72], а также Бутенина 
и Лунца [73]. 
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11.2.3. Влияние кулонова трения в опорах рамок гироскопа с двумя 
степенями свободы. При ограниченной свободе движения силы 
трения могут влиять на поведение гироскопа совсем иначе, чем 
в случае гироскопов с тремя степенями свободы. Покажем это на 
примере гироскопа в кардановом подвесе, обладающего двумя 
степенями свободы, как показано на рис. 11.8. Если плоскость 



Рис. 11.8. К расчету поворотного гироскопа с кулоновым трением в опорах рамок. 


рамки близка к вертикальной, т. е. может отклоняться от послед¬ 
ней лишь на небольшой угол а, как то нередко имеет место у при¬ 
меняемых на практике поворотных гироскопов, то в опорах рамки 
возникают силы давления, направленные вертикально и складываю¬ 
щиеся из веса О и давления Ябс/а, обусловленного прецессией, 


Р 


А 





На 

а 


( 11 . 22 ) 


Они порождают касательные силы трения Я (рис. 11.9), момент 
которых относительно оси рамки, согласно закону Кулона для 
трения скольжения, равен 

М = — г Я = — \ігР, 


где г — радиус цапфы рамки и \х — коэффициент трения скольже¬ 
ния. Независимо от знака нормальных сил этот момент всегда на¬ 
правлен против направления движения. Так как при 



аО 


силы (11.22) могут обратиться в нуль, то результирующий момент 
можно записать в следующем виде: 


для | а | < | а 0 1: М = — цг (Р А + Р в ) = — цК? з§п а, 
для | а | > | а 0 1: М = — цг (Р А Р в ) = 2 ~ - а. 


(11.23) 


Таким образом, характеристика момента трения М\(а) оказы¬ 
вается нелинейной и имеет вид, показанный на рис. 11.10. Для 
малых угловых скоростей момент трения следует закону кулонова 
трения. При возрастании угловой скорости он становится пропор- 
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циональным а. Следовательно, если угловая скорость прецессии 
достигает значения «о, то в результате наличия гироскопических 
реакций в опорах кулоново трение действует подобно вязкому тре¬ 
нию (Метелицын [74]). 

Вследствие такой характеристики трения, какая изображена 
на рис. 11.10, колебания рамки затухают в течение конечного про¬ 
межутка времени. Описанное явление наступает, вообще говоря, 



Рис. 11.9. Сила нормального давле¬ 
ния и сила трения в цапфе опоры 
рамки. 


Рис. 11.10. Нелинейная характе¬ 
ристика трения поворотного гиро¬ 
скопа. 


лишь у гироскопов с сильно ограниченной свободой движения, так 
как только в этом случае вызванная прецессией сила давления 
может превысить вес. У гироскопов с тремя степенями свободы 
опоры испытывают, кроме веса, действие сил, сообщающих уско¬ 
рение присоединенным к ротору массам 1 ). Эти силы обычно зна¬ 
чительно меньше, чем сила тяжести. 

11.3. Разгон и выбег гироскопов 

К эффектам, обусловленным трением, можно отнести также не¬ 
которые своеобразные явления, которые наблюдаются у гироско¬ 
пов в кардановом подвесе с тремя степенями свободы при включе¬ 
нии или выключении двигателя ротора. При разгоне ротора внут¬ 
ренняя рамка постепенно устанавливается в такое положение, при 
котором плоскости обеих рамок взаимно перпендикулярны (|3-^0). 
При внезапном включении двигателя на это движение обычно 
накладываются нутационные колебания, амплитуда которых 


*) То есть массам рамок карданова подвеса. — Прим. ред. 
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уменьшается по мере перехода ротора в указанное выше положе¬ 
ние. Наоборот, при отключении двигателя внутренняя рамка отхо¬ 
дит от своего нормального положения. Если при этом ей случится 
дойти до ограничителя, то внешняя рамка начнет почти внезапно 
и с большой скоростью вращаться вокруг своей оси. У курсовых 
гироскопов уход внутренней рамки обычно незаметен. Тем более 
поразительно, что через некоторое время после отключения двига¬ 
теля наблюдаемая через смотровое окошко картушка вдруг начи¬ 
нает вращаться со сравнительно большой скоростью. Это явление 
получило название гироскопического коллапса. 

Описанные явления объясняются последствиями нарушения 
равновесия моментов относительно оси ротора. Для того чтобы в 
этом разобраться, рассмотрим гироскоп в кардановом подвесе, 



Рис. 11.11. Астатический гироскоп в кардано¬ 
вом подвесе. 


Рис. 11.12. Моменты относительно оси 

ротора. 


схематически изображенный на рис. 11.11, и напишем уравнение 
моментов относительно оси ротора 3'. Имеем 

Яз = С^сЬз = М Л — МЯ = М / 3} (11.24) 

где М А — момент приводного двигателя, а М п — момент трения, 
обусловленный трением в опорах и сопротивлением воздуха. За¬ 
висимость этих моментов от относительной угловой скорости у 
сходна с показанной на рис. 11.12. В силу 

соз = у + а зіп Р 

у неколеблющегося гироскопа (а = 0) при рабочей угловой ско¬ 
рости соз = у = со 0 должен соблюдаться баланс моментов, т. е. 
М 3 = М А — = 0. При других угловых скоростях Л4з = Мз(у) 

следует зависимости, иллюстрируемой рис. 11.12. Для Мз(у) = 
= Мз( с °з) и а « 0 из уравнения (11.24) можно найти угловую ско¬ 
рость соз, а значит, и кинетический момент Н 3 . 

Рассмотрим теперь связанную с внешней рамкой систему коор¬ 
динат 1, 2, 3. Предполагая, что гироскоп вращается настолько 
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быстро, что составляющими кинетического момента обеих рамок 
по сравнению с кинетическим моментом ротора можно пренебречь, 
получаем 


Ні ^ (Я зіп Р, О, Я сов Р). 


Если = (а, 0, 0)—вектор угловой скорости внешней рамки, то по 
теореме о кинетическом моменте (10.1) получаем следующие урав¬ 
нения движения: 


Я зіп р + Я соз р р = М и 
— Я соз р а = М 2 . 


(11.25) 


При отсутствии трения в опорах и астатической системе имеем 
М\ = М 2 = 0. Тогда из (11.25) следует 


-^-(Я зіп Р) = 0 и а = 0. 

Отсюда 


Я зіп р = Я 0 зіп р 0 > « = а 0 . (11.26) 

Ввиду Я = Яз = С /? соз движение внутренней рамки описывается 
соотношением 



Нр 5ІП ро 

С к соз (О 


(11.27) 


Тем самым подтверждаются указанные выше явления. В интере¬ 
сующей нас области для ускоряющегося ротора соз > 0 и поэтому 

Р < 0: внутренняя рамка движется к своему основному положе¬ 
нию. Для замедляющегося ротора ©з < 0 и поэтому р > 0: вну¬ 
тренняя рамка уходит. Этим можно объяснить и гироскопический 
коллапс. Если внутренняя рамка отклоняется настолько, что дости¬ 
гает ограничителя, то это значит, что во второе уравнение (11.25) 
надо ввести момент М 2 , зависящий от давления, производимого 
ограничителем. Вследствие этого внешняя рамка начинает вра¬ 
щаться с угловой скоростью 


м 2 

С К (Оз (О СОЗ 


(11.28) 


где р 4 —угол отклонения внутренней рамки по достижении ею 
ограничителя. Так как а при уменьшении соз(0 еще продолжает 
расти, в некоторых гироскопических приборах приходится прини¬ 
мать специальные меры для предотвращения слишком быстрого 
вращения внешней рамки. 

Если, кроме того, существуют моменты, вызваннь е трением 
в опорах, то в полученных выше результатах качественно ничего 

не меняется. С учетом моментов трения МДа) и М 2 ( Р) уравнения 
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(11.25) переходят в следующие: 


Я зіп Р + Я сов р р = ЛІ! (а), 


— Ясо5Ра = М 2 (Р)- 


(11.29) 


Независимо от вида характеристик трения всегда з§п М 2 = 

= — 5§п р, поскольку трение постоянно препятствует движению. 
Поэтому в силу Я > 0 и соз р > 0 из второго уравнения следует 

з§п а = з^пр. Таким образом, уход вокруг обеих осей происходит 
всегда в одинаковом направлении. 

Поскольку з^пЛІ! = —з§па = —з§п|3, из (11.29/1) вытекает 
соотношение 

Я зіп р + Я соз р р +1 М 1 [ з§п р = 0. (11.30) 


Оно удовлетворяется только тогда, когда 

Г при зіп Р > 0 

для ускоряющегося гироскопа { 

(Н >0) I П Р И зіп р < 0 


для замедляющегося гироскопа 

(Я<0) 


при зіп р > 0 
при зіп р < 0 


Р<0, 

Р>0, 

Р>0, 

Р<0. 


Это означает, что независимо от конкретного вида характеристики 
трения у замедляющегося гироскопа (Н < 0) внутренняя рамка 
всегда уходит от основного положения, а у ускоряющегося (Я > 0) 
стремится к нему. 


11.4. Эффекты, вызванные колебаниями 

Когда в гироскопических приборах возникают колебания, то это 
может повлечь за собой различного рода явления, которые иногда 
мешают прибору выполнять свои функции. Наиболее важным 
среди них, безусловно, является так называемый выпрямительный 
эффект (детектирование ), при котором вследствие определенной 
несимметрии, присущей системе, возможно возникновение одно¬ 
стороннего ухода или односторонних вредных моментов. Подоб¬ 
ные явления могут быть обусловлены следующими причинами: 

1) инерцией рамок, 

2) пульсациями момента на валу ротора, 

3) упругой податливостью конструкции, 

4) кинематической взаимосвязью колебаний у гироскопов 
с двумя степенями свободы. 

Так как последняя из указанных причин существенна только 
для поворотных гироскопов, мы вернемся к ней ниже (§ 15.5). 
Что касается остальных причин, то мы рассмотрим несколько от¬ 
носящихся к ним типичных примеров. 
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11.4.1. Влияние инерции рамок. Здесь следует различать два прин¬ 
ципиально разных случая в зависимости от того, является ли ос¬ 
нование прибора, а вместе с ним и ось внешней рамки, неподвиж¬ 
ным или само колеблется. В случае неподвижного основания рамки 
и ротор могут совершать колебания, которые либо возбуждаются 
как собственные колебания (нутации), либо вынужденно возни¬ 
кают вследствие неуравновешенности. Возможны также колебания, 
возбуждаемые разного рода контрольными устройствами (коррек¬ 
цией). В случае подвижного основания колебания возбуждаются 
всегда извне и частично передаются на систему рамок. 

Выпрямительный эффект, обусловленный инерцией рамок, вле¬ 
чет за собой кинетический уход. Частный случай такого ухода уже 
был исследован нами выше (§ 4.4). Там мы, исходя из нелиней¬ 
ных уравнений движения (4.61), определили среднюю скорость 
ухода оси астатического симметричного гироскопа в кардановом 
подвесе. Осреднение за один период нутаций показало нам, что 


ухода внутренней рамки не происходит ((3 = 0), а внешняя рамка 

вращается с угловой скоростью а, определяемой выражением 
(4.67). 

Вычисления (§ 4.4) производились в предположении, что в ос¬ 
новном положении геометрические оси карданова подвеса совпа¬ 
дают с главными осями ротора, внутренней и внешней рамок. Для 
реальных гироскопических приборов такое предположение не 
всегда справедливо. Поэтому интересно также выяснить, каково 
влияние на кинетический уход центробежных моментов инерции 
рамок. Это можно установить тем же способом, что и в § 4.4. Бо¬ 
лее точная теория [75] приводит к следующему выводу: следует 
ожидать, что средняя скорость ухода внешней рамки вместо фор¬ 
мулы (4.67) будет определяться формулой 


- \Е 1 соз р 0 - ( А а + С 1 ) зіп Ро 

ц _ *- - 

2 [А 0 — 2 Е 1 сов ро $іп РоР 


(11.31) 


При Е 3 = 0 с у четом вытекающего из формулы (4.64) соотношения 

^а — ^аѴ^ІВ формула (11.31) переходит в (4.67). Следует от¬ 
метить тот факт, что на уход влияет только центробежный момент 
инерции Е 3 внутренней рамки. Как В 1 и Р 3 , так и центробежные 
моменты инерции внешней рамки в конечном результате не фигу¬ 
рируют. Из (11.31) видно, что кинетический уход возможен и при 
р 0 = 0. Чтобы его избежать, необходимо динамически отбаланси¬ 
ровать внутреннюю рамку, т. е. добиться Е 3 = 0. 

При неуравновешенном роторе у гироскопа в кардановом под¬ 
весе возбуждаются вынужденные колебания с частотой вращения 
ротора. Их амплитуду и фазу можно определить известными мето¬ 
дами, причем необходимо обращать особое внимание на то, что 
вследствие резонансных явлений можно столкнуться с весьма 
большой амплитудой. Путем осреднения этих колебаний за один 
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период можно найти также односторонние вибрационные моменты, 
приводящие к кинетическому уходу [75]. То же относится и к само¬ 
возбуждающимся колебаниям карданова подвеса. Во всех этих 
случаях результирующая скорость ухода пропорциональна квад¬ 
рату амплитуды колебаний. Зависимость ухода от моментов инер¬ 
ции и центробежных моментов инерции рамок для разного рода 
колебаний различна. То же относится и к влиянию угла наклона ро 
внутренней рамки и кинетического момента Я. 



Рис. 11.13. Гироскоп в кардановом Рис. 11.14. К расчету поворота ра- 

подвесе и связанные с ним оси мок относительно ротора, 

координат. 


Названные уходы могут иметь отрицательные последствия, 
если приборы подвергаются юстировке в лабораторных наземных 
условиях, а затем используются на спутниках и космических ко¬ 
раблях в условиях невесомости. Так как путем тщательной балан¬ 
сировки гироскопы юстируются в лаборатории так, чтобы их уход 
относительно звезд сводился к нулю, то может случиться, что ско¬ 
рость ухода, обусловленная кинетическими причинами, окажется 
скомпенсированной как раз тем остаточным моментом силы тя¬ 
жести, который является следствием указанной балансировки. По¬ 
скольку этот момент в условиях невесомости, характерных для 
движения в космосе, обращается в нуль или в период старта кос¬ 
мического корабля принимает значение, отличное от земного, не 
исключено появление погрешностей, которые при испытаниях в ла¬ 
бораторных условиях могли оказаться незамеченными. 

При рассмотрении названных выше явлений мы предполагали, 
что сам ротор участвует в колебаниях системы. Но в случае таких 
колебаний, которые передаются через основание прибора, ось ро- 
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тора можно считать не втянутой в колебательный процесс. Во вся¬ 
ком случае, уход оси, с которым мы здесь можем столкнуться, 
происходит настолько медленно, что на протяжении одного пе¬ 
риода колебаний ось ротора можно считать неподвижной. Тогда 
по известному движению рамок можно определить создаваемые 
ими моменты реакций. Осреднив за период момент, наложенный 
на ротор внутренней рамкой, мы можем найти средний уход оси 
ротора. 

Воспользуемся изображенной на рис. 11.13 системой осей и 
положим, что ее ось 3 совпадает с неподвижной осью ротора. Сле¬ 
довательно, внутренняя рамка может вращаться только вокруг 
оси 3; соответствующий угол поворота обозначим у'. Векторы уг¬ 
ловых скоростей рамок имеют вид (рис. 11.14) 

(°і = (0. о, ѵО, 

со^ = (— ѵ /§ і п Р / > Р’і у' созр')> (И-32) 


где р' — угол поворота внешней рамки относительно внутренней. 
Уравнения движения внутренней и внешней рамок в осях, связан¬ 
ных с рамками, могут быть написаны в форме Эйлера: 


Н[ + ъ 1{к ^Н> к = М\=М\* + м\\ 
Щ + = = Му + М™ 


(11.33) 


Если геометрические оси карданова подвеса не совпадают с глав¬ 
ными осями рамок, то векторы кинетических моментов будут 
равны 





У 


Н 


А 

і 


г\А А 

Ѳ г -/со/ = 


су ^ 

— А А зіп ру — Р А р' — Е А соз ру 
Р А зіп ру + В А р' — О а соз ру 


(11.34) 


Е А зіп ру — й А $' + С А соз ру -I 


В обозначениях моментов в (11.33) первый верхний индекс ука¬ 
зывает на тело, к которому момент приложен, а также на систему 
координат, в которой составлены уравнения. Второй индекс уточ¬ 
няет происхождение данного момента. Так, М Аа — это момент, на¬ 
кладываемый основанием на внешнюю рамку. Поскольку уравне¬ 
ния (11.33) относятся к системам координат, связанным с рам¬ 
ками, необходимо иметь в виду следующее преобразование: 



0 

1 

0 


ЗІП Р' ’ 


му ' 

0 


0 

созр' _ 


му 

1- 3 


(11.35) 


13 К. Магнус 
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Соответственно в неподвижных осях 1, 2, 3 для момента, наложен¬ 
ного на ротор, имеем 



соз у' 
зіп у' 
О 


зіп у ' 

0 ' 


Л4{* " 


соз у' 

0 


Щ* 

. (11.36) 

0 

1 - 


.. 0 . 

1 


При этом имеется в виду отсутствие трения в опорах, т. е. М?° = 
— м[ А = = 0. Теперь для вычисления искомого момента М* 1 

можно из (11.33/2) найти М ^ 1 . После преобразования последнего 

согласно (11.35) и подстановки в (11.33/1) мы определим М\ к . От¬ 
сюда, согласно (11.36), получаем 


М? = - а), \а\і (- М%° + НІ + гытЪіНІ) + Н[ + г т М]. (11.37) 

Надо подставить в это выражение функции |3'(/) и у'(/) и произ¬ 
вести осреднение за период колебаний Т : 

_ т 

М? 7 = | М? 7 Л. (11.38) 

о 


Далее, опираясь на приближенные уравнения (11.25) {Й = 0), от¬ 
сюда получаем составляющие средней угловой скорости ухода оси 
ротора, теперь уже не рассматриваемой как неподвижная: 


м§ ; - м? 1 

Н СОЗ ро * ^ ~ Н С05 Ро 


(11.39) 


Вычисление входящего в (11.39) выражения (11.37) в общем слу¬ 
чае может подчас оказаться затруднительным, однако при осред¬ 
нении согласно (11.38) большинство членов выпадает, в том числе 

и неизвестный момент Для иллюстрации сказанного рассмо¬ 

трим простой пример конического движения основания, при кото¬ 
ром ось внешней рамки описывает прямой круговой конус с углом 
при вершине, равным 26 (рис. 11.15). В данном случае 

Р' = 6созОі^, ѵ' = б5ІпйЛ (11.40) 


Вычисление значений (11.37) в предположении 6 <С 1 после осред¬ 
нения согласно (11.38) дает 


м? = — Ѵ 2 0- 4 6 2 й 2 , М$' = — ѴгДѴо 2 . (11.41) 


Подставив эти значения в (11.39), получим составляющие средней 
скорости ухода 


а 


а 

2Н ’ р 


й А д 2 0? 
2 Н 


(11.42) 


Эти угловые скорости опять-таки пропорциональны квадратам ам¬ 
плитуды и частоты. При динамически уравновешенной внешней 
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рамке никакого ухода не возникает. Однако при колебаниях или 
коническом движении, происходящих не около основного положе¬ 
ния (р' = 0), можно констатировать уход и при равных нулю цен¬ 
тробежных моментах инерции. Различные случаи подобного рода 
были исследованы, например, Климовым [76]. 


1 



Рис. 11.15. Коническое движение оси внешней рамки. 


11.4.2. Последствия нарушения баланса моментов относительно 
оси ротора. В § 11.3 мы уже рассматривали некоторые явления, 
возникающие при ускорении или замедлении ротора. Займемся 
еще двумя эффектами, которые могут возникнуть при колебаниях 
гироскопа. 

Режим гиродвигателя регламентируется скоростью ротора от¬ 
носительно статора, т. е. у гироскопа в кардановом подвесе вели¬ 
чиной у. При установившемся режиме (рис. 11.12) у = со 0 = сопзі. 
С другой стороны, для гироскопа в кардановом подвесе, согласно 

о- 51 ), 

(Оз = у -}- сс зіп |3. 

У колеблющегося гироскопа при а зіп р > 0 относительная угло¬ 
вая скорость у оказывается меньше, так как вследствие инерции 
ротора абсолютная угловая скорость соз при быстрых нутационных 
колебаниях остается практически неизменной. Согласно рис. 11.12, 
это приводит к появлению момента рассогласования 

ДЛ4з = — к Ду я* ка зіп (3. (11.43) 

У синхронных гироскопов постоянный коэффициент к может дости¬ 
гать очень большой величины. Момент, противоположный ДМз, 
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приложен к статору (внутренней рамке) и имеет составляющую 
в направлении оси внешней рамки (ось 1) 


АМі — — ДМз зіп р = —к зіп 2 р а. 


(11.44) 


При малой амплитуде нутационных колебаний можно положить 

Р — Ро Р и 

а = а А сов щ 

6 (П.45) 

Р = а /4 Т/ -7Г- вшг/. 


В 


Подставив (11.45) в (11.44), получим 
А М 1 = — к а (зіп 2 Ро + Р зіп 2р 0 ) = 


Л° 


= к зіп 2 Роа^о^ зіп о Ы 1 + к зіп 2р о а 2 1 "|/ ~ зіп 2 0 ^. 
Среднее значение этого момента за период нутации не равно нулю: 


ДМ, = 


со 


N 


N 


2я 


1 


ДМ, йі = — <& м к зіп 


о 


іп 2Р 0 а л ]/"* 


Л° 

В 


Используя знакомые нам соотношения (11.39) и (4.65) 


Р = 


ДМ, 


Н С05 Ро 


И 0 


/V __ Н С05 Ро 


находим из полученного выражения скорость ухода внутренней 
рамки 



ка 2 А зіп 2р 0 
2 В 


(11.46) 


По этой причине начальное отклонение внутренней рамки еще 
больше возрастает. 

У гироскопов в кардановом подвесе можно наблюдать еще 
одно явление, связанное с колебаниями. В определенном интер¬ 
вале угловых скоростей выбегающего ротора амплитуда нутацион¬ 
ных колебаний сильно возрастает, тогда как при ускоряющемся 
роторе она обычно уменьшается, хотя иногда и возрастает. Эти 
явления можно объяснить, если обратиться к уравнениям движе¬ 
ния. Включая в приближенные уравнения (11.25), которыми мы 
уже пользовались, инерционные члены и полагая М х = М 2 — О, 
получаем систему уравнений 

Аа + Я соз р р + Я зіп р = О, 

ВР — Я соз Ра =0. 


(11.47) 



11.4. Эффекты, вызванные колебаниями 


389 


Здесь Н(і) является функцией времени и # = ДЛ4з равно резуль¬ 
тирующему моменту относительно оси ротора. Умножая первое 
уравнение (11.47) на а и подставляя в него соз |3 из второго, после 
интегрирования по времени находим следующее энергетическое со¬ 
отношение: 


У 2 (Л а 2 + Вр 2 ) + 


На зіп р йі = Е х 


о* 


(11.48) 


Так как при нутационных колебаниях движение оси фигуры со¬ 
вершается всегда в том же направлении, что и вращение ротора, 
изображающая точка системы на плоскости а-(3, а следовательно, 
и на плоскости а-зіп (3 движется в направлении, принятом в мате¬ 
матике за положительное (рис. 11.16). Поэтому всегда справед¬ 
ливо соотношение 

| а зіп р йі = | зіп р йа < 0. 

Отсюда следует, что интеграл в равенстве (11.48) является при 
ускоряющемся роторе (Н > 0) монотонно убывающей функцией 



времени, а при выбегающем роторе (Й <С 0) монотонно возрас¬ 
тающей. В силу этого у ускоряющегося гироскопа энергия движе¬ 
ния передается рамкам, а у замедляющегося, наоборот, отнимается 
от них. Но непосредственно из этого еще нельзя делать заключе¬ 
ние об изменении амплитуды нутационных колебаний, поскольку 
Н(і) —величина переменная. Тенденцию к изменению амплитуды 
для малого Й и |3 <С 1 можно оценить следующим образом. Реше¬ 
ние уравнений (11.47) можно искать в такой форме: 

а = а А (1) соз ф(/), 

Р = Рл (0 5ІП ф (0 = а А (І) ЗІП ф ( і ). 


(11.49) 


390 


И. Гироскопические приборы. Классификация и общие свойства 


При Я = 0 оно дает уже знакомое нам решение для 
колебаний 


а А — сопз! и ф (і) = со ы і = 


Н 


у АВ 


I . 


Подставив (11.49) в (11.48), получим 


± Л 

2 Л 




Е 0 — Г Я $іп р сіа. 


нутационных 

(11.50) 

(11.51) 


Ввиду предположенной малости Я имеем 

а л <а л (и -^2- (ц ы 
\ йі I сіі 

Таким образом, приближенно 


Я 



2В 

Я 2 


— | Н зіп р сіа . 


(11.52) 


Отсюда видно, что величина ал в основном пропорциональна 1 /Н, 
так что у ускоряющегося гироскопа следует ожидать уменьшения 
амплитуды нутаций, а у замедляющегося — ее увеличения. Это 
подтверждается и экспериментально. Интегральный член в квад¬ 
ратных скобках противодействует указанной тенденции, однако 
вследствие принятой малости Я он в общем не может изменить 
качественную картину явления (ср. также Шмид [77]). 


11.4.3. Влияние упругости элементов конструкции гироскопических 
приборов. Элементы конструкции, несущие ротор, как-то: валы, 
рамки, всевозможные крепления, корпуса, не являются абсолютно 
жесткими. Под действием нагрузки, наблюдаемой, например, при 
ускорениях, они всегда деформируются. Вследствие этого также 
могут возникать односторонние вибрационные моменты, приводя¬ 
щие к нежелательным погрешностям или уходам. Далее мы зай¬ 
мемся их исследованием, считая деформации упругими. 

В отличие от колебательных явлений, рассмотренных в преды¬ 
дущих параграфах, мы будем теперь предполагать, что происходят 
не вращательные, а поступательные колебания основания. Если 
сіі = (аі, а 2у аз) — вектор ускорения этих колебаний, то в центре 
масс системы приложена сила инерции 

Р* = — таі. ( 11 . 53 ) 

Но, как показано на рис. 11.17, вследствие упругой податливости 
конструкции центр масс 5 отклоняется от своего положения рав¬ 
новесия О; это отклонение определяется вектором г*. Последний 
может быть найден из формулы 


( 11 . 54 ) 
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При этом предполагается, что отклонения пропорциональны на¬ 
грузкам. Это, безусловно, допустимо, если частота вынужденных 
колебаний основания много меньше частоты собственных колеба¬ 
ний, обусловленных упругостью конструкции. В большинстве слу- 



Рис. 11.17. К возникновению инерционного момента (11.56) при упругой податливости опоры 

гироскопа. 


чаев это требование удовлетворяется. Если главные оси тензора 
упругости Сц совпадают с осями координат, то 





- р«- 


" С\Г\ ' 
С 2 Г 2 


С\ 

II 

, Гі = 

р я 
г 2 

с 2 


• с г г 3 - 






_ Съ _ 


(11.55) 


Сила инерции Р приложенная в смещенном центре масс 5, со¬ 
здает момент относительно точки О, являющейся положением рав¬ 
новесия центра масс (рис. 11.17): 



(11.56) 


Подставляя сюда (11.55) и (11.53), получаем 



аді- 


]_ 

Съ 

_1_ 

С\ 

\_ 

С 2 



а 2 а 3 


Съ — С2 
С 2 Съ 


а ъ а { 


с 1 — Съ 

СъС\ 


а { а 2 


С 2 — С 1 
С1С2 


(11.57) 


Отсюда видно, что в случае равножесткого подвеса (сі = Сі = С з) 
никаких моментов не возникает. Если же коэффициенты с ь с 2 , с 3 
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не все одинаковы, то говорят об эффекте нераѳножесткости под¬ 
веса. 

В качестве примера рассмотрим вначале весьма важный случай 
постоянного ускорения (ускорение силы тяжести!). Если вектор 
ускорения силы тяжести лежит, например, в плоскости 2-3 
(рис. 11.13) и образует с осью 2 угол ф, то 

а { = 0, а 2 = §'созф, — ё^іпф. 

Подставляя эти значения в (11.57), находим 

М х = ,п2в ~ (Сз ~ Сг) ЗІП 2 ' ф , М 2 = М 3 = 0. (11.58) 

2.С іС^ 


Момент равен нулю, если сила действует в одном из главных на¬ 
правлений, т. е. когда ф = 0, я/2, я, Зя/2. Он пропорционален раз¬ 
ности с 3 — с 2 коэффициентов жесткости, а также квадрату уско¬ 
рения (^ 2 -эффект!). Если направление вектора ускорения относи¬ 
тельно основания неизменно, то указанный момент можно легко 
компенсировать. Однако при испытаниях гироскопических прибо¬ 
ров на стенде часто преднамеренно исследуются различные поло¬ 
жения прибора в поле силы тяжести. При вариации угла ф рас¬ 
сматриваемый нами эффект неравножесткости проявляется как 
возмущение удвоенной по сравнению с частотой изменения ф ча¬ 
стоты. 

В качестве следующего примера рассмотрим колебание основа¬ 
ния с амплитудой $ г - 0 = ($ю, $ 20 , 5 зо) и частотой Й. В этом случае 

а і — соз Ш. (И .59) 


Подставив это выражение в (11.57), получим момент, пропорцио¬ 
нальный соз 2 Ш. Таким образом, после осреднения за один период 


мы придем к моменту 



5 20 5 30 


Съ — с 2 



5 30 5 10 


с 1 _ с з 

СгСі 


5 іо%) 


с 2 — с 1 

Сі^2 


(11.60) 


(11.61) 


Нетрудно убедиться в том, что при круговых поступательных ко¬ 
лебаниях типа 

а 2 = $& 2 созШ, а 3 = $й 2 зіпШ (11.62) 

осреднённый момент от неравножесткости равен нулю. То же от¬ 
носится и к эллиптическим колебаниям, если главные оси эллипсов 



11.4 Эффекты, вызванные колебаниями 


393 


совпадают с осями координат. Разумеется, при этом предпола¬ 
гается, что частота вынужденных колебаний достаточно мала по 
сравнению с собственной частотой конструкции, а демпфирование 
отсутствует. Тогда отклонение всегда находится в фазе с возбуж¬ 
дающей силой. Если указанные посылки не соблюдаются, то в ре¬ 
зультате появляется опять-таки постоянная составляющая мо¬ 
мента, зависящая в данном случае от демпфирования, от частоты 
и от величины возбуждающего воздействия (Фернандец и Маком- 
бер [78]). 

Следует еще отметить, что моменты (11.58) или (11.61) у сво¬ 
бодных гироскопов вызывают уход, а у гироскопов, на которые на¬ 
кладываются моменты (типа моментов упругих сил), погрешности 
в показаниях. И те, и другие поддаются расчету известными спо¬ 
собами. 



Глава 12 


Позиционные гироскопы 


Если суммарный момент приложенных к гироскопу внешних сил 
равен нулю, то из теоремы о кинетическом моменте следует по¬ 
стоянство вектора кинетического момента Я* = Н і0 — сопзі. Так 
как у быстровращающихся гироскопов кинетическая ось, ось вра¬ 
щения и ось фигуры практически совпадают, то такой не подвер¬ 
гающийся действию внешних моментов гироскоп сохраняет неиз¬ 
менным направление своей оси в пространстве. Его можно назвать 
хранителем направления и использовать в этих целях. 

Подвес позиционного гироскопа должен быть устроен так, 
чтобы ротор обладал тремя степенями свободы. Для обеспечения 
этого создано множество различных конструкций: подвес на ост¬ 
рие, поплавковый подвес, электростатический и электромагнитный 





Рис. 12.1. Различные типы кардановых подвесов: внутренний (а), внешний (Ъ) и смешан¬ 
ный (с) подвесы. 


подвесы, торсионный подвес, подвесы на упругих крестовинах. Но 
особенно большое распространение получил карданов подвес, ко¬ 
торый может быть выполнен в виде внутреннего (рис. 12.1, а), 
внешнего (рис. 12.1, Ь) или комбинированного (рис. 12.1, с) под¬ 
веса. Для гироскопов в кардановом подвесе характерны неко¬ 
торые кинематические особенности, которые мы рассмотрим 
ниже. 


12.1 Кинематическая погрешность позиционного гироскопа 
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12.1. Кинематическая погрешность позиционного гироскопа 

в кардановом подвесе 

Исследуем для примера показания позиционного гироскопа, уста¬ 
новленного на каком-либо объекте (скажем, на самолете). В за¬ 
висимости от ориентации системы осей, связанной с самолетом 
(Р, 2 Р , З р , рис. 9.1), относительно осей 1, 2, 3 гироскопа разными 
будут и показания прибора. Наибольший интерес обычно пред¬ 
ставляют основные виды расположения прибора, характеризую¬ 
щиеся параллельностью осей рамок в их основном положении 



Рис. 12.2. Основные виды расположения гироскопа в кардановом подвесе. 


осям самолета. При этом возможны шесть случаев, изображенных 
на рис. 12.2. Каждый из них может быть однозначно определен 
при помощи одной из перестановок цифр 1, 2, 3. Пусть, напри¬ 
мер, «123» обозначает такое расположение, при котором вне зави¬ 
симости от направления осей имеет место следующая ориентация: 

1 || 1^, 2 || 2 Р , 3 || 3^. Тогда «312» будет обозначать 3 || 1*\ 1 || 2 Р , 

2 || З р и т. д. 
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Предположим, что для измерения угла ф (угол рыскания) при¬ 
меняется, например, ориентация «321» или «231». И та, и другая 
допускают поворот внешней рамки на 360°, так что приборы при¬ 
годны и для работы на вираже. Если же углы рыскания ограни¬ 
ченны, то могут быть использованы конфигурации «132» или «312». 
Для вертикантов или гироскопических горизонтов, предназначенных 
для измерения углов Ф (угол тангажа) и ф (угол крена), при¬ 
годны комбинации «123» и «213». Если конструкция допускает 



Рис. 12.3. Повороты системы координат 1* 2?, З р , связанной с самолетом, относительно 
системы координат 1, 2, 3, связанной с гироскопом в кардановом подвесе. 


полный поворот внешней рамки, то при расположении «123» мо¬ 
жет быть допущено вращение самолета («бочка»), а при распо¬ 
ложении «213»—«мертвая петля». 

У гироскопа в кардановом подвесе легко измерять углы аир. 
Поэтому для нас представляет интерес зависимость углов аир 
от углов ф, Ф, ф, определяющих положение самолета в простран¬ 
стве. Таким образом, искомыми являются 

а = а(ф, О, ф), р = р(ф, ф). (12.1) 

При вычислении функций (12.1) можно исходить из того, что на¬ 
правление оси ротора в пространстве неизменно. На это допуще¬ 
ние можно опираться даже при наличии медленного ухода, так как 
при приближенных расчетах можно считать, что возникающие от 
ухода погрешности просто складываются с кинематическими по¬ 
грешностями подвеса. 
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Рассмотрим неподвижную систему координат 1, 2, 3 и систему 
Р, 2 Р У З р у связанную с самолетом (рис. 12.3). Они могут быть 
совмещены путем трех последовательных ортогональных поворотов 
вокруг осей 3 (угол ф), 2' (угол 0) и 1" = 1^ (угол ср). Следует 
иметь в виду, что эти углы, используемые в механике полета, опре¬ 
деляются иначе, чем углы Эйлера на рис. 1.23. Для представления 
радиуса-вектора г { в различных системах координат (рис. 12.3) 
справедливы следующие формулы преобразования: 


г ( = ау г 

г і = а Ъ а Ѵи> 


( 12 . 2 ) 
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(12.3) 


являются матрицами преобразования 1 ). С другой стороны, коор¬ 
динаты вектора г\ в системе, связанной с внутренней рамкой, 


можно выразить через его же координаты в системе самолета; для 
этого нужно сделать последовательные преобразования сначала 
к осям, связанным с внешней рамкой, а затем к осям корпуса при¬ 
бора и к осям самолета. Эти преобразования имеют вид 



= аР.гР 
и 1 



пЕ г° 
и а г і 


— л а лР Г^ 
а Ц и }к г к' 

— пЕ /уСі Гр гі 

— и іГ1к и кѴІ> 


(12.4) 


где — установочная матрица, определяющая ориентацию при¬ 
бора относительно самолета; ее можно получить, например, из 
(12.3), если подставить туда углы фо, Фо, фо, которые образуют ме¬ 
жду собой оси корпуса прибора и самолета. Так как в основном 


>) Равенства (12.2) устанавливают связь между координатами вектора г^ в осях 1, 2, 3 и 

его же координатами в системах Г, 2', 3', 1", 2", 3" и в осях самолета соответственно. — 

Прим. ред. 
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рабочем режиме прибора углы а и (3 равны нулю, установочная 
матрица определяет ориентацию осей рамок карданова подвеса и 
ротора относительно самолета в этом основном положении. Осталь¬ 
ные матрицы имеют вид 


созр 
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зіц 
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‘ 1 0 
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0 
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о а = 

» и іі 

0 соз а 

— зіп а 
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- 0 зіп а 
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Таким образом, связь между координатами вектора в системе вну¬ 
тренней рамки и в неподвижной системе определяется выражением 


г = а Е а Е сі а оР 

г I и ІГік и кІ и Іт г т' 


(12.5) 


Если принять во внимание, что единичный вектор в направлении 
оси ротора г[° = (0, 0, 1) неподвижен, а начальное положение оси 

ротора в неподвижной системе в силу а% = а®.= 6., задано как 

11 I ] I ] 


то для произвольного движения объекта из (12.5) следует, что 


г/Е ЛО __ 
и і]І 


г/Е пЕ ор* г !0 
и Ц и Ік и кІ и Іт г т‘ 


Для вычислений это выражение удобно преобразовать, умножив 
его на а Е г. 
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( 12 . 6 ) 


где 


.00_ 


а %’ а % Г к 


/О 


ЗІП р 

— зіп а соз р 
соз а соз р 


(12.7) 


Координаты этого единичного вектора в направлении оси ротора 
в системе, связанной с корпусом, зависят только от углов аир. 

Матрица ац содержит углы ф, Ф, ф, определяющие положение са¬ 
молета, а матрица а Е . — углы начальной ориентации фо, Фо, фо- Это 

позволяет на основании (12.6) вычислить функции 

а = а (ф, О, Ф, фо, О 0 , Фо), 

Р = Р (Ф, 'в', Ф, Фо, Фо» Фо) 


для любого вида установки гироскопа в самолете. В частных 
случаях можно также учесть возможный в основном рабочем поло¬ 
жении угол наклона р 0 внутренней рамки относительно внешней. 
Тогда Ро войдет в (12.8) в качестве дополнительного параметра. 

Вычисление функций (12.8) может оказаться весьма трудоем¬ 
ким, однако при использовании электронных вычислительных 
машин оно не вызывает принципиальных затруднений. 
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В виде примера проведем расчет курсового гироскопа, установ¬ 
ленного согласно конфигурации «321», как показано на рис. 12.4. 
Положительные направления осей, которые сами по себе могут 
быть заданы произвольно, в нашем случае выбраны так, как ука- 

1 







Рис. 12.4. Расположение курсового гироскопа в схеме «32Ь. 


зано на рисунке, с тем чтобы получить в результате положитель¬ 
ные величины. Установочная матрица в данном случае имеет вид 



О 0—1 
0—1 0 
— 1 0 0 . 


Тогда, принимая во внимание (12.7), для правой части (12.6) по¬ 
лучим 
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(12.9) 


С другой стороны, а? І г^° = [ —1, 0, 0], и поэтому в силу (12.3) 
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( 12 . 10 ) 
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Как следует из (12.6), матрицы (12.9) и (12.10) должны быть 
равны. Из вытекающих отсюда трех равенств могут быть най¬ 
дены аир: 

і _ зіп ар соз ер — соз ф зіп Ф зіп ф 

® СОЗ ф соз Ф ’ 

«321» (12.11) 

зіп р = зіп ф ЗІП ф + соз ф зіп О СОЗ ф. 

Из этих формул видно, что при О = ф = 0 будет а = ф, а при 
ф = Ф = 0 будет р = О. Тогда относительный поворот внешней 
рамки дает в точности угол рыскания, а поворот внутренней рам¬ 
ки — угол тангажа. При более общем характере движения само¬ 
лета это уже не имеет места. Напротив, здесь возникают кинема¬ 
тические карданные погрешности 


Дф = а — ф и Дд==р—д. 


( 12 . 12 ) 


Так, например, для горизонтального виража (О = 0) 
находим 

1^га = 1:5фсо5ф, 


откуда 
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( 12 . 11 ) 

(12.13) 

(12.14) 


Результаты расчета по этой формуле представлены в виде кривых 
на рис. 12.5 и 12.6. С увеличением крена самолета (угла ф) по¬ 
грешность показаний растет; она имеет период я по углу рыска¬ 
ния ф и при ф = ±(я/2)я обращается в нуль. Для малых углов 
крена (ф 1) получается 

Дф ^ — Ѵ4ф 2 зіп 2ф. (12.15) 


Расчет кардановых углов для других конфигураций, представлен¬ 
ных на рис. 12.2, приводит к следующим результатам: 


«123» 


а = ф, р = 'Ѳ'; 

(12.16) 

«213» 
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СОЗ ф 1 ^ 

(12.17) 
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«132» 

СОЗ ф СОЗ Ф 4* ЗІП ф зіп Ф ЗІП ф * 

(12.18) 


ЗІП р == 
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«312» 
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зіп ф ЗІП ф + соз ф зіп Ф СОЗ ф 
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(12.19) 


8ІПр = 

зіп ф соз ф — соз ф зіп О зіп ф; 




зіп Ф СОЗ 'О' 


«231» 

соз ф СОЗ ф + зіп ф ЗІП Ф ЗІП ф 

(12.20) 
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ЗІП ф соз ф — зіп ф зіп О СОЗ ф, 
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Рис. 12.5. Кинематическая погрешность в зависимости ог угла ф при ф 0 =&0°. 



Рис. 12.6. Влияние крена ф 0 самолета на кинематическую погрешность в интервале 

0<ф < я/2. 


Примечательно, что конфигурация «123» позволяет измерять угол 
крена ф и угол тангажа О без карданных ошибок при произволь¬ 
ном движении самолета. Это, естественно, связано с принятым оп¬ 
ределением углов ориентации самолета. При более общем харак¬ 
тере движения самолета все другие способы расположения приводят 
к кинематическим погрешностям в измерении. Систематическим 
исследованием этих погрешностей мы обязаны Зеебаху [79]. Марре 
[80] указал на различные возможности такого расположения гиро¬ 
скопов и платформ, при котором карданные погрешности не воз¬ 
никают. 


12.2. Курсовой гироскоп 

Курсовой гироскоп — это позиционный гироскоп, который установ¬ 
лен на наземном движущемся объекте или на самолете так, что он 
позволяет измерять азимутальный угол, т. е. угол поворота объекта 
вокруг вертикальной оси. 
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12.2.1. Общие свойства, коррекция направления и межрамочная 
коррекция. В наземных условиях курс движущегося объекта опре¬ 
деляет ориентацию объекта только по отношению к Земле. Как 
следствие этого идеально уравновешенный позиционный гироскоп, 
кинетическая ось которого неподвижна в инерциальном простран¬ 
стве, способен правильно указывать курс не всегда, а только при 
определенных условиях. Искажения в указании курса, т. е. уходы , 
могут быть вызваны следующими причинами: 

1) вращением Земли, 

2) собственным движением объекта и 

3) остаточными вредными моментами. 

Вектор со? угловой скорости Земли совпадает с осью Земли 

и направлен с юга на север. В пункте наблюдения с географиче¬ 
ской широтой ф его можно разложить на вертикальную (со^зіпф) 



Рис. 12.7. Горизонтальная и вер¬ 
тикальная составляющие угло¬ 
вой скорости Земли. 



объекта на восточную и северную со¬ 
ставляющие. 


и горизонтальную (со^созф) составляющие, последняя из которых 
лежит в плоскости местного горизонта и направлена на север 
(рис. 12.7). Обе составляющие оказывают влияние на курсовой 
гироскоп: вертикальная составляющая измеряется непосредственно 
как поворот внешней рамки (курсового кольца) относительно кор¬ 
пуса и соответственно входит в показания курса как изменение 
последнего; горизонтальная составляющая, хотя и не оказывает 
непосредственного влияния на показания, но, вызывая поворот 
внутренней рамки относительно внешней, может, например, по 
причине карданных погрешностей оказать на них побочное 
влияние. 
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Если объект движется относительно Земли, то ввиду особенно¬ 
стей определения направления на Земле показания курса прихо¬ 
дится корректировать, во всяком случае при движении в высоких 
широтах (Шмид [81]). В простейших случаях погрешность можно 
компенсировать автоматически путем формирования соответствую¬ 
щих моментов. Если ѵ р — вектор скорости объекта относительно 

Земли, а ф— курс (относительно направления на север), то ѵ р 
можно разложить на 

северную составляющую: ѵ ы = ѵ г соз ф и 

восточную составляющую: у°==у /7 зіпф 

(рис. 12.8). На показания курса оказывает влияние только восточ¬ 
ная составляющая. Вызванное ею искажение курса можно себе 
представить как результат влияния некоторого дополнительного 
вращения Земли вокруг своей оси с угловой скоростью со^, которое 
приводит к точно такому же изменению положения движущегося 
объекта в пространстве, как и при его действительном движении 
относительно Земли. Таким образом, 


или 


ѵ° = ѵ р зіп ф = со 77 /? соз ер, 


со 


р 


р . , 

У 51П Ф 

Р С05 ф 


( 12 . 21 ) 


Вертикальная составляющая этого вращения, как и вертикальная 
составляющая собственно вращения Земли, входит в показания 
курсового гироскопа, так что возникает уход внешней рамки отно¬ 
сительно корпуса с угловой скоростью 

п 77 

а н = — со* зіп ф- ^-зіпфі^ф. (12.22) 


Первое слагаемое правой части носит название девиация от вра¬ 
щения Земли , а второе — скоростная девиация (или скоростная по¬ 
грешность). Обе эти девиации в принципе могут быть скомпенсиро¬ 
ваны, потому что они известным образом зависят от курса, скоро¬ 
сти и географической широты. Для такой компенсации требуется 
приложить момент относительно оси внутренней рамки 

М 2 = — На = — Н (со* зіп ф + ф і§ ф|. 

Момент этот имеет как раз такую величину, при которой вызывае¬ 
мая им вынужденная прецессия а компенсирует уход а н вслед¬ 
ствие вращения Земли и скорости объекта. 

Погрешности в показаниях курсового гироскопа, вызванные не¬ 
регулярными вредными моментами относительно оси внутренней 
рамки, не поддаются компенсации. Тем не менее благодаря искус¬ 
ной конструкции такого рода возмущения удается свести к столь 
малой величине, что обусловленный ими уход оси гироскопа не 
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превышает 0,1° за час. Такие приборы в течение короткого вре¬ 
мени вполне могут быть использованы как свободные гироскопы. 

У курсовых гироскопов, применяемых, как правило, в условиях 
длительной эксплуатации, прибегают к коррекции двоякого рода. 
Во-первых, путем сравнения показаний гироскопа с показаниями 
индикатора направления (магнитный компас, радиокомпас) изме¬ 
ряется рассогласование — отклонение от заданного направления. 
При наличии последнего на гироскоп накладывается момент ! ) 

Л* 2 ' = Л*ПФ-1>30І.). (12.23) 

который заставляет его прецессировать до тех пор, пока рассо¬ 
гласование не будет сведено к минимуму. Этот процесс называют 

коррекцией , а соответствующий момент М[ — моментом коррек¬ 
ции. На практике приходится подбирать некоторые оптимальные 

значения скоростей коррекции а? и (или моментов коррекции), 
так как при слишком малой их величине текущие погрешности бу¬ 
дут исключаться слишком медленно, а при слишком большой а? 
гироскоп будет воспринимать погрешности индикатора направле¬ 
ния, обычно весьма подверженного воздействию всякого рода воз¬ 
мущений. У реальных приборов скорость коррекции составляет от 
0,1 до 4° в минуту. Во-вторых, корректируется также поворот вну¬ 
тренней рамки, чтобы она вследствие своего неправильного поло¬ 
жения по возможности не влияла на показания прибора из-за на¬ 
личия кинематических погрешностей (§ 12.1) и вообще не дошла 
до ограничителя. Возмущения курсового гироскопа будут наимень¬ 
шими, если внутренняя рамка в среднем перпендикулярна к внеш¬ 
ней (Р = 0). Этого можно достичь с помощью межрамочной коррек¬ 
ции , при которой момент межрамочной коррекции 

М| 5 = М?(Р) (м?(0) = 0) (12.24) 

заставляет гироскоп вместе с внутренней рамкой прецессировать 
к среднему положению. В отличие от коррекции вокруг измери¬ 
тельной оси межрамочная коррекция курсового гироскопа непо¬ 
средственно не влияет на процесс измерения. Ввиду того что 
в большинстве случаев плоскость внутренней рамки курсового ги¬ 
роскопа должна оставаться горизонтальной, межрамочную кор¬ 
рекцию можно осуществлять также с помощью маятника как 
индикатора направления. Но так как теперь при ускоренном дви¬ 
жении внутренняя рамка устанавливается перпендикулярно кажу¬ 
щейся вертикали, в данном случае говорят о коррекции по кажу¬ 
щейся вертикали. 

Скорость коррекции курсового гироскопа и в этом случае 
должна быть тщательно подобрана. Слишком слабая коррекция 
может оказаться практически неэффективной, а слишком сильная, 


*) В формуле (12.23) ф 50 ц — курс, выдаваемый гирокомпасом; зоіі — сокращение от Зоііѵѵегі 

(задаваемое значение). — Прим. ред % 
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наоборот, может создать новые источники погрешностей. В каче¬ 
стве примера изучим одну из них — погрешность конического дви¬ 
жения, в частности виражную погрешность. 

12.2.2. Виражная погрешность курсового гироскопа с коррекцией. 

Предположим, что самолет совершает горизонтальный вираж 

(О = 0) с постоянной угловой скоростью (я}) — , фо) и с постоян¬ 
ным креном (ф = фо) (рис. 12.9). Курсовой гироскоп самолета 


1 



Рис. 12.9. Самолет и курсовой гироскоп в начале виража (правый вираж, глядя в направ¬ 
лении полета). 


установлен так, что его измерительная ось (ось 1) совпадает с нор¬ 
мальной осью самолета З р . Пусть в момент времени і = 0 ось 
ротора горизонтальна и ориентирована в направлении полета. 

Показания курсового гироскопа во время виража будут иска¬ 
жаться как кинематическими погрешностями, подробно разобран¬ 
ными выше, так и, кроме того, виражной погрешностью. Рассмо¬ 
трим здесь только вторую из них. Виражная погрешность возни¬ 
кает у курсовых гироскопов с коррекцией вследствие того, что 
момент коррекции, возникающий при наклонной оси внешней 
рамки, имеет горизонтальную составляющую, которая может при¬ 
вести к уходу кинетической оси в азимуте. 

Предположим теперь, что как угол крена фо, так и угол откло¬ 
нения р внутренней рамки настолько малы, что мы вправе произ¬ 
вести линеаризацию, полагая ф 0 <С 1 и р <С 1. Более подробно 
с теорией погрешности конического движения можно познако¬ 
миться по работе Прайса [82], однако все существенные особенности 
этой погрешности выявляются и при приближенном исследовании, 
которым мы займемся ниже. При этих расчетах мы расчле¬ 
ним угол р на две части: чисто кинематическую р к и обусловлен¬ 
ную прецессионным движением вследствие коррекции р р . Угол р к 
воспроизводит поворот внутренней рамки относительно внешней 
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при неподвижной оси ротора. Построив сферический треугольник 
АВС на единичной сфере (рис. 12.10) с центром в точке подвеса 


1 



Рис. 12.10. К расчету погрешности конического движения. 


гироскопа, находим, согласно теореме синусов, 

зіп (— р*): зіп Фо = зіп ф : зіп (я/2), 

откуда в силу малости углов ф 0 и р к следует 

р/с ^ —ф 0 зіп ф. (12.25) 

Если момент межрамочной коррекции пропорционален р=р к + Р Р , 
то из приближенного уравнения быстровращающегося гироскопа 

Я|3 Р = М { = — к (р* + |Л (12.26) 


мы можем определить |3 Р . Введем новую постоянную 



(12.27) 


Подставив (12.25) в (12.26), учитывая (12.27) и имея в виду, что 
йф = фо (II, получим 


+ С$ Р = Сф 0 зіп ф. 


(12.28) 


Решение этого дифференциального уравнения для Р Р (0) = 0 имеет 
вид 

[ е-сф + С ЗІЦ і|) — С08 ф]. 


( 12 . 29 ) 
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Под влиянием коррекции прецессионное движение протекает так, 
что точка пересечения О оси ротора с единичной сферой 
(рис. 12.10) перемещается в направлении ВО (на рисунке — вниз 

за точку О). При этом скорости прецессии |3 Р соответствует ско¬ 
рость ухода оси ротора в азимуте 

6 ^ ^ Р Р ф 0 со$ ф. (12.30) 


Подставив сюда (12.29), после некоторых преобразований получим 


€І6 


й?ф 


фо С05 ф — 


Сфо 
с 2 + 1 


[ссоз 2 ф + зіпфсозф —се-^созф], (12.31) 


откуда после интегрирования находится виражная погрешность 



сфо 

2 (с 2 + 1) 


сф + с зіп ф соз ф + зіп 2 ф — 


2 се 

С 2 + ! ( §іп ф+^ (1—СОЗ Ф)} 


(12.32) 

Это выражение содержит член, возрастающий по линейному за¬ 
кону, а также периодические, постоянные и затухающие члены. 
Первое слагаемое в квадратных скобках свидетельствует об эф¬ 
фекте «захвата»: посредством механизма коррекции ось ротора не¬ 
изменно увлекается в направлении вращения на вираже. Если эту 
довольно опасную при длительном вираже составляющую тре¬ 
буется ограничить малой величиной, то путь к этому только один — 
возможно более слабая коррекция, т. е. малое с . В предельном 
случае, когда с —► 0, поскольку членом сф можно пренебречь, по¬ 
лучаем приближенное выражение 


0: 6^с74ФоО—соз2ф). (12.33) 


В другом предельном случае очень сильной коррекции имеем 

0 ->оо: б ] / 2 Фо(Ф + зіпфсозф). (12.34) 


В обоих случаях погрешность пропорциональна квадрату угла 
крена фо. При отсутствии коррекции (с = 0) виражная погреш¬ 
ность исчезает (6 = 0). Поэтому у некоторых курсовых гироскопов 
отключают коррекцию на время виража, чтобы по возможности 
устранить возмущения. 


12.3. Гироскопическая вертикаль 

Гироскопическая вертикаль—иначе называемая гироскопическим 
горизонтом или вертикантом — монтируется на объекте, например 
в самолете, таким образом, чтобы в основном положении ось ро¬ 
тора была вертикальна. В таком случае при поворотах самолета 
относительно оси ротора могут быть определены его крен и тан¬ 
гаж. При конфигурации «123» (рис. 12 2) карданов угол а вос¬ 
производит угол крена <р, а угол |3 — угол тангажэ (К 
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Ось ротора гироскопической вертикали — так же, как и курсо¬ 
вого гироскопа, — не может длительно сохранять заданное поло¬ 
жение. Уход из него возникает не только вследствие неизбежных 
вредных моментов, но и вследствие изменения положения вертикали 
места в инерциальном пространстве (за счет вращения Земли и дви¬ 
жения объекта относительно нее). Кроме девиации от вращения 
Земли и скоростной девиации (как у курсового гироскопа) здесь 
появляются погрешности , обусловленные ускорением объекта ( бал¬ 
листические девиации). Для того чтобы обеспечить малость этих 
отклонений, идут двумя путями: во-первых, гироскоп — хранитель 
направления связывают с индикатором направления, от которого он 
корректируется; во-вторых, путем специальной настройки парамет¬ 
ров прибора стараются свести к минимуму влияние собственного 
движения объекта. 

12.3.1. Режим установления корректируемой гироскопической вер¬ 
тикали. В качестве индикатора направления гироскопической вер¬ 
тикали могут применяться указатели вертикали, т. е. маятники 
любой конструкции. Путем смещения центра тяжести самого ги¬ 
роскопа последний можно превратить в гироскопический маятник. 
Различные конструкции подобного рода описаны, например, Фи- 
шелем [83]. Благодаря связи индикатора направления с хранителем 
направления получается прибор, значительно менее подверженный 
влиянию возмущений, чем каждая из его составных частей в от¬ 
дельности. Колебания маятника практически не передаются обла¬ 
дающему большой инерционностью гироскопу; с другой стороны, 
маятник корректирует неизбежный при его отсутствии уход оси 
ротора от заданного направления. 

Отличительной чертой гироскопической вертикали является ее 
свойство самостоятельно приходить в положение равновесия. Это 
нетрудно установить по приближенным уравнениям прецессионной 
теории, верным для большого значения кинетического момента: 

//р = ЛІ,, — На — М 2 . (12.35) 


В уравнения надо подставить возмущающий момент и момент 
коррекции, которые в зависимости от конструкции гировертикали 
могут иметь различные характеристики. Чаще всего встречаются 
характеристики, приведенные в следующей таблице: 



м, 

м, 

1. Момент силы тяжести 

—с\а 

—Сі Р 

2. Момент сопротивления вязкого трения 

—й^а 

—аф 

3. Момент сопротивления кулонова трения 

—Г\щх\а 

—г 2 здпр 

4. Линейный момент коррекции 

-Г,Р 

І2 а 

5. Момент коррекции релейного типа 

— ^і58пР 

^ 2 з^па 

(двухпозиционный или типа Вап^-Вап^) 
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Существует множество видов траекторий установления, опре¬ 
деляемых теми или иными комбинациями названных моментов. 
Влияние моментов, указанных в первых трех строках таблицы, уже 
было нами исследовано в § 11.2. Новыми по отношению к ним яв¬ 
ляются прежде всего моменты, фигурирующие в четвертой и пятой 
строках. Их знаки выбраны так, чтобы ось ротора, будучи выве¬ 
дена из заданного положения, вновь возвращалась к нему. Со¬ 
гласно терминологии гл. 5, здесь речь идет о неконсервативных 
позиционных силах, что можно видеть по структуре входящих 
в уравнения матриц позиционных сил. Например, в случае линей¬ 
ных моментов коррекции согласно четвертой строке мы получаем 
уравнения движения 

Яр + ^р = 0, — На — / 2 а = 0 

с решениями 

а = а 0 е~^ і/Н) 1 , р = $ 0 е~ { Ы н) 1 . 

Они описывают в плоскости сс-р (рис. 12.11) траектории установ¬ 
ления, которые, начинаясь в некоторой начальной точке (ао, Ро), 



Рис. 12.11. Траектории установления гировертикали с линейными моментами коррекции. 


асимптотически сходятся к началу координат. При /і = / 2 эти 
траектории превращаются в прямые, проходящие через начало 
координат. 

Если к моментам коррекции согласно четвертой строке добав¬ 
ляются еще моменты кулонова трения (третья строка), то траек¬ 
тории сходятся не к началу координат плоскости а-|3, а к предель¬ 
ным точкам /—4 (рис. 12.12), образующим вершины зоны нечув¬ 
ствительности. Траектории на рисунке соответствуют /і = } 2 - 

При наличии моментов коррекции, приведенных в пятой строке, 
получаются траектории установления типа показанных на 
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рис. 12.13. Изображающая точка движется здесь вдоль наклонной 
прямой до одной из осей координат и затем, совершая вибрацион¬ 
ное скольжение (см. п. 11.2.2), устремляется к началу координат. 

Траектории установления, о которых говорилось выше, это кри¬ 
вые в инерциальной системе координат. При учете вращения 
Земли и собственной скорости объекта получаются модификации 




Рис. 12.12. Траектории установления гиро- Рис. 12.13. Траектории установления гиро¬ 
вертикали при наличии кулонова трения. вертикали с коррекцией релейного типа. 


этих траекторий, которые зачастую позволяют сделать непосред¬ 
ственное заключение о свойствах гироскопической вертикали 
в данных условиях (см., например, [84]). Ниже мы рассмотрим 
два примера таких кривых. 

12.3.2. Элементарная теория гироскопической вертикали на под¬ 
вижном основании. Пусть мы имеем гироскопическую вертикаль 
конфигурации «123», у которой 1, 2, 3 ^ 1 р , 2 Р У З р , центр тяжести 
расположен ниже точки подвеса, а моменты коррекции линейны. 
Пусть прибор устроен так, что с\ = с 2 = с = т§8 и І\ = / 2 = !• 
Рассмотрим два режима полета: прямолинейный полет с ускоре¬ 
нием (или замедлением) и вираж. 

При ускоренном прямолинейном полете с ускорением Ь инди¬ 
каторы направления всегда устанавливаются по кажущейся вер¬ 
тикали, и мы имеем 

«і = о . = — ь/§. (12.36) 

Предположим, что отклонение кажущейся вертикали от истинной 
достаточно мало, так что можно положить р ь ^ рі,. При на¬ 
личии моментов, формируемых согласно первой и четвертой стро- 
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кам предыдущей таблицы, уравнения движения (12.35) принимают 
вид 


Вводя обозначения 


Яр + са + і (Р — Р/.) — О, 
Яа + с(р — р^)— /а=0. 


(12.37) 


(12.38) 


и полагая г — а + і р, мы можем представить систему уравнений 
(12.37) в виде одного уравнения в комплексной форме 

г + (б + т р ) г = 1(6 + і<о р ) Р^. (12.39) 


Общее решение этого уравнения при произвольной функции уско¬ 
рения 6ь (/) « —Ь(і)/§ имеет вид 


^ @—(б і 


2 0 + і (б + Ш р ) Г (і) е («+ г “ р ) * йі \ . (12.40) 


о 


Первый член в этом выражении отражает приход к положению 
равновесия из некоторого начального положения г(0)= 2 0 ; второй 
соответствует уходу оси гироскопа, вызванному колебаниями ка¬ 
жущейся вертикали. Если, например, принять 2 0 = 0 и считать, 
что движение происходит с постоянным замедлением — Ь 0 = ^Рыъ 


ЛА 

Аоіг 


■ ■ ■ ■ . 1 . .. *- 

О Т і 


Рис. 12.14. Предполагаемое отклонение кажущейся вертикали при временном замедлении 

в направлении полета. 


длящимся Т секунд (0 < і < Т) (рис. 12.14), то для Рь(0 можно 
написать 

Рі = Рю[1(0-1(*-т (12.41) 

где 1 (0^-единичная ступенчатая функция. Решение (12.40) для 
0 <і <Т имеет вид 


2 = 


/р ІО [і-е- (а+;<вР)< ]. 


(12.42) 
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Некоторые интегральные кривые, построенные по этой формуле, 
представлены на рис. 12.15. При 6 = 0 гировертикаль описывает 
прецессионную дугу вокруг р = р*,; в другом предельном случае 
(со р = 0) изображающая точка, начиная от начала координат пло¬ 
скости сс-р, движется прямолинейно, асимптотически приближаясь 



Рис. 12.15. Кривые отклонения гировертикали при равнозамедленном движении объекта. 


к р = Рь. Для всех промежуточных случаев получаются спирале¬ 
видные траектории. По окончании замедления (с момента I = Т) 
гировертикаль начинает приходить к основному положению при 
новом начальном условии = г(Т) и Р^/) = 0. 

В качестве второго примера полета с ускорением рассмотрим 
горизонтальный вираж. Теперь кажущаяся вертикаль определяется 
соотношением 

^ а і ~ ’ Рі = 0» (12.43) 


где ѵ —скорость полета и со — угловая скорость самолета на ви¬ 
раже. При правом вираже со > 0, при левом со <С 0. То же отно¬ 
сится и к углу кажущейся вертикали аь. Обращаясь к прибли¬ 
женным уравнениям (10.22), справедливым в системе координат, 
вращающейся с угловой скоростью о, и отбрасывая в них 
инерционные члены, получаем для нашего случая следующие 
уравнения движения: 


Яр -}- Ясось -}- с (а — а^) -}- ]Рр — 0, 
— На + Я сор + ср — ((а — а^) = 0. 


(12.44) 


Полагая г = а + ф и используя обозначения (12.38), приходим к 
уравнению в комплексной форме 


г + [6 + I (со + ю я )] 2 = (6 + ш р ) а ь . 


(12.45) 
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Общее решение этого дифференциального уравнения 
г = ехр [ — 6 і — і (со р і + ф)] X 


X < + (б + /со р ) а і (і) ехр [6/ + / (со р і + ф)] сіі 

& 

О 


і' 


(12.46) 


где ф = ] соЛ— угол курса, накопленный с момента начала ви¬ 
ража. В случае установившегося виража с постоянными значе¬ 
ниями со и а ь равенство (12.46) принимает вид 

г = г 0 (1 — ехр [— Ы — / (со + со р ) /1), 


причем положение равновесия таково: 




б 2 4- со р (с° + со р ) — і 6(0 
6 2 -Ь (со -Ь со р ) 2 


а 


(12.47) 


Отсюда могут быть определены траектории установления и поло¬ 
жение равновесия для случаев, которые могут представить инте¬ 
рес. Примечателен тот факт, что смещение положения равновесия 
происходит и в направлении (3, хотя = 0. Знаменатель выра¬ 
жения (12.47) показывает, что при со = — со р наступает резонанс. 
Он проявляется тем сильнее, чем меньше б, т. е. чем слабее мо¬ 
менты коррекции. Таким образом, наибольших погрешностей на 
вираже у гировертикали по типу гироскопического маятника 
можно ожидать в том случае, когда вираж происходит против на¬ 
правления вращения ротора с угловой скоростью, близкой к угло¬ 
вой скорости прецессии со р . 

В предельном случае, когда моменты коррекции отсутствуют 
(6 = 0), (12.47) переходит в 


г =- - {1 — ехр [ — / (со + со р ) /]}. 

СО -Ь со 


(12.48) 


Это означает, что около положения равновесия а = сс 0 совер¬ 
шается незатухающее прецессионное движение. При вираже в на 
правлении вращения ротора (со > 0) будет а 0 < а при ви¬ 
раже в противоположном направлении (со <С 0) будет а о > аь- 
В предельном случае астатического гироскопа (со р = 0) из 
(12.47) получаем 

(б 2 — і бсо) а, 

2 =— 6 4 - юз (1 — ехр [ — (6 + »»)*]}• (12.49) 

Отсюда видно, что при медленном вираже (со <С 6) происходит 
почти апериодическое установление в кажущуюся вертикаль 
г 0 « ссь, а при быстром вираже или слабой коррекции (6 <С о.)) — 
движение по спиралевидной траектории к положению равновесия 
г 0 ж — /босіУсо = — іѵ б/§. Для промежуточных случаев полу¬ 
чаются траектории установления вида, показанного на рис. 12. Гб. 
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Отличное от рассмотренного выше поведение прибора на ви¬ 
раже наблюдается при наличии моментов коррекции, постоянных 
по величине и меняющих знак в зависимости от показаний инди¬ 
катора направления (коррекция релейного типа или типа Вап§- 



Рис. 12.16. Траектории 
установления гироверти¬ 
кали на вираже. 



Вапд). При отсутствии моментов силы тяжести вместо уравнений 
движения (12.44) получаем следующие: 


Я(3 + Ясоа + § з^п р = О, 

На + Ясор — § здп (а — а ь ) = 0. 


(12.50) 


Теперь плоскость а-р делится осью абсцисс (р = 0) и прямой, 
параллельной оси ординат (ос = ось), на четыре квадранта, кото¬ 
рым соответствуют точки равновесия 


ао=± ^> (12 - 51) 

На рис. 12.17 изображены названные квадранты, пронумерован¬ 
ные римскими цифрами I — IV, и соответствующие им точки рав¬ 
новесия 1 — 4. Интегральные кривые уравнений (12.50) даются 
уравнением 

(а — а а ) 2 + (Р — Р а) 2 = г 2 

и являются окружностями, описанными из точек равновесия. Пу¬ 
тем последовательного припасовывания дуг окружностей можно 
легко построить траектории установления. На рис. 12.18—12.20 они 
построены для различных значений угла аь кажущейся вертикали 
в предположении, что в начале виража гировертикаль не имеет 
погрешностей. Тогда во всех случаях движение начинается 




Рис. 12.18. Траектории установления гировертикали с коррекцией релейного типа при 

аі > 2 ао. 



Рис. 12.19. Траектории установления гировертикали с коррекцией релейного типа при 

ао<аі< 2ао . 



Рис. 12.20. Траектории установления гировертикали с коррекцией релейного типа при 

а Ь < ас. 
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с вибрационного скольжения вдоль оси а, служащей границей меж¬ 
ду квадрантами II и III. В квадранте III к точке а примыкает дуга, 
которая в случае, представленном на рис. 12.18, не прерывается. 
В случае, представленном на рис. 12.19, она продолжается до 
точки Ъ на границе между квадрантами III и IV, после чего про¬ 
исходит вибрационное скольжение от точки Ъ до точки с, а затем в 
квадранте III описывается дуга радиусом ссь — ас. В случае, пред¬ 
ставленном на рис. 12.20, смещение происходит только как вибра¬ 
ционное скольжение к положению кажущейся вертикали а = аь. 

В качестве меры против виражных погрешностей рассмотрен¬ 
ного нами вида может служить либо полное отключение коррекции 
гировертикали на время виража, либо отключение только по оси 1. 
Тогда гироскоп временно используется в качестве некорректируе¬ 
мого свободного гироскопа. 

12.3.3. Теория невозмущаемости гироскопической вертикали при 
произвольном движении ее точки подвеса по земной поверхности. 

В элементарной теории гировертикали, которой мы занимались 
в п. 12.3.2, вращение и кривизна Земли не принимались во внима¬ 
ние. Оказывается, однако, что при более точных исследованиях об¬ 
условленные ими явления следует учитывать. Более того, именно 



Рис. 12.21. Гировертикаль со сферическим поплавковым подвесом. 


эти явления позволяют осуществить весьма полезную настройку 
прибора, благодаря которой возмущения определенного характера 
не влияют на гировертикаль. 

Пусть нам дана гировертикаль, состоящая из симметричного 
ротора /?, заключенного в симметричный же кожух С (рис. 12.21). 
Пусть главные моменты инерции указанных тел будут А Е = В н у С л 
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и А° = В°, С°, так что А = А Е А 0 = В Е В 0 и С = С Е + С а . 
Пусть кожух, выполненный, например, в виде сферического по¬ 
плавка, имеет неподвижную относительно объекта точку О (точка 
подвеса), и пусть общий центр масс М расположен на оси 3 на 
расстоянии 5 от точки О. Будем полагать, что момент трения и ак¬ 
тивный момент относительно оси ротора уравновешиваются, а мо¬ 
ментом сопротивления сферического поплавка будем пренебре¬ 
гать. 

Предположим, что точка подвеса О гировертикали движется 
произвольным образом по земной поверхности, которую мы будем 
принимать за сферу (радиуса /?). Вектором ѵі мы будем обозна¬ 
чать результат сложения скорости этого движения с переносной 
скоростью, обусловленной вращением Земли. В системе коорди¬ 
нат, связанной с кожухом, оси 1° и 2° которой горизонтальны, 
а ось 3° вертикальна, составляющие Ѵі будут Ѵі = (ѵ и у 2 , 0). Для 
того чтобы ось 3° сохраняла вертикальное направление, система 
координат должна вращаться с угловой скоростью *) 

= (-§-, Т?-, о). (12.52) 

В этой системе координат теорему о кинетическом моменте можно 
применить в форме 

^ + в 11к а,Н к = М { . (12.53) 


Для вывода приближенных уравнений (см. § 10.2) сюда надо под¬ 
ставить (12.52) и 



Д (й-+ + — На, Н . 


(12.54) 


При этом предполагается, что кардановы углы аир малы, т. е. 
что ось ротора 3° незначительно отклоняется от вертикали. Вели¬ 
чина Н = #о — постоянная составляющая кинетического момента 
по оси ротора. 

Если в качестве внешних моментов в уравнении (12.53) мы 
примем составляющие, возникающие из-за ускорения точки под¬ 
веса, а также суммарный момент сил тяготения (см., например, 
(8.25), но с другим знаком $!), то получим уравнения движения 
в виде 


Л (а —-^-1 + Н$ +^ Ѵі = М { = 


н 


я 


А (Р + х) — На + -^ѵ 2 = М 2 


Я 

Н 


— тзѵ 2 
■ т8ѵ х — 


тзд--^- 
Зе 


(С-А) 


а, 


т8§ — -^-(С—А)\ р. 

(12.55) 


*) С кинематической точки зрения не обязательно полагать в выражении (ГЛ52) й 3 = 0. — 

Прим. ред. 


14 К. Магнус 
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Полагая 

и 

мы можем привести 


2 = а+*Р, Ш = Ѵ\-{-ІѴ 2 

к = тдз — (С — А), 
(12.55) к одному уравнению 


Аг — іНг + Ьг = і 


Л 

ГП8 - 


т = / (і). 


(12.56) 

(12.57) 


(12.58) 


Правая часть этого уравнения представляет собой определяемую 
скоростью т и ускорением т функцию времени, относительно ко¬ 
торой мы в дальнейшем не будем делать никаких ограничиваю¬ 
щих предположений. Таким образом, движение точки подвеса О 
по земной поверхности может быть совершенно произвольным. 

Прежде чем заняться исследованием общего решения уравне¬ 
ния (12.58), рассмотрим одно частное решение, имеющее принци¬ 
пиальное значение. При жесткой связи ротора с кожухом Н = 0. 
Гироскоп превращается в обыкновенный физический маятник. 
Если отстояние 5 его центра тяжести выбрать так, чтобы соблю¬ 
далось равенство 

8 = А/(тК ), (12.59) 


то правая часть (12.58) обратится в нуль. Но тогда г = 0 является 
частным решением. Это показывает, что независимо от характера 
движения точки подвеса рассматриваемого физического маятника 
по земной поверхности его ось 3° постоянно сохраняет вертикальное 
направление, если она была вертикальна в начале движения 1 ). 
Таким образом, перед нами идеальный индикатор вертикали, по¬ 
казания которого не содержат погрешностей также и на подвиж¬ 
ном основании. На эту возможность впервые указал Шулер [60]. 
Однако реализация такого указателя вертикали наталкивается на 
невозможность практического осуществления условия настройки 
(12.59): для выполнения этого условия требуется, чтобы приведен¬ 
ная длина физического маятника была равна радиусу Земли 
Период колебаний настроенного таким образом физического маят¬ 
ника равен 

Г-2я/4 = 2д/|/=5і. (12.60) 

Для стержнеобразного маятника (С = 0) он равен 42,2 мин; для 
маятника со сферическим эллипсоидом инерции получается период 


*) Для невозмущаемости физического маятника, кроме выполнения условия (12.59), необ¬ 
ходимо еще, чтобы вертикальная составляющая угловой скорости маятника поддерживалась 
равной нулю (см. Ишлинский А. Ю., Прикл матем и мех., 20 (1956), вып. 3, 297—308). Это 
второе условие не вытекает из уравнений движения (12.55) по той причине, что при их со¬ 
ставлении с самого начала предполагалось, что й 3 = 0 [см. (12.52)] — Прим ред. 
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Шулера Т = 84,4 мин; в случае 4 А — 3С мы имеем Т -* оо. 
У сильно сплюснутого маятника (ЗС>4Л) положение равновесия 
г = 0 становится неустойчивым. Если в (12.55) пренебречь состав¬ 
ляющей градиента сил тяготения, то получится качественно оши¬ 
бочный результат, потому что при этом период оказывается равным 
84,4 мин при любой форме маятника. 

Общее решение уравнения (12.58) можно построить известными 
методами по частным решениям однородного уравнения. Прежде 
всего отметим, что однородное уравнение дает обе собственные ча¬ 
стоты 


Соответствующие частные решения 


2 ^ = 2 ^* и = (12.62) 

образуют фундаментальную систему, из которой общее решение 
уравнения (12.58) для І(і)Ф 0 находится следующим образом: 




г = 2і 


1 +1 


г 2 } (() 


о 


А (г 2 &і — 2іг 2 ) 


йі 


+ 2 2 


У 

1 + / 


«1 Ц() 


О 


Л (г х г 2 — г 2 г х ) 


йі 


или после подстановки (12.62) 


г = е і( * Мі 


2 ,+ 


А (со р — со") 


у 


О 


+ 




іа^і 


г 2 + 


А (со" — со Р ) 


?(і) е“ і( * Рі йі 


о 


. (12.63) 


Подставив в полученные интегралы функцию 1(і) согласно правой 
части (12.58) и проинтегрировав по частям, найдем члены, завися¬ 
щие от скорости ш: 

і і 

| ше~ ш йі = -~ [іѵе“ ш —до 0 ]—~ | &е~ ш йі. (12.64) 
о о 

Подставив это выражение в (12.63), придем к общему решению 
в следующем виде: 

2 = [г\е 1 « щ + Г 2 е<« Рі ] + -Фгр + 

АН со /ѵ ог 

+ л (.*'_ .«> И - т+ (12 - в5) 


14* 
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12. Позиционные гироскопы 


где 

_ гу і Нт о пц. _ п Нт, 

1 ,І_ АЯ со" (со^ - со р ) ’ 2 2 ~ АЯ<ь р (со" - оо р ) ' 

Члены в первой квадратной скобке выражения (12.65) соответ¬ 
ствуют собственным нутационным и прецессионным колебаниям; 
следующий член представляет зависящую от скорости до погреш¬ 
ность показаний гироскопической вертикали, содержащую как де¬ 
виацию от вращения Земли , так и скоростную девиацию , которая 
является следствием собственного движения объекта. Не состав¬ 
ляет труда вычислить каждую из этих составляющих в отдельности 
по известным угловой скорости Земли, географической широте, 
курсу и скорости объекта. 

Два последних члена правой части (12.65) зависят от ускоре¬ 
ния до; они содержат множители, которые в предположении, что 
условие настройки (12.59) соблюдается, могут быть одновременно 
обращены в нуль лишь при Н = 0. Это показывает, что настройка 
параметров прибора, полностью исключающая влияние ускорения 
объекта, существует только для рассмотренного выше частного 
случая физического маятника. Следовательно, такая настройка 
гироскопической вертикали маятникового типа, которая бы пол¬ 
ностью исключала влияние ускорений, невозможна. 

В зависимости от спектра частот ожидаемого ускорения до не¬ 
обходимо определить, какой из двух возмущающих членов может 
быть обезврежен путем соответствующей настройки параметров. 
Если ожидаются долговременные ускорения, например при манев¬ 
рировании корабля, то безусловно 

| те~ ы?і йі >> | хюе~' шМі йі, 

тогда как в случае высокочастотных горизонтальных вибраций 
точки подвеса соотношение обеих составляющих может оказаться 
обратным. Следовательно, в первом случае гироскопическую вер¬ 
тикаль надо настраивать так, чтобы 

П5 —— -|——-р = 0. (12.66) 

Я Дсо р ' 

Сюда нужно подставлять приближенное значение со р , пригодное 
при большом кинетическом моменте. Из (12.61) в данном случае 
получаем со р ^— к/Н. Подставляя это значение в (12.66) и учи¬ 
тывая (12.57), получаем квадратное уравнение для определения 5 

8 2 пг 2 Я 2 ё — ( зс — 2Л) — [Н 2 Я — 3 §А (С — А)] = 0. 

При большом кинетическом моменте безусловно Н 2 Я^>3§А(С — А). 
Сообразуясь с этим и пренебрегая средним членом, находим при¬ 
ближенное решение 

Я 

ш У Яц * 


5 » 


(12.67) 
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При подстановке (12.67) в уравнение видим, что отброшенный 
член действительно оказывается малым по сравнению с Н 2 Я. Зна¬ 
чение 5 по формуле (12.67) получается больше, чем его величина 
(12.59), относящаяся к физическому маятнику, так как во вся¬ 
ком случае Н А У§/Н. Поэтому в соответствии с (12.57) для к 
можно принять следующее приближенное выражение: 


к 


т§8 


Н 



8 



Тогда период прецессии гироскопической вертикали, настроенной 
согласно условию (12.67), составит 

Г = -^«2я—~2яТ/-^ «84,4 мин. (12.68) 

со к * § 


Если, наоборот, желательно исключить влияние высокочастотных 
вибраций, то следует принять 


А . Н 

1718 -- тг 

Я Яа> м 


0 . 


При подстановке приближенного значения со^ ^ Н/А отсюда не¬ 
посредственно следует 5 = 0. Вибрации и на самом деле лучше 
всего удается обезвредить путем астатического подвеса гироскопа, 



Глава 13 


Гирокомпасы 


В противоположность позиционным гироскопам, лишь сохраняю¬ 
щим заданное им направление, гирокомпасы могут сами отыски¬ 
вать нужное направление на Земле — направление на север—и 
устанавливаться в соответствующем положении. Эту способность 
различать направления гироскоп приобретает вследствие того, что 
принуждается определенным образом принимать участие во вра¬ 
щении Земли. Реагируя на это принудительное движение, он уста¬ 
навливается осью ротора в плоскости меридиана места. 

Коррекция гироскопа, необходимая для приведения его в пло¬ 
скость меридиана, всегда обеспечивается связью между гироско¬ 
пом и вертикалью или горизонтальной плоскостью. Гироскоп вы¬ 
полняют в виде маятника или же включают в контур, содержащий 
индикатор вертикали и датчик момента. Не будем вдаваться в 
описание многочисленных конструктивных вариантов этой связи 
гироскопа с вертикалью. Мы не будем также излагать весьма инте¬ 
ресную историю развития гирокомпасов, зачастую следовавшего 
сложными окольными путями; это подробно сделано во многих ра¬ 
ботах (см., например, Граммель [3], Шулер [85] или Ричардсон 
[10]). Ограничимся лишь тем, что охарактеризуем важнейшие типы 
гирокомпасов и на примерах поясним общие физические свойства 
этих приборов. 


13.1. Приборы с направляющей силой 1 ) 

Фуко принадлежит не только идея, но и первый опыт реализации 
двух гироскопических приборов, способных отыскивать направле¬ 
ние; их принято называть деклинометрическим и инклинометриче- 
ским гироскопами. 

Деклинометрический гироскоп в принципе устроен так, как это 
изображено на рис. 13.1: ось ротора горизонтальна и помещена 
в раме, которая может свободно поворачиваться вокруг верти- 


‘) Автор использует здесь термин «псЫипдПпбепбе Кгеізеі^егаіе» (в дословном переводе 
«гироскопические приборы, отыскивающие направление»); в нашей литературе такие 
устройства обычно называют приборами с направляющей силой. — Прим. ред. 
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кальной оси 1. Пусть система отсчета связана с Землей и ориенти¬ 
рована таким образом, что ось 3 лежит в горизонтальной плоскости 
и направлена на север. Тогда ось 2 лежит в горизонтальной пло¬ 
скости и направлена на восток. Так как система отсчета принимает 
участие во вращении Земли, составляющие со^зіпср и со^созср 
(рис. 12.8) совпадают с направлениями осей 1 и 3 соответственно. 


1 А [Вертикаль) 



Рис. 13.1. Схема деклинометрического гироскопа. 


Вследствие этого принудительного вращения гироскопа, ось кото¬ 
рого 3 х может быть отклонена от направления на север на угол а, 
возникают моменты реакции, которые при неподвижной раме 
(а = сопзі) могут быть рассчитаны следующим образом: 

(13.1) 

где 

йу = (с0^5ІПф, 0, СО^СОЗф), 

Нь = (0, Язіпа, Я соза), 

откуда 

М*і* = (— Ясо 5 соз ф зіп а, Ясо^зіпфсоза, Ясо^зіпфзіца). (13.2) 

Составляющие М$* и М§* воспринимаются рамой. Составляющая 
Мл* стремится повернуть раму так, чтобы вектор кинетического 

момента указывал на север; момент Мл* пропорционален зіпа и 
создает упругую связь между кинетической осью и направлением 
на север, которая и может быть использована для определения 
этого направления. 
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Инклинометрический гироскоп в принципе устроен так же, но 
ориентируется иначе (рис. 13.2). Ось рамы установлена горизон¬ 
тально в направлении восток — запад. В этом случае, учитывая, что 


й / = (со^5ІПф, 0, СО^СОЗф), 

Н к = (Н зтд, О, Я созд), 


(13.3) 


находим, что реактивный момент, действующий на раму, равен 

= Ясо Е зіп (Ф — ф). (13.4) 


Этот момент связывает гироскоп с направлением, которое определя¬ 
ется равенством О = ф. Следовательно, в положении равновесия 



угол О равен географической широте места ф. В положении, при 

котором М§^ = 0, ось ротора параллельна оси вращения Земли 
(рис. 13.3). 

Деклинационный гироскоп представляет собой простейший ги¬ 
рокомпас. Связь с вертикалью достигается здесь тем, что ось рамы 
закрепляется неподвижно в вертикальном положении. В других 
типах гирокомпасов связь с вертикалью обеспечивается тем, что 
гироскоп выполняют в виде маятника; для этого его центр тяжести 
смещают относительно оси подвеса. Пример показан на рис. 13.4, 
где гироскоп помещен в плавающую сферу так, что центр масс М 
лежит ниже центра сферы О (точка подвеса). Ось ротора распо¬ 
ложена перпендикулярно линии ОМ и потому в основном движется 
в горизонтальной плоскости. 



Рис. 13.5. Гирокомпас с кардановым подвесом. 


Другая конструкция показана на рис. 13.5. Здесь внешняя рама 
вертикальна, а ось гироскопа, смонтированного в камере, может 
качаться вокруг оси внутренней рамы (ось камеры). Груз, прикреп¬ 
ленный внизу к гирокамере, превращает систему в маятник, так 
что ось ротора и здесь остается приблизительно горизонтальной. 
Гироскопические приборы, подобные изображенному на рис. 13.4, 
применяются, например, в качестве корабельных гирокомпасов, 
в то время как конструкцию, показанную на рис. 13.5, можно встре¬ 
тит в гироущзателях меридиана, и также „в измерительных 
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13 Гирокомпасы 


компасах. Условия, в которых нормально работают морской ком¬ 
пас и два последних прибора, настолько непохожи, что имеются 
существенные различия как в конструкции этих приборов, так и в 
их применении. 

Измерительные компасы всегда применяются для работы на не¬ 
подвижном относительно Земли основании. Направление отвеса 
можно считать при этом заранее известным. Установка может быть 
выполнена так, чтобы исключить вибрации и колебания основания. 
При таких благоприятных условиях измерений можно определить 
направление на север с большой точностью. С транспортабельными 
приборами достигнута средняя ошибка измерений около 10" (соот¬ 
ветственно 30 сс ) 1 ). Измерительные компасы состоят из собственно 
гироскопа (указывающего меридиан) и оптического визирного 
устройства. Они известны также под названием наземные компасы 
и гиротеодолиты. Компасная приставка к теодолиту называется 
также компасной насадкой (или гиронасадкой) . 

Наиболее важное значение имеют корабельные компасы , приме¬ 
няемые для работы на подвижном основании. Их точность сущест¬ 
венно ниже, чем у наземных компасов и в значительной мере зави¬ 
сит от характера движения корабля. В отличие от измерительного 
компаса, которым направление на север определяют один раз (воз¬ 
можно, после обработки серии измерений), от корабельного гиро¬ 
компаса требуется, чтобы он указывал курс в любой момент вре¬ 
мени. Это требует совсем иной настройки прибора и ведет прежде 
всего к увеличению времени установления компаса в равновесное 
положение. 

В то время как гирокомпасы на неподвижном основании в прин¬ 
ципе могут быть с одним гироскопом {однороторный компас ), в ко¬ 
рабельном компасе применяются два, а применялись и три ротора, 
чтобы достигнуть большей невозмущаемости ( двух - и трехроторные 
компасы). Пространственным компасом называют специальный 
двухроторный гирокомпас, который благодаря особой настройке 
параметров прибора указывает не только направление на север, но 
и вертикаль места вне зависимости от характера движения объ¬ 
екта. С помощью такого гироскопического прибора может быть 
создана независимая от движения объекта система отсчета, ориен¬ 
тированная по странам света. Пространственный компас рассмат¬ 
ривается в § 13.4. 

13.2. Поведение гироскопического компаса 
на неподвижном основании 

Уравнение колебаний деклинометрического гироскопа, изображен¬ 
ного на рис. 13.1, при отсутствии внешних возмущающих или демп- 

*) 1 сс — метрическая (угловая) секунда. — Прим, ред 
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фирующих моментов принимает вид 

Аа + Ясо я соз ср зіп а = 0. (13.5) 

Оно соответствует уравнению колебаний маятника в вертикальной 
плоскости. При малых отклонениях (а< 1) от положения равнове¬ 
сия (а = 0) получаем для периода колебаний 


Т 


декл 




Л 

Н(й Е СОѢ ф 


(13.6) 


Для данного прибора колебания совершаются тем медленней, чем 
больше географическая широта ср. На полюсе, где ср = ±я/2, прибор 
теряет способность указывать направление. 

Уравнения движения (13.5), так же как и определяемый ими 
период колебаний (13.6), получаются при допущении, что ротор, 
рамы и подшипники являются абсолютно жесткими. Эксперименты 
показывают, что измеренные периоды колебаний обычно значи¬ 
тельно больше, чем их теоретическая величина (13.6). Это обу¬ 
словлено влиянием упругой податливости элементов конструкции, 
которое было подробно исследовано в п. 9.2.2. 

При нежесткой связи с вертикалью в поведении гирокомпаса 
имеются качественные отличия. Покажем это на гирокомпасе, изо¬ 
браженном на рис. 13.5. Ограничимся с самого начала малыми 
отклонениями от положения равновесия (а,р < 1). Тогда, приняв 
во внимание, что 


йу = (С0^5ІПф, 0, СО^СОЗф), 

Н к = [ А (а + со я зіп ф) + Яр, В|3 — Я а, Я], 


получим из равенства 

Ні + е //^йуЯ^ = м. 

уравнения движения 


Аа + (Я — В(о Е соз ф) р + Ясо в соз ф а = М І9 

Вр — (Я — Аы Е соз ф) (а + (о Е зіп ф) + Ясо я соз ф Р = М 2 . 


(13.7) 


В этих уравнениях можно сначала без всякого сомнения пренебречь 
членами Лсо^созф и Всо Е соз ф, так как они на много порядков 
меньше, чем Я. Далее можно сделать приближения, которые до¬ 
пустимы при достаточно больших значениях кинетического момента 
и после которых нутационное и прецессионное движение могут быть 
рассчитаны раздельно. Для расчета интересующего нас в первую 
очередь прецессионного движения можно опустить инерционные 

члены А а и В6. Наконец, нужно указать значения моментов М і и 
М 2 . Большей частью можно положить, что 


М { = — /р, М 2 = — ср. 


(13.8) 
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Составляющая М 2 обусловлена смещением центра тяжести, а М\ 
в данном виде служит демпфирующим моментом коррекции. Прак¬ 
тически он реализуется самыми различными способами. Обозначив 
сокращенно 

І/Н = б, сІН = со", (13.9) 


можно, основываясь на уравнениях (13.7), написать 

со* соз ф а + р + 6|3 = О, 

— а + (а/ + со* соз ф) р = со* зіп ф. 


(13.10) 


Решение этой системы дифференциальных уравнений определяет 
колебания около положения равновесия, в котором углы аир 
имеют значения 


<*э 


6 ф о СО* ЗІП Ф 


с/ + СО* СОЗ ф * 0 О)" + СО* СОЗ Ф 


(13.11) 


Из (13.10) следует, что характеристическое уравнение имеет вид 

X 2 + Хд + со* соз ф (со* + со* соз ф) = 0, 


а его решение таково: 

Х= — 4“ ± / ]/ со* соз ф (со* созф + со") — 6 2 /4 = —^ ± ш к . (13.12) 


Для отношения в общем случае комплексных амплитуд а А и р А 
колебаний вокруг осей обеих рам получаем из (13.10/1) равенство 
[а А ы Е соз ф + р А (X + б)] е и = 0, откуда 


СО* СОЗ ф 

а А 6/2 ± 


(13.13) 


Для истолкования этого результата рассмотрим сначала случай, 
когда демпфирование отсутствует (6 = 0), и примем во внимание, 
что у применяемых в практике приборов всегда с/Н = со с со Е . 
Тогда получаем приближенно 


«о = 0, Ро « 


о/ 

со* 


8Щ Ф, 


со 


Р' 


К « У со"со* СОЗ ф, Т к = 


2л 


2л 


со 


к 


а 


'/• 


Ѵ-‘~‘ 


(13.14) 


СО СО СОЗ Ф 


Н СО* СОЗ ф 
с 

со 


Это незатухающие колебания с периодом Т к около положения рав¬ 
новесия, смещенного вдоль оси р. Так как отношение р А /а А — мни¬ 
мая величина, то колебания вокруг осей рам сдвинуты по фазе 
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Рис. 13.6. Эллипсы, описываемые незадемпфированным гирокомпасом. 



Рис. 13.7. Кривая, описываемая задемпфированным гирокомпасом. 


на 90°. В плоскости а-р фазовые траектории имеют форму вытяну¬ 
тых эллипсов. На рис. 13.6 показаны эти эллипсы для осуществлен¬ 
ного практически прибора, причем масштаб по р увеличен в 10 раз. 
Гироскоп колеблется при этом около направления на север (ос = 0), 
но ось ротора отклонена от плоскости горизонта на некоторый угол 
Ро (угол возвышения). В северном полушарии (зіп ср > 0) конец 
оси, указывающий на север, несколько приподнят над горизонтом. 

При наличии демпфирования (6=^=0) кривые превращаются в 
спирали (рис. 13.7), сходящиеся к точке (ао, Ро)- Следовательно, 
принятый здесь способ демпфирования порождает некоторую, в об¬ 
щем незначительную ошибку в определении направления на север, 
которая может быть вычислена по формуле (13.11). 

Если учесть, что со с = с/Н , то будет ясно, что период колебаний 
Т к отличается от значения (13.6) прежде всего различным влия¬ 
нием, оказываемым на его величину кинетическим моментом Я. 
Чтобы лучше выяснить это различие, рассмотрим вопрос в прибли¬ 
женной постановке, позволяющей осуществить для деклинацион- 
ного гироскопа предельный переход при с —> оо. Когда связь 
внутренней рамы с вертикалью является сильной (большое с) и 
одновременно кинетический момент достаточно велик, уравнение 
движения (13.7/2) можно, принимая во внимание (13.8), преобра¬ 
зовать в уравнение прецессионного движения 


— На & — ср. 
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Исключая с помощью этого уравнения переменную р из уравнения 
(13.7/1) и учитывая (13.8), получаем 

^Л + а + ■ а + Н® Е созф а = 0. (13Л5) 

Это дифференциальное уравнение затухающих колебаний, период 
которых выражается приближенной формулой 

Г « 2я л/~ І-Ѣ - Я2/С ■. (13.16) 

' Н(й С05 ф 

Отсюда при с-»оо получаем выражение (13.6). И напротив, при 
слабой связи внутренней рамки с внешней получаем для периода 
Т к ту же величину, что дает формула (13.14), так как при предпо¬ 
лагаемом большом кинетическом моменте можно принять, что 
Н 2 /с > Л. 

Выражение Н 2 /с называют эффективным моментом инерции 
гироскопического компаса. 


13.3. Гироскопический компас на движущемся объекте 

Гирокомпас, установленный на движущемся объекте, указывает 
направление на север, вообще говоря, неправильно. Из погрешно¬ 
стей, носящих принципиальный характер, рассмотрим скоростную 
погрешность (скоростную девиацию ), погрешность , обусловленную 
ускорением объекта (баллистическую девиацию) , а также погреш¬ 
ность на качке. Для того чтобы выяснить здесь основные законо¬ 
мерности, достаточно исследовать недемпфированный компас. По¬ 
дробные расчеты для различных конструкций можно найти в много¬ 
численных публикациях, например в книгах Булгакова [2] и Мур- 
ре [86]. 


13.3.1. Скоростная девиация. Вследствие вращения Земли точки 
земной поверхности приобретают скорость, направленную на восток 
и равную 


г^ = (0, со*Я соз ф, 0). 


(13.17) 


Сложив векторно эту скорость с собственной скоростью ѵі объекта 
(корабля), получим его суммарную скорость Ѵі (рис. 13.8). Ско¬ 
рость Ѵі можно рассматривать как результат вращения земного 
шара вокруг оси, образующей угол — ф* 1 с осью юг — север. Так как 
при движении по сфере радиуса ^ вектор со* всегда образует пря¬ 
мой угол с Ѵі, угол ф^ можно определить из соотношения 




О I Е 
V + V 


т 

V соз ф 

Ѵ Т 5ІП ф + СО*/? СОЗ ф 


(13.18) 
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где 

ѵ м = ѵ т созф— северная составляющая, а 
ѵ° = ѵ т зіп ф— восточная составляющая 

собственной скорости объекта. 

Компас не может различить, происходит ли изменение положе¬ 
ния объекта из-за вращения Земли или из-за его собственного дви¬ 
жения по ней, и Есегда стремится установиться по направлению 
вектора со* результирующей угловой скорости. Вследствие этого по¬ 
казания компаса содержат погрешность ф-* 1 , которая определяется 



Юг 


Рис. 13.8. К расчету скоростной девиации. 


формулой (13.18) и называется скоростной. Эта погрешность обра¬ 
щается в нуль при движении в направлении восток — запад (ф = 
= ±я/2). Так как она однозначно зависит от скорости ѵ т объекта, 
курса ф и географической широты ср, ее можно вычислить и ском¬ 
пенсировать. У некоторых компасов такая компенсация произво¬ 
дится автоматически. 

Ввиду того что скорость со*/? = 1660 км/ч намного больше воз¬ 
можной скорости ѵ т корабля, скоростная девиация компаса в уме¬ 
ренных географических широтах обычно не превышает 5°. Вблизи 
полюса она может значительно возрасти. На самолетах эта девиа¬ 
ция принимает столь большие значения, что гироскопический ком¬ 
пас не нашел здесь применения. 

13.3.2. Баллистическая девиация. Для того чтобы выяснить влия¬ 
ние ускорения объекта, рассмотрим вопрос в приближенной поста¬ 
новке, основанной на упрощенных уравнениях движения, отнесен¬ 
ных к системе отсчета 1, 2, 3 (вертикаль, восток, север), движу¬ 
щейся вместе с объектом (рис. 13.9). Если компоненты скорости 
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ѵ° и ѵ м считать возникшими вследствие дополнительных угловых 
скоростей Земли 


а ЕО _ ѵ ° _ ° Т 5ІП 'Ф 

СОЗ ф Я СОЗ ф * 


(13.19) 


Я 


Я 


то система отсчета будет вращаться с угловой скоростью 



"Й! - 


(со* + со* 0 ) зіпср" 

й/ = 

Й2 

— 

-со™ 


- Оз- 


_(со* + со* 0 ) созср- 


(13.20) 


Пренебрегая нутационными колебаниями, можно представить ки- 


Север 



Рис. 13.9. Зависимость между составляющими скорости ѵ@ и ѵN и дополнительными угло¬ 
выми скоростями <о*0 и ($ЕЫ щ 


нетический момент в виде 

Я, = (Яр, — Ясс, Я). 

Получаем приближенные уравнения движения 

Яр + Яй 3 сс + ЯЙ 2 = М 1 , 
— Ясс “1“ Яй 3 (3 — Яй і = М.2 . 


(13.21) 


Вследствие того что- центр тяжести смещен относительно центра 
подвеса вниз на величину 5, имеем 

м 2 =- - ~ зь" = - с (р+-^). 
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где с = Оз — коэффициент связи 1 ), а Ь н — северная составляющая 
ускорения объекта. Для недемпфированного компаса М\ = 0. Те¬ 
перь можно, учитывая (13.9), привести уравнения (13.21) к виду 

(3 ”1“ Й3О& = — 1^2, 

— а + (со г -{- йз) (3 = йі- - . (13.22) 

& 


Из первого уравнения (13.22), положив в нем (3= 0, еще раз полу¬ 
чаем скоростную девиацию (13.18): 



т 

V соз ф 


#(й Е СОЗ ф + Ѵ Т 5ІП ф 




которая ранее была получена из кинематических соображений. 
Кроме отклонения ао, при движении без ускорения (Ь м = 0) име¬ 
ется угол возвышения 

(13 ' 23) 

Если в дальнейшем ограничиться случаем, когда движущимся объ¬ 
ектом является корабль, то можно положить, что ѵ т «С /?со в , и 
величина 

Е • 

0 (0 ЗШф 

Ро с . Ё 

0+0 СОЗ ф 


оказывается независимой ни от курса, ни от скорости объекта. Это 
обстоятельство позволяет найти приближенное решение уравнений 
движения (13.22). Система уравнений (13.22) удовлетворяется, 

если положить в ней (3 = (3 0 , (3 = 0: 




Ос 


и одновременно 


ѵ соз ф V 

(13.24) 

#(й Е СОЗ ф #(й Е СОЗ ф 

с иЫ 

0 0 

■" • 

ё 

(13.25) 


Если же продифференцировать (13.24) при сделанных ранее допу¬ 
щениях и учесть также, что географическая широта изменяется 
очень медленно и может считаться постоянной, то получим 



СОЗ Ф — 5ІП Ф 
#(й Е СОЗ ф 


Ь и 

%(й Е СОЗ ф 


') В советской литературе эту величину называют маятниковым моментом. — Прим. ред. 
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Это выражение производной угла а совпадает с (13.25) и, следо¬ 
вательно, удовлетворяет уравнению (13.22/2), если соблюдается со¬ 
отношение 


0 е _ 1 
§ %(й Е СОЗ ф 


(13.26) 


Это достигается соответствующим выбором постоянной прибора 
со с = с/Н=Сз/Н. Настройка прибора согласно формуле (13.26) 
означает, что период Т к (13.14) компаса делается равным 


Тк = 


2 я 


V 


С Р 

0 0 СОЗ ф 


= 2 я 



84,4 мин. 


(13.27) 


У гирокомпаса, настроенного на период 84,4 мин, ускорения 
объекта вызывают такое изменение показаний, что компас всегда 
устанавливается в направлении, отклоненном от меридиана на 
угол, равный мгновенному значению скоростной девиации. Этот пе¬ 
реход к новому положению происходит без колебаний, так что 
ускорения объекта не порождают погрешности компаса. В этом 
можно убедиться и с помощью уравнений (13.2*2). Если продиффе¬ 
ренцировать равенство (13.22/1), по /, то в рамках принятых ранее 
допущений имеем 

Ь ы 

Р + соз ф а = -р-. 


Подставив сюда значение а из (13.22/2), получим 


Р + со- соз ф (со с + со* соз ф) р = 

= Ь^ ^ со е (о- соз ф^ + (со-) 2 зіпф соз ф. (13.28) 


При настройке согласно формуле (13.26) множитель при Ь ^ в воз¬ 
мущающем члене обращается в нуль и, следовательно, ускорение 
объекта не оказывает влияния на движение по углу р. Так как 
колебания по углам аир всегда взаимно связаны, не возникает 
раскачивания и по углу а. Иными словами, компас без колебаний 
устанавливается в новом положении равновесия. 

Открытие Шулером условия настройки (13.26) или (13.27) яви¬ 
лось большим достижением, имевшим важное значение для прак¬ 
тического осуществления корабельных компасов. Не следует, одна¬ 
ко, забывать, что при выводе условия настройки были сделаны мно¬ 
гочисленные упрощения. Вопрос рассматривался в предположе¬ 
нии, что 

углы аир малы, 
нутации отсутствуют, 
кинетический момент Н велик, 
компас не задемпфирован, 

скорость объекта не очень велика, так что ѵ т <С /?со-, 
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Земля имеет форму шара, 

связь с плоскостью горизонта достигается смещением центра 

тяжести гиросистемы, 

градиентом сил тяготения пренебрегают, 

колебаниями гирокамеры вокруг оси, параллельной оси ротора, 
пренебрегают. 

Более точная теория исследует влияние этих ранее неучтенных 
факторов и таким образом устанавливает границы применимости 
условия Шулера (см., например, Блюмин и Чичинадзе [87]). 
О влиянии этих упрощений, которое оказалось весьма существен¬ 
ным, еще пойдет речь в дальнейшем. 

13.3.3. Погрешность на качке. При опытах с гироскопическими 
компасами обнаружились весьма значительные погрешности, при¬ 
чина которых заключается в возбуждаемых качкой колебаниях ги¬ 
рокамеры вокруг оси ротора. Речь идет об эффекте детектирования, 



Рис. 13.10 Положение гирокомпаса К на 
качающемся корабле. 


3 



Рис. 13.11. Ускорение Ь, возни¬ 
кающее при качке. 


подобном тому, который уже рассматривался в § 11.4 (Шулер [88]). 

Положим, что корабль испытывает периодическую бортовую 
качку с амплитудой Ф и частотой со 8 : 

ф 5 = Ф зіпсо/. (13.29) 

Если компас К расположен на расстоянии к от оси качаний М 
(рис. 13.10), то он приобретает ускорение, направленное в основ¬ 
ном горизонтально и равное 

Ь = кф 8 = — ЛФсо^ зіп со 8 і = Ь 0 зіц со 5 ^. (13.30) 

Ускорение направлено перпендикулярно продольной оси корабля 
(рис. 13.11), его вертикальной составляющей Ъ\ можно пренебречь 
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по сравнению с ускорением д свободного падения. Так как гиро¬ 
система (ротор + плавающая сфера; см. рис. 13.4) в целом обра¬ 
зует физический маятник, ускорения качки возбуждают ее вынуж¬ 
денные колебания. При этом сфера качается вокруг оси, проведен¬ 
ной через центр тяжести системы параллельно оси 3' ротора. Если 
Ѳ 8 — момент инерции относительно этой оси и если колебания сфе¬ 
ры описывать малым углом у, то уравнение движения будет 

Ѳ 5 у + Озу = -—■ $Ьсоз(а + ф). (13.31) 

о 

Введем собственную частоту 

(Ну = УОз/Ѳ/, (13.32) 


тогда (13.31) приведется к виду 

V + ®ѵѴ = у- соз (а + ір) зіп ©/. 

Это уравнение имеет частное решение 

Ь 0 ті соз (а + г])) . 

V =-71-2\— 8Ш 

8 К _ ®«) 


(13.33) 

(13.34) 


которое представляет установившиеся вынужденные колебания 
компасной системы. При этих колебаниях центр тяжести гироско- 



Рис. 13.12. К расчету момента, действующего на компас при качке. 


пической системы отклоняется от вертикальной оси на отрезок дли¬ 
ной 5у (рис. 13.12). Вследствие этого возникает момент относи¬ 
тельно оси 1, величина которого 

М { = —^ Ьзу зіц (а + ф) 

& 


(13.35) 
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должна учитываться в первом из уравнений компаса [например, 
в (13.7)]. С учетом (13.30) и (13.34) выражение (13.35) приводится 
к виду 



0зЬІ(йу зіп 2 (а ф) 

2 г 2 (а>? - “ 2 ) 


8ІП 2 С0^. 


(13.36) 


Интеграл этого момента за период качки не обращается в нуль. 
Среднее значение момента равно 


М Х =М 10 = 


зіп 2 (а + ф) 

V (Ц - 


(13.37) 


Чтобы получить среднюю величину отклонения компаса, нужно 
этот средний момент, имеющий постоянное направление, при¬ 
равнять, согласно (13.7), направляющему моменту компаса 
Н(й Е соз ера: 


Нсо Е соз фа = 


СзЬ^Сйу 


4 г 2 (Ц - °4) 


(зіп 2а соз 2'ф + соз 2а зіп 2ар). 


Положив зіп 2а 
качке равна 


2а и соз 2а ~ 1, получаем, что погрешность на 


СзЬцСйу зіп 2ф 

4 § 2 Н(й Е соз ф (оо^ — + 2 ОзЬ^сйу соз 2ф 


(13.38) 


В общем случае со ѵ <С со 5 ; кроме того, чтобы погрешность остава¬ 
лась малой, направляющий момент компаса должен быть значи¬ 
тельно больше возмущающего момента; поэтому в качестве при¬ 
ближенного значения можно взять 

ОзЬІ зіп 2ф ©^ 
а « —р —р -г-. 

4 § Н(й соз ф © 5 


(13.39) 


Погрешность, порождаемая качкой, обращается в нуль на главных 
курсах (когда ф = ±пл/2) и принимает максимальное значение 
на интеркардинальных курсах, т. е. при ф = я/4, Зя/4, .... Погреш¬ 
ность растет пропорционально квадрату ускорения качки, как это 
вообще свойственно эффекту детектирования. 

Полученный здесь результат относится к чистой бортовой 
качке корабля. Часто встречается коническая качка корабля (на¬ 
ложение бортовой и килевой качек). Можно показать (Гейнрих 
[89]), что такая качка вызывает погрешность, в которой имеется 
составляющая, не зависящая от курса ф. 

Погрешность на качке можно уменьшить и даже устранить 
совсем, во много раз увеличив период маятниковых колебаний ги¬ 
рокамеры. Таким образом будет уменьшена величина со ѵ . Практи¬ 
чески это достигается установкой дополнительного гироскопа. Так 
усовершенствование компаса привело к двух- и трехроторным 
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компасам, показавшим очень хорошие результаты. Особым вари¬ 
антом двухроторного компаса является так называемый простран¬ 
ственный компас, который указывает не только направление на 
север, но и вертикаль места. 


13.4. Пространственный компас 

Пусть в плавающей сфере с осями 1, 2, 3, занимающими в ней 
неизменное положение (рис. 13.13), установлено два ротора таким 
образом, что они могут не только вращаться вокруг своих осей 


Плавающая 




Рис. 13.13. Схема пространственного компаса. Рис. 13.14. К исследованию просіран- 

ственного компаса при движении его 
основания по поверхности Земли. 


симметрии, но и колебаться вокруг параллельных направлению 
1 осей гирокамер. С помощью рычажного механизма эти колебания 
связаны между собой так, что векторы кинетических моментов 

Н\ и н \ 1 гироскопов поворачиваются всегда на одинаковые углы 
6 і = 62 . Кроме того, кожухи роторов удерживаются посредством 
пружин возле положения, соответствующего 6 = 0. Центр тяжести 
сферы смещен вдоль оси 1 на величину 5 , так что система, состоя¬ 
щая из сферы и роторов, образует физический маятник. Если орты 
осей 1, 2, 3 обозначить а н , а 2г *, а гі , то (рис. 13.14) 

Зі = за и . (13.40) 

Следуя Бауэрсфельду [90], мы покажем, что всю теорию простран¬ 
ственного компаса, включая ее конкретные результаты, можно из¬ 
ложить в векторной форме. Вместо принятых прежде угловых ко¬ 
ординат будем оперировать единичными векторами, направления 
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и изменения направлений которых рассчитываются с помощью 
имеющихся в нашем распоряжении динамических и кинематических 
уравнений. 

Пусть точка А плавающей сферы, в которой приложена поддер¬ 
живающая сила, может произвольным образом двигаться по 
Земле, принимаемой за шар. Место точки А определяется векто¬ 
ром Ял у проведенным из центра Земли. Положение центра масс М 

сферы зададим вектором Яі 1 , который, следовательно, может быть 
представлен в виде 

ЯУ = Яі+за н . (13.41) 

Для составления исходных уравнений применим теперь теорему 
о количестве движения и трижды теорему о кинетическом мо¬ 
менте. Если т — общая масса гиросферы, то из теоремы о количе¬ 
стве движения следует 

+ (13.42) 

При этом 

пМ 

(13.43) 

является силой тяжести, а Р? — неизвестной поддерживающей 
силой. В компасе она осуществляется автоматически с помощью 
специального устройства (например, электромагнитного) и действует 
таким образом, что точка А движется заданным образом по поверх¬ 
ности Земли. 

Для векторов н\ и Н \ 1 при постоянной величине Н кинети¬ 
ческого момента и единичных векторов е\ и е\ 1 имеем 

Н\ = Не], Н\ 1 — Не] 1 . (13.44) 

При большом кинетическом моменте гироскопов, который здесь 
следует предполагать, единичные вектора направлены вдоль осей 
симметрии роторов. Если пренебрегать кинетическими моментами 
гирокамер и, возможно, существующими демпфирующими момен¬ 
тами, то теорему об изменении кинетического момента всей сферы 
относительно ее центра масс М можно записать следующим обра¬ 
зом: 

Н [ёі -{- ёі ) = Мі = 8&і уЕ к • (13.45) 

Далее применим теорему о кинетическом моменте для каждого из 
роторов, рассматривая моменты относительно центра масс ротора, 
лежащего на оси гирокамеры. При этом в качестве внешних мо¬ 
ментов должны быть учтены: моменты М К , направленные вдоль 
осей гирокамер, т. е. параллельные оси 1 и обеспечивающие вы¬ 
полнение равенства 6 і = 62 , моменты М р , создаваемые пружинами 
ц тоже параллельные оси 1 , а также моменты сил, действующих 
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в подвесе камер, векторы которых М\ 1 и М^ и при отсутствии тре¬ 
ния направлены перпендикулярно осям камер, так что 

ЛіГ = М\ п = 0. (13.46) 


Таким образом, из теоремы о кинетическом моменте следует 


Нё\ = а и ( М к + М р ) + М?, 
Неі = а п (Л4* — М р ) + М 1 ? 11 . 


(13.47) 


Цель дальнейших вычислений состоит в том, чтобы получить вы¬ 
ражения, определяющие направления единичных векторов Ян, ягь 
я 3 г, причем на функцию т. е. на закон движения компаса по 

поверхности Земли, мы не будем накладывать каких-либо ограни¬ 
чений. Вычисления могут быть проведены следующим образом. 

Исключая силу Р* из (13.42) и (13.45) и учитывая (13.43), 
получаем 

Я (ё\ + ё\ 1 )= - тзг цк а ц (к™ + ё^й)- 

Складывая и вычитая уравнения (13.47), находим 

Я (ё\ + ё 1 і) = а и 2М К + М\ 1 + М\ п , 

Я (ё\ — ё] 1 ) = а и 2М р + Мі 1 — М?\ 


(13.48) 


(13.49) 


Ввиду связи, существующей между обеими гирокамерами, имеют 
место кинематические соотношения 


е\ + е У — а и ^ зіп б, 
е\ — еѴ = — а 2і 2 соз б. 

Подставив эти значения векторов в (13.49), получим 

Я [ё\ + ё 5') = 2Я (а 3 . зіп б + а и Ь соз б) = 

= а„2Л4* + Л4Г + Л# П , 

Н (е\ — ё\ ! ) = 2 Н (—• а 2і соз б + а 2і б зіп б) = 
= а и 2М р + М? - МІ 11 . 


(13.50) 


(13.51) 


Из равенства (13.51/1) после умножения его скалярно на Ян с уче¬ 
том (13.46) следует 1 ) 

0 = 2 Н зіп б я 3 *я и = 2 М К , 


1 ) Скалярное произведение Н (ё^+ё 11 )*^ обращается в нуль, так как оно равно моменту 
рнещних цо отнощению к сфере сцл относительно оси I. — Прим. ред. 
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и далее, поскольку зіп б ф О, 

М к = 0 и а зі а {і = 0. 

В силу (13.51/2) 

—2 Н соз б а 2 іа хі = 2 М р . 


(13.52) 

(13.53) 


Из а\і-а 2 і — 0 путем дифференцирования получаем соотношение 
аца 2 і + Ян^ 2 г = 0, с помощью которого (13.53) может быть при¬ 
ведено к виду 

Л л __ м г _ А „ 

1 // С05 6 ^\І^*2І* 

Отсюда, умножив на а 2і , получим 

м г 


ац — а 2 і Ясоз6 


(13.54) 


Используем это соотношение для того, чтобы, исключив из (13.48) 
сумму ё\ + ё\\ прийти к уравнению относительно а и . С этой целью 

умножим (13.54) векторно на ац\ 

Л _„ м р 

]к®1 І^к //соз 6 * 


Отсюда с учетом (13.50) и соотношения ецьаі ^ 2 к = будет сле¬ 
довать 

@і Н“ == Т7р ]к®1 і&ік* (13.55) 

М 

Потребуем теперь, чтобы в дальнейшем выполнялось равенство 

М г = ! зіп 26, (13.56) 

где і —некоторая постоянная. В пределах не слишком больших 
углов б приборная реализация этого требования возможна, на¬ 
пример, с помощью пружин, как это изображено на рис. 13.15. 



Рис. 13.15. Схема связи между гироскопами. 


Искомое дифференциальное уравнение для а н получаем, под¬ 
ставляя (13.55) в (13.48) и учитывая (13.56): 


г і]к а і / 


Я 2 


I і 


а ік + т$[кк + ё 


я? 




я 


м 


0. 


(13.57) 
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Покажем, что для этого уравнения может быть найдено частное 
решение 

Я м 

-Ш= — а 1к , # Л = соп5І, (13.58) 

А 

которое означает, что связанная со сферой ось 1 все время направ¬ 
лена по вертикали. Подстановка (13.58) в (13.57) дает 

е./бйі/ й\к (у — т$К м \ — т§за 1к ^ = 0, 

или вследствие того, что = О, 

а хк {^-—тзН м ^ =0. 

Это равенство выполняется при любом ускорении 
если величина Я выбрана таким образом, что 

Н 2 = }т8Я м . (13.60) 

В силу этого при настройке системы согласно (13.60) ось 1 сферы 
остается вертикальной при любом законе движения объекта по 
поверхности Земли. Направление других осей получается из 
(13.54). 

Если рассматривать сначала случай неподвижного относитель¬ 
но Земли компаса, то производная йн вертикального вектора 
в инерциальной системе отсчета будет всегда направлена на во¬ 
сток. Следовательно, в силу (13.54) вектор а 2 і направлен на во¬ 
сток, вектор а 3 і — на север. Таким оборазом, оси пространственного 
компаса, установленного на неподвижном основании, определен¬ 
ным образом ориентированы относительно Земли: они точно ука¬ 
зывают направления к центру Земли, на восток и на север. 

Когда основание прибора движется, изменяется лишь ориента¬ 
ция горизонтальных осей а 2 % и а зі . Они указывают направления, 
отклоненные на угол скоростной девиации от направлений на во¬ 
сток и север соответственно. Этот вывод сразу следует из (13.54), 
если учесть, что любое движение по земной поверхности может 
быть представлено как дополнительное вращение Земли. Ско¬ 
рость бсц направлена ввиду этого перпендикулярно к результирую¬ 
щей угловой скорости, горизонтальная проекция которой образует 
с меридианом угол, равный скоростной девиации. Этой ошибки, 
обусловленной самим принципом действия компаса, невозможно 
избежать и в пространственном компасе, но, конечно, она может 
быть вычислена и скомпенсирована. 

Пространственный компас, настроенный в соответствии с со¬ 
отношением (13.60), всегда устанавливается, не совершая колеба¬ 
ний, в положении, однозначно определяемом направлением верти¬ 
кали и мгновенным значением скоростной девиации. Чтобы выяс- 
,нить значение условия (13.60), рассмотрим малое возмущение йі 
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по отношению к идеальному положению, соответствующему равен¬ 
ствам (13.58), положив 

— й = — а и + йі- (13.61) 

К 

Подставляя это выражение в (13.57) и учитывая (13.60) и соот¬ 
ношение Еіэка\іа\к = 0, получаем 

г і}к а 1/ [% М &к + ё^к\ — 0. (13.62) 

Это равенство выполняется, если выражение в скобках равно 
нулю. Отсюда получаем векторное уравнение колебаний, период 
которых для каждой из компонент равен 

Г = 2я УН м !ё = №А мин, (13.63) 

т. е. равен периоду Шулера. 

Можно аналогично тому, как это было сделано в п. 12.3.3, по¬ 
казать, что при быстро вращающемся гироскопе допустимо прене¬ 
бречь градиентом сил тяготения. Следует, однако, зметить, что 
неколебательное частное решение (13.58) существует только при 
следующих начальных условиях: 

К Ма \ь. (0) = — Ям (0), Я м а„(0) = -^(0). (13.64) 

Поэтому после запуска компаса следует тщательно проследить, 
вполне ли затухли его собственные колебания, возбужденные разго¬ 
ном роторов. Влияние возмущений на пространственный компас 
было исследовано многими авторами, например Бауэрсфельдом [90], 
Ишлинским [91], Ройтенбергом [11] и Христофом [92]. 



Глава 14 


Стабилизирующие гироскопы. Сервогироскопы 


Гироскопы могут применяться как для угловой стабилизации, так 
и для гашения колебаний, а также для формирования сервомомен¬ 
тов в позиционных системах управления В зависимости от прин¬ 
ципа действия мы различаем гироскопические системы, осуще¬ 
ствляющие непосредственную стабилизацию, при которой гиро¬ 
скопические моменты используются для прямой компенсации 
возмущающих моментов, и гироскопические стабилизаторы, осу¬ 
ществляющие ту же функцию посредством двигателей стабили¬ 
зации. 

Наконец, у сервогироскопа, выполненного, например, в виде 
гироскопа в кардановом подвесе, с одной из осей связан серво¬ 
двигатель; действие его на гироскоп приводит к вращению рамки 
вокруг оси, перпендикулярной к упомянутой выше. Таким образом, 
с точки зрения теории регулирования сервогироскопы можно рас¬ 
сматривать как исполнительные звенья. Ниже мы займемся разбо¬ 
ром некоторых примеров стабилизирующих гироскопов. 


14.1. Непосредственные гироскопические стабилизаторы 

Как на поучительный пример не оправдавшей себя конструкции 
стабилизирующего гироскопа сошлемся на предложенную Хоуэл¬ 
лом подводную торпеду. В этом устройстве в корпус торпеды 
вмонтирован гироскоп в виде большого маховика, ось которого 
совпадает с поперечной осью корпуса (рис. 14.1) и неподвижна 
относительно него. Таким образом, по отношению к корпусу тор¬ 
педы ротор обладает одной степенью свободы. Кинетическая энер¬ 
гия ротора одновременно используется для поддержания движения 
расположенных в хвосте приводных врінтов. При повороте торпеды 
вокруг продольной.или нормальной оси (крен или рыскание) воз¬ 
никает весьма значительный гироскопический момент, который по 
замыслу должен был благоприятствовать стабилизации торпеды, а 
следовательно, и ее ходу. Однако, как показывает более точная 
теория (см. Граммель [3]), связанный с корпусом гироскоп не 
способен стабилизировать саму по себе неустойчивую торпеду. 
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Правда, если торпеда обладает собственной гидродинамической 
устойчивостью, то гироскоп может способствовать повышению по¬ 
следней. К существенному недостатку конструкции следует отнести 
то, что из-за гироскопических моментов возникает сильная взаимо¬ 
связь движений по рысканию и по крену, и поэтому всякое дви¬ 
жение по крену влечет за собой отклонение по курсу. 

В качестве примера удачной стабилизации с помощью гиро¬ 
скопов рассмотрим проверенную в различных вариантах монорель¬ 
совую дорогу. На рис. 14.2 схематически изображена одна из ее 




Рис. 14.1. Торпеда 
Хоуэлла в плане. 


Рис. 14.2. Монорельсовая дорога со 
стабилизирующим гироскопом. 


возможных конструкций. Ротор гироскопа Н смонтирован в кожухе 
О (рама), который может качаться относительно вагона И? вокруг 
перпендикулярной к направлению движения оси 2; в нормальном 
положении эта ось горизонтальна, а ось ротора вертикальна; центр 
тяжести ротора вместе с кожухом расположен выше оси 2. На 
упомянутые качания могут воздействовать демпфер О и двига¬ 
тель М. 

Обозначая наклон вагона, т. е. отклонение его нормальной оси 
от вертикали, через ф, а угол поворота кожуха гироскопа через р 
и считая эти углы малыми, мы можем записать линеаризованные 
уравнения движения системы в следующем виде: 

Лф + Яр = Л4!, 

В р — Яф = ЛІ2, 


(14.1) 
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где А — момент инерции вагона относительно оси, лежащей на по¬ 
верхности рельса и параллельной поперечной оси вагона, а В — 
момент инерции кожуха вместе с ротором относительно оси 2. 

Здесь нужно учесть следующие моменты внешних сил, объеди¬ 
ненные обозначениями М\ и М 2 : относительно оси 1 — момент силы 

тяжести Мі = сер статически неустойчивого вагона, относительно 

оси качания гироскопа (ось 2)—момент силы тяжести М 2 =д$ 
также статически неустойчивого кожуха (вместе с ротором), дем¬ 
пфирующий момент М 2 = — (1 Р и момент двигателя, который, как 
правило, управляется по углу ф. Мы будем считать этот момент 
линейным М м = кер. Подставив перечисленные выше моменты в 
(14.1), получим 


Аер — сер) + Яр = О, 

Вр + <ір — д$ — Яф — кер = 0. 


(14.2) 


Решение этой системы линейных дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами может быть найдено известными 
методами, нас же прежде всего интересует, при каких условиях 
движение системы будет устойчивым. Это можно определить по 
знакам коэффициентов и определителей Гурвица характеристиче¬ 
ского уравнения 

' АХ 2 —с ЯА 

-НХ-к вх 2 + ах — <7 ==0 ’ 

Х 4 АВ + ХШ + X 2 (Я 2 — дА — сВ) + X (і кН — ей) + сд — 0. (14.3) 


Рассмотрим сначала частный случай й = 0 и к — 0 (демпфер и 
двигатель отключены). При этом (14.3) переходит в квадратное 
уравнение относительно А 2 , которое имеет чисто мнимые корни 
только в случае, когда 

1) Н 2 — дА — сВ> 0, 

2) сд > 0, (14.4) 

3) (Я 2 — дА — сВ) 2 — ААВсд > 0. 

Неравенство (14.4/3) при соблюдении (14.4/2) сильнее неравенства 
(14.4/1) и при достаточно большом кинетическом моменте всегда 
удовлетворяется. Из (14.4/2) видно, что независимо от величины 
кинетического момента устойчивое движение возможно только при 
статически неустойчивом гироскопе (<7>0). Система в этом слу¬ 
чае соответствует гироскопу Лагранжа с верхним расположением 
центра тяжести (п. 3.3.2). 

Полученный результат согласуется с теоремой 8 п. 5.2.2, со¬ 
гласно которой устойчивое движение может быть обеспечено лишь 
при четном числе неустойчивых степеней свободы. Правда, как 
следует из теоремы 11 п. 5.2.2, при наличии затухания устойчи- 
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вость нарушается. Это видно непосредственно из (14.3): при й >0 
и к = 0 коэффициент при % оказывается отрицательным. Поэтому 
для устойчивости монорельсовой дороги должно быть к > 0 . 

В общем случае (т. е. при й и к, отличных от нуля) к условиям 
(14.4/1) и (14.4/2) добавляются еще следующие: 

4) кН — сй> 0, 

5) Я 11 = Ай (Я 2 — < 7 Л - с В) — АВ (кН — ей) > 0, (14.5) 

6 ) /) ш = (кН — ей) Г>" — А 2 й 2 сд > 0. 

Так как при с <7 > 0 и Я ІП > 0 всегда имеет место И 11 > 0, в даль¬ 
нейшем условие 5 можно опустить. Если требуется, чтобы опреде¬ 
литель Гурвица Я ІП оставался положительным, то, как показывают 
условия (14.5), произведение кН должно превышать определенное 
минимальное значение, которое, однако, само по себе не должно 
быть чрезмерно большим. Слишком сильное демпфирование также 
может оказать вредное влияние; с другой стороны, (1 = 0 неиз¬ 
бежно ведет к неустойчивости, так как при этом коэффициент при 
№ в (14.3) обращается в нуль. Допустимые значения параметров 
конкретной системы следует определять на основе анализа всей 
совокупности условий устойчивости. 

Нашли себе применение также и отличные от линейной функ¬ 
ции управления двигателем (Граммель [3]). Влияние нелинейности 
характеристики двигателя, с которой нередко приходится встре¬ 
чаться, исследовано в [93]. 

Известные трудности могут возникнуть при движении вагона 
монорельсовой дороги по кривой. Это можно установить при по¬ 
мощи дифференциальных уравнений в системе координат, связан¬ 
ной с траекторией движения. Если = ( 0 , 0 ,Й 3 ) — вектор угловой 
скорости вращения этой системы координат, то вместо (14.2) [см. 
вывод системы уравнений ( 10 . 2 )] мы получим следующие урав¬ 
нения: 

Лф + Яр + (Я^з — с) ф = 0 , 

(14.6) 

Вр + ф + (Яй 3 — 9 ) р — Яф — кер = 0. 

Они отличаются от уравнений (14.2) только наличием с — Яй 3 
вместо с и ^ — Яйз вместо 9 . Разумеется, условия устойчивости 
распространяются лишь на случай постоянного значения й 3 . Тем 
не менее видно, что даже в этом случае движение по кривой отри¬ 
цательно сказывается на устойчивости монорельсовой дороги. Дей¬ 
ствительно, здесь вместо (14.4/2) появляется необходимое условие 
устойчивости в виде 

(с — Яй 3 ) (9 — Яй 3 ) > 0. 

Оно безусловно не удовлетворяется, если 

с > Яй 3 > д. 


(14.7) 
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Этот результат нетрудно объяснить физически. Если вагон повора¬ 
чивается при движении по кривой в направлении вращения ротора 
(йз>0), то гироскопический момент, возникающий при перенос¬ 
ном движении, стремится совместить ось ротора с вертикалью. 
Этот момент ослабляет действие моментов, обусловливающих ста¬ 
тическую неустойчивость вагона и кожуха гироскопа. При соблю¬ 
дении условия (14.7) момент (#^з — с)ф вагона останется опроки¬ 
дывающим, тогда как соответствующий момент кожуха с ротором 
станет восстанавливающим. 

Упомянутые вредные явления при движении по кривой могут 
быть устранены путем применения вместо одного двух соответ¬ 
ствующим образом связанных друг с другом гироскопов, вращаю¬ 
щихся в противоположных направлениях (Граммель [3]). 

14.2. Гироскопический успокоитель 

Если гироскоп монорельсовой дороги стабилизирует статически не¬ 
устойчивую систему, то назначение совершенно аналогично устро¬ 
енного корабельного гироскопа заключается в успокоении борто¬ 
вой качки корабля, вызванной волнением моря. Принцип устрой¬ 
ства корабельного гироскопа показан на рис. 14.3. Существенное 




Рис. 14.3. Корабельный гироскоп для гашения бортовой качки. 


отличие его от схемы монорельсовой дороги (рис. 14.2) заключает¬ 
ся в том, что кожух гироскопа О с ротором 7? статически устойчив, 
т. е. подвешен так, что центр тяжести этой системы расположен 
ниже оси кожуха 2, параллельной поперечной оси корабля. Это 
необходимо для динамической устойчивости системы, так как в 
противном случае вследствие положительной метацентрической 
высоты корабля момент силы тяжести корабля оказался бы 
восстанавливающим, а момент силы тяжести кожуха — опрокиды¬ 
вающим. 

Упрощенные уравнения движения корабля с гироскопом при 
малых углах бортовой качки ф и углах поворота кожуха р могут 
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быть написаны аналогично (14.2) в форме 

Лф -|- й\ф сер яр = Е (і), 
В$ + с1ф + д$ — Нф = 0. 


(14.8) 


В них вследствие статической устойчивости системы знаки с и <7 
изменены в сравнении с (14.2); кроме того, учтены демпфирование 
по крену (йі) и возмущающий момент ( Е(і )), порожденный вол¬ 
нением моря. Датчик момента по оси кожуха здесь отсутствует 
(к = 0), хотя в практически осуществленных устройствах он обыч¬ 
но имеется (его можно использовать для активного воздействия 
на корабль при бортовой качке, а также на циркуляции). 

Задачей конструктора является выбрать параметры прибора — 
<7 (удельный момент относительно оси кожуха) и й 2 (демпфирова¬ 
ние относительно оси кожуха)—так, чтобы достичь оптимального 
эффекта успокоения качки. Момент инерции В кожуха вместе с 
ротором, а также величина Я кинетического момента зачастую об¬ 
условлены требованием возможно лучшего функционирования уст¬ 
ройства при минимальном его весе. Основные принципы настройки 
мы изложим, следуя Ганкамму [94]. При этом будем исходить из 
уравнений движения (14.8) с гармонической возмущающей функ¬ 
цией 

Е (і () = Е 0 соз <х^. (14.9) 

Отыскивая решения уравнений также в виде гармонических 
функций 


Ф = Ф Л соз (со/ — ф), р = соз (со/ — %), (14.10) 


находим известными методами амплитуды вынужденных колебаний 


где 


Фа = тг Щ \[д — б со 2 ) 2 + йГ 2 ® 2 ], 



(14.11) 


N = [(с — Л со 2 ) (<7 — В а 2 ) — а 2 (Я 2 + й х й 2 )\ 2 + 

+ ю 2 [йх (д — Всо 2 ) + й 2 (с — Лео 2 )] 2 . 


О демпфирующем эффекте гироскопа можно судить по амплитуд¬ 
ной характеристике фл(со). Основные свойства последней лучше 
всего выявляются, если пренебречь сопротивлением корабля по 
крену (с1\ = 0) и варьировать удельный момент вязкого трения й 2 
относительно оси кожуха. В предельном случае недемпфирован¬ 
ного кожуха получаем 



ЕІ (д - В со 2 ) 2 

[(с — Лео 2 ) (д — Ба) 2 ) — # 2 со 2 ] 2 


(14.12) 


15 К. Магнус 
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График функции срл(со) представлен на рис. 14.4. Он имеет раз¬ 
рывы при частотах 


со 


N 


СіУ 


1 


Н 2 + сВ + с/А 
2 АВ 


1 ± ]/ 


1 


4сдАВ 


(ГР + сВ + дА) 


(14.13) 


которые можно назвать частотами нутации и прецессии соответ- 
ственно. Поскольку (сВ + цА) 2 > Ас^АВ, эти частоты всегда выра¬ 
жаются действительными числами. Следует отметить нуль функции 
Фа(со) при частоте 

(О к = у д /в, (14.14) 

соответствующей частоте собственных маятниковых колебаний не- 
вращающегося гироскопа. Используя это обстоятельство, можно 
было бы при приблизительно постоянной частоте возмущения со 
достичь эффективного гашения колебаний. В случае волнения моря 
не приходится ожидать постоянной со, но специальная настройка 
согласно (14.14) все же имеет практическое значение для анало¬ 
гично действующих гироскопических успокоителей крутильных ко¬ 
лебаний. Ниже мы еще коснемся этого вопроса. 



Рис. 14.4. Амплитудные характеристики бортовой качки корабля при различном демпфи¬ 
ровании. 


В другом предельном случае заторможенного кожуха мы по¬ 
лучаем просто амплитудную характеристику качки корабля. Пола¬ 
гая с1 2 -+ оо, имеем 

Фл = ( с _ Лсог ) 2 • (14.15) 

Соответствующая этому случаю амплитудная характеристика про¬ 
ведена на рис. 14.4 штриховой линией. Ее разрыв соответствует 
частоте собственных колебаний корабля по крену 

со 5 = У с! А . 


(14.16) 
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Оба предельных случая — отсутствие демпфирования и бесконечно 
большое демпфирование й 2 по оси кожуха — не представляют прак¬ 
тического интереса, однако даже соответствующие амплитудные 
характеристики могут оказаться источником важных сведений. 
Именно, точки пересечения 1, 2, 3 этих кривых не зависят от й 2 , и 
поэтому все амплитудные характеристики для других значений й 2 
также проходят через эти точки. Действительно, если мы потре¬ 
буем, чтобы 


а (ѵ а) 

а (4) 



(14.17) 


то из (14.11), полагая й\ = 0, придем к условию 

Я 2 со 4 [Я 2 со 2 — 2 (с — Лео 2 ) {д — Всо 2 )] = О, 


которое дает три значения для абсцисс упомянутых неизменных 
точек: 


©? = 0 , 

1 ^/■- | Я . + 'м‘ гй 4 (14.18) 

111 / 

Следовательно, амплитудные характеристики фл(со) корабля не 
могут пройти ниже отмеченных на рис. 14.4 неизменных точек 1,2,3. 
Оптимум достигается в том случае, когда один из максимумов 
Фа(со) совпадает с наивысшей неизменной точкой. Такого рода кри¬ 
вая проведена на рис. 14.4 тонкой линией. Соответствующее ей зна¬ 
чение й 2 мы найдем, подставляя соц (или сощ) в условие для экстре¬ 
мума, вытекающее из равенства 

* ю п 

<ісо 2 — 

При этом получится квадратное уравнение относительно реше¬ 
ние которого определяет (с? 2 )опт. Само собой разумеется, надо еще 
убедиться в том, что второй максимум кривой фл не расположен 
выше первого. 

По виду кривых, представленных на рис. 14.4, можно заклю¬ 
чить, что ордината неизменной точки 2 тем меньше, чем меньше 
значения со р и со к . Путем применения астатического подвеса ко¬ 
жуха (*7 = 0) обе эти частоты можно было бы даже обратить в 
нуль. В этом случае неизменные точки 1 и 2 совпали бы и остава¬ 
лось бы только принять во внимание неизменную точку 3. Ее ор¬ 
дината тем меньше, чем больше со^, т. е. чем больше кинетический 
момент Я. Расчеты, произведенные для конкретных проектов, по¬ 
казывают, что амплитуду бортовой качки корабля можно снизить 
до 1/30 амплитуды качки корабля, не оборудованного гироскопом; 
при этом вес всей гироскопической установки, включая агрегат 


ш 


СП 


II 

2 


_ Н 2 + 2сВ + 2цА 
4АВ 


16* 
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питания, составляет приблизительно 1% веса корабля. Некоторые 
конструктивные подробности осуществленных установок описаны 
Ричардсоном [10]. 

Причину того, что установки с корабельным гироскопом не при¬ 
вились на кораблях, следует искать прежде всего в конструктивных 
трудностях, связанных с обменом энергией между гироскопом и 
кораблем, а также в поведении гироскопа на циркуляции. При цир¬ 
куляции против направления вращения ротора возникающий гиро¬ 
скопический момент может свести на нет статическую устойчивость 



Рис. 14.5. Гироскопический успокоитель по Арнольду — Маундеру. 


кожуха и дестабилизировать систему в целом (аналогичное явле¬ 
ние было обнаружено при исследовании монорельсовой дороги). 
Эти трудности можно было бы обойти, связав с кожухом поворот¬ 
ный двигатель и обеспечив надлежащее управление развиваемым 
им моментом. Поворотный двигатель может быть использован так¬ 
же для того, чтобы активизируя установку с корабельным гироско¬ 
пом, накладывать на корабль желаемые моменты. Таким способом 
удавалось, например, освобождать вмерзшие в лед корабли или 
воздействовать на крен. Но при этом гироскоп по существу выпол¬ 
няет функции сервогироскопа (§ 14.4) и уже не может быть при¬ 
числен к гироскопическим успокоителям. 

Следует еще упомянуть, что гироскопы нашли себе применение 
и в установках более позднего времени, предназначенных для 
успокоения бортовой качки. Однако в этом случае они служат 
лишь приборами для измерения угловой скорости или углового 
ускорения крена (см. гл. 15). Управляющий сигнал, сформирован¬ 
ный на основе этих измерений, передается дальше на соответ¬ 
ствующие исполнительные элементы. В качестве последних боль¬ 
шей частью применяются регулируемые стабилизаторы (перья), 
которые при определенной их ориентации в потоке создают гидро¬ 
динамические моменты относительно продольной оси. 

Гироскопический успокоитель для гашения крутильных колеба¬ 
ний, принципиально идентичный корабельному гироскопу, описан 
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Арнольдом и Маундером [1]; см. рис. 14.5. Прибор был успешно 
применен для гашения самовозбуждающихся колебаний ползуна 
строгального станка. Это позволило в значительной мере избежать 
образования шероховатости на обрабатываемом изделии. В отли- 
чие от корабельного гироскопа у этого успокоителя восстанавли- 
вающий момент кожуха гироскопа создается с помощью пружин. 
Это позволило расширить область применения прибора и облегчить 
его настройку. 

14.3. Силовые гироскопические стабилизаторы 

Если возмущающий момент, действующий на стабилизированную 
или демпфированную с помощью гироскопов систему, компенси¬ 
руется гироскопическим моментом, то гироскоп должен прецесси¬ 
ровать с определенной угловой скоростью вокруг оси, перпенди¬ 
кулярной к вектору возмущающего момента и к оси ротора. При 
возмущающем моменте постоянного направления это приводит к от¬ 
клонению гироскопа, выходящему за пределы нормальной рабочей 
зоны. Во избежание этого прибегают к помощи двигателей стаби¬ 
лизации, позволяющих удерживать гироскоп в нормальном сред¬ 
нем рабочем положении. Таким образом, в конечном счете возму¬ 
щающий момент воспринимается двигателем стабилизации. Ниже 
мы рассмотрим некоторые типы силовых гироскопических стабили¬ 
заторов и исследуем их свойства. 

14.3.1. Однороторный двухосный стабилизатор. На рис. 14.6 изо¬ 
бражен гироскоп в кардановом подвесе, кожух которого может 
поворачиваться вокруг осей обеих рам. Сигналы, соответствующие 
названным поворотам, передаются через усилители на двигатели 
стабилизации, которые ликвидируют возникшее отклонение, за¬ 
ставляя гироскоп поворачиваться в противоположном направлении. 
Если, например, относительно оси 1 действует возмущающий мо¬ 
мент М 1 ?, то возникает прецессия вокруг оси 2; в результате обра¬ 
зуется момент коррекции М?> который определяется углом р и 
компенсирует возмущающий момент, препятствуя тем самым даль¬ 
нейшему отклонению гироскопа. 

Если моменты коррекции (стабилизации) пропорциональны уг¬ 
лам поворота, то в предположении идеально функционирующих 
цепей стабилизации можно принять 

М?=-Ьф, М$ = к 2 а. (14.19) 

При учете пропорциональных скорости демпфирующих моментов 
относительно обеих осей уравнения движения стабилизатора для 
малых углов отклонения можно записать в следующей форме: 

Аа + Яр = Л4? — й\а — &іР, 

іВр — Н(Х = Л42 — б^Р “Ь 


(14.20) 
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В зависимости от характера возмущающих функций Мі (() и М 2 (і) 
получаются различные решения уравнений движения, которые мо¬ 
гут быть найдены с помощью вычислительных машин. Однако 
можно получить некоторое представление о действии стабилиза¬ 
тора, рассматривая его поведение при постоянных возмущающих 
моментах, а также исследуя его устойчивость. К этому мы и обра¬ 
тимся. 



Рис. 14.6. Однороторный двухосный стабилизатор. 


При Мі 5 = Мш и М 2 =М 20 уравнения (14.20) имеют стационар¬ 
ное решение 



(14.21) 


Выбирая большие значения коэффициентов усиления к\ и к 2 , можно 
получить малые углы отклонения. Однако, как мы увидим ниже, 
здесь существуют определенные пределы, обусловленные сообра¬ 
жениями устойчивости. Преимущество замкнутого канала стаби¬ 
лизации (со стабилизирующим двигателем) легко заметить, срав¬ 
нивая (14.21) со стационарным решением системы (14.20) при вы¬ 
ключенной стабилизации (к\ = к 2 = 0)і 


а = а 0 = 


^10^2 М эдЯ 

я 2 + <м* 


Р — р 0 — 




+ М 




Я 2 <1\(І2 


(14.22) 
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В последнем случае реакция гироскопа на возмущающий момент 
выражается в скорости отклонения, тогда как при включенной ста¬ 
билизации, напротив, в угле отклонения. 

Отношение возмущающего момента к обусловленному им углу 
отклонения называют жесткостью стабилизатора. В разобранном 
выше случае (14.21) жесткость совпадает с коэффициентом усиле¬ 
ния. При неидеальных цепях стабилизации жесткость может выра¬ 
жаться более сложной функцией и следует учитывать зависимость 
соответствующего ей передаточного отношения от частоты. 

Вопрос об устойчивости стабилизатора можно выяснить, исходя 

из уравнений (14.20) при М\=МІ =0; характеристическое урав¬ 
нение в этом случае имеет вид 


лмя + я 3 (ла 2 + ва { ) + х 2 (я 2 + а { а 2 ) +ля (к { + к 2 ) + к { к 2 = о. 

(14.23) 

Отсюда прежде всего можно заключить, что при отсутствии демп¬ 
фирования {йі = = 0) стабилизатор неустойчив, так как коэф¬ 

фициент при Я 3 обращается в нуль, тогда как коэффициент при X 
остается отличным от нуля. Это примечательный факт: он не мо¬ 
жет быть установлен при приближенных расчетах на основании 
упрощенных уравнений прецессионной теории. Действительно, если 
пренебречь инерционными членами и считать, что й\ — й 2 = 0 или 
й\(І 2 <С Я 2 , то корнями остающегося квадратного уравнения будут 

л _ _ ^2 

Н ’ 2 Н • 


Л| = - 


(14.24) 


Таким образом, создается впечатление асимптотической устойчиво¬ 
сти, тогда как в действительности нутационные колебания, кото¬ 
рыми мы пренебрегли, неустойчивы. Эти самовозбуждающиеся ко¬ 
лебания гироскопических стабилизаторов на самом деле часто 
наблюдаются на практике. 

То, что коэффициенты усиления не могут быть выбраны произ¬ 
вольно большими, видно из следующих условий устойчивости, со¬ 
гласно которым требуется, чтобы определители Гурвица О 11 и Я ІП 
были положительными: 


Я 11 = (Я 2 + й { й 2 ) ( Ай 2 + Вй х ) — АВН (к х + к 2 ) > 0, 
Я 111 = Н(к 1 + к 2 ) О и — (Аа 2 + ва { ) 2 к { к 2 > 0 . 


(14.25) 


Само собой разумеется, что устойчивость гироскопического стаби¬ 
лизатора можно повысить, вводя в цепь стабилизации корректи¬ 
рующие цепочки. Однако этого вопроса мы здесь касаться не бу¬ 
дем, поскольку он относится к теории регулирования. 


14.3.2. Влияние противоэлектродвижущей силы двигателя стаби¬ 
лизации. До сих пор мы предполагали, что компенсирующие мо¬ 
менты коррекции (14.19) зависят только от углов отклонения. Это 
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предположение с достаточно хорошим приближением оправды¬ 
вается в случае непосредственной связи датчика момента с рамой 
карданова подвеса (без промежуточной передачи). Если же элек¬ 
тродвигатель связан с кардановой рамой через какую-либо пере¬ 
дачу, то в общем случае надо учитывать его противоэлектродвижу¬ 
щую силу. Она оказывает демпфирующее влияние и поэтому при 
соответствующем подборе параметров может сделать излишними 
специальные демпфирующие устройства. 

Если пренебречь запаздыванием в нарастании тока, то компен¬ 
сирующий момент.относительно оси 1 можно считать равным 

N§ = 811, (14.26) 

где и — напряжение на двигателе, а 5—коэффициент пропорцио¬ 
нальности. Само напряжение в линейном приближении можно пред¬ 
ставить так: 

и — — ф — йа. (14.27) 

Здесь а — коэффициент противоэлектродвижущей силы, в котором 
содержится также передаточное число % привода. Произведение гз 
соответствует введенному выше коэффициенту усиления к\. Если 
через А = Л к + х 2 / обозначить суммарный момент инерции, скла¬ 
дывающийся из момента инерции А К гироскопа с кардановой ра¬ 
мой и приведенного момента инерции х 2 / передачи, то уравнения 
движения одноосного стабилизатора с одним-единственным двига¬ 
телем стабилизации при отсутствии возмущающих и демпфирую¬ 
щих моментов можно записать в форме 

Аа + Н$ — за = О, 

вр — На =0, (14.28) 

и -{-* /*^ -{- сіді = 0. 

Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид 

Я [Я 3 Л В + Х 2 В аз + Я# 2 + Нгз] = 0. (14.29) 

Корень Яі = 0 свидетельствует о безразличном положении равно¬ 
весия системы по углу а. Остальные корни имеют отрицательные 
действительные части, если 

й п = НВз {На — Аг)> 0. (14.30) 

Этим определяется допустимое значение усиления г (или гз) при 
заданном й. При й — 0 стабилизатор совершает незатухающие ко¬ 
лебания. 

14.3.3. Влияние упругой податливости конструкции. У осуществлен¬ 
ных стабилизаторов описанного типа (см., например, рис. 14.6) мо¬ 
мент инерции А может достигать большой величины, так как внеш¬ 
няя рама выполняется обычно в виде платформы, несущей на себе 
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ряд элементов, к тому же добавляется еще приведенный момент 
инерции х 2 / передачи. Вследствие этого при ускорениях возникают 
большие моменты, которые приводят к определенной деформации 
элементов конструкции (валов, подшипников, корпусов, рам). 
В этом случае угол а отклонения оси ротора отличается от угла ср 
отклонения платформы, т. е. внешней рамы. Если деформация яв¬ 
ляется упругой, то момент, накладываемый гироскопом на раму и 
наоборот, может быть записан в виде ±с(ф—ос), где с — коэффи¬ 
циент жесткости. Выделяя из Л=Л К +Л Р моменты инерции ги¬ 
роскопа А к и платформы А р , мы можем написать уравнения дви¬ 
жения одноосного гироскопического стабилизатора при малых 
углах отклонения и отсутствии возмущения в виде 

А к а + Я(3 = + с (ф — а), 

Вр — На == 0, (14.31) 

А р ф = М? + с (а — <р). 

В предельном случае с-*оо после сложения первого и третьего 
уравнений (14.31) в силу того, что ф—юс, мы снова получим преж¬ 
ние уравнения движения. 

Как показал Новожилов [95], при достаточно большом с систему 
(14.31) можно заменить упрощенной системой уравнений. При 
большом с в (14.31/1) можно пренебречь инерционным членом, 
после чего получим 

Яр « с (ф — а). (14.32) 


С другой стороны, при соответствующих начальных условиях из 
(14.31/2) следует 

В|3 = Ясс. 


Подставляя это выражение в 

ОС И ф 

(14.32), получаем соотношение 

между 

а — 

сВ 

ф сВ + Н 2 ’ 

(14.33) 

из которого вытекает 



с(ф 

— а) = с*ф, 

(14.34) 

где 



* 

л і 

сЯ 2 

(14.35) 

С — 

сВ + Н 2 


— новый коэффициент жесткости. Пользуясь полученными резуль¬ 
татами, мы можем заменить систему (14.31) следующими двумя 
приближенными уравнениями: 

Яр — с* ф = О, 

Л Р ф -\г с ф = 


(14.36) 
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Из второго уравнения заключаем, что частота собственных колеба¬ 
ний платформы равна 


со 


р 





сН 2 

Л р (с В + Н 2 ) 


(14.37) 


В качестве примера приложения приближенных уравнений 
(14.36) рассмотрим устойчивость одноосного стабилизатора, когда 
момент коррекции (14.26) подчиняется закону (14.27), в котором, 
однако, а надо заменить на ф. Тогда уравнения движения при¬ 
мут вид 

Яр — смр = 0, 

А р ф + с*ср — 8и = 0 , (14.38) 

и "Т* г|3 = 0. 

Характеристическое уравнение этой системы является кубическим 
уравнением 

Я 3 ЯЛ Р + Я 2 Я йз + КН с* + Г8С* = 0. (14.39) 

Соответствующее условие устойчивости 

О и = Нзс* ( Нсі — А р г) > 0 (14.40) 

приводит к требованию, подобному найденному выше условию 
(14.30) для абсолютно жесткого стабилизатора. В предельном слу¬ 
чае с —► оо из (14.35) следует с*—*Я 2 /Я и характеристические урав¬ 
нения (14.29) и (14.39) полностью совпадают. Таким образом, при 
приближенном решении задачи выпадает лишь нулевой корень, ко¬ 
торый обычно не представляет интереса. 


14.3.4. Двухроторные стабилизаторы. Наряду с однороторными ги¬ 
роскопическими стабилизаторами существует много типов двух- и 
многороторных стабилизаторов. Мы приведем два примера таких 
приборов, ограничившись лишь их описанием. 

Гирорамой называется двухроторный стабилизатор, схематиче¬ 
ски изображенный на рис. 14.7. Приборы такого рода могут быть 
применены, например, для стабилизации платформ на качающемся 
корабле. Два одинаковых гироскопа смонтированы в общей внеш¬ 
ней раме так, что оси их внутренних рам параллельны. Кожухи 
гироскопов связаны с помощью «спарника» (или зубчатых колес), 
позволяющего им поворачиваться только в противоположных на¬ 
правлениях на равные углы (|3 Х = —р п ). Роторы вращаются в 
противоположных направлениях, так что в основном положении 

гироскопов суммарный кинетический момент Я/ = Н\ + Н\ 1 = 0. 

Если на внешнюю раму действует возмущающий момент М?, 
то оба гироскопа прецессируют вокруг оси 2 и активизируют двига¬ 
тель стабилизации, который создает компенсирующий момент М?, 
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Таким образом, как и в случае однороторного стабилизатора, ком¬ 
пенсирующий момент противодействует возмущающему моменту. 
Преимущество применения двух вращающихся в противоположных 
направлениях гироскопов заключается в том, что на подвижном ос¬ 
новании гирорама ведет себя лучше однороторного стабилизатора. 
Пусть, например, основание вращается вокруг оси 2. Тогда рама 
следует за этим вращением, но при этом никакого поворота вокруг 

оси 1 не происходит. Моменты Яр гироскопов имеют противопо¬ 
ложные направления и взаимно уравновешиваются, лишь внешняя 



Рис. 14.7. Гирорама, 


рама испытывает при этом скручивающие напряжения. При вра¬ 
щении основания вокруг оси 3 и отклоненных от основного положе¬ 
ния гироскопах также могут возникнуть гироскопические моменты, 
под влиянием которых одноименно вращающийся гироскоп стре¬ 
мится повернуться в направлении к оси 3, а второй — от нее. 
Но и эти моменты не могут вызвать никаких последствий, так как 
вследствие принудительной связи кожухов они взаимно нейтра¬ 
лизуются и должны восприниматься внешней рамой или спар¬ 
ником. 

Двухроторный двухосный стабилизатор изображен на рис. 14.8. 
Он содержит две рамы, с осями которых связаны двигатели стаби¬ 
лизации; на двигатели подаются сигналы, определяемые углами 
поворота обоих гироскопов вокруг осей кожухов. Опыты с прибо¬ 
рами изображенного на рис. 14.8 типа показали, что такие стаби¬ 
лизаторы склонны к колебаниям, и поэтому для демпфирования 
системы должны быть приняты специальные меры. Действительно, 
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путем анализа характера движения Ишлинскому [96] удалось пока¬ 
зать, что при прочих одинаковых параметрах приборов двухротор- 



Рис. 14.8. Двухроторный двухосный стабилизатор. 


ный стабилизатор, представленный на рис. 14.8, при противополож¬ 
ном вращении роторов всегда менее устойчив, чем соответствую¬ 
щий однороторный стабилизатор, представленный на рис. 14.6. 

14.4. Сервогироскоп 

Задача сервогироскопа заключается в том, чтобы накладывать на 
объект, в который он установлен, моменты заданной величины и 
заданного направления. Такие моменты используются, например, в 
системах ориентации космических кораблей . В этом случае серво¬ 
гироскоп является одним из элементов в цепи системы ориентации; 
для анализа движения необходимо привлечь уравнения всех зве¬ 
ньев цепи регулирования. Так как при этом в зависимости от 
пределов регулирования, закона регулирования и различных возму¬ 
щающих воздействий возможно большое число вариантов, мы огра¬ 
ничимся некоторыми общими замечаниями, которые относятся глав¬ 
ным образом к принципу действия собственно сервогироскопа. 

Прежде всего укажем простой пример гироскопического при¬ 
вода, который может быть применен, например, для приведения 
в действие колокола. При этом с помощью гироскопических сил 
создаются периодические моменты, которые возбуждают и поддер¬ 
живают угловые колебания. Принципиальное устройство такого 
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сервогироскопа показано на рис. 14.9. Гироскоп смонтирован в кар- 
дановом подвесе и может беспрепятственно вращаться вокруг оси 2. 
Вращение его вокруг этой оси осуществляется двигателем М. При 
этом изменение направления вектора кинетического момента Я* 
приводит к возникновению гироскопического момента относительно 
оси 1, величину которого можно вычислить на основании уравнений 
движения. 


АЗ 



Линеаризуя уравнения относительно угловых скоростей аир 
(но не относительно угла |3), получаем [см., например, уравне¬ 
ние (4.63)] 


Аа + Я сов р (3 = М и 
5р — Я соз р а = М 2 . 


(14.41) 


Считая для простоты вынужденное вращение гироскопа равномер¬ 
ным (Р = й), получаем гироскопический момент 

М^ = - Н&С05&І, (14.42) 


который может быть использован для приведения в действие свя¬ 
занной с осью 1 колебательной системы. Кажущийся окольным 
путь осуществления привода посредством гироскопа, а не непосред¬ 
ственно при помощи двигателя, имеет два преимущества: во-первых, 
однонаправленное вращение двигателя преобразуется непосред¬ 
ственно (т. е. без рычажных или зубчатых передач) в периодиче¬ 
ский момент, а во-вторых, это преобразование сопровождается 
усилительным эффектом. Двигателю приходится развивать момент, 
значительно меньший, чем максимальный момент относительно 
оси 1, который дается формулой (14.42). Если в установившемся 
режиме принять а = ал соз (Ш — ср), то, кроме прочих моментов 
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сопротивления, двигатель должен дополнительно преодолевать ги¬ 
роскопический момент 

М§ — — Н со$ |3а = НОа А зіп (01 — ф) соз 01. (14.43) 


Его величина зависит от амплитуды ал колебаний угла а. Отноше¬ 
ние амплитуд моментов 



шах 



1 

а А 


(14.44) 


можно назвать коэффициентом усиления, причем ал надо брать 
в дуговом измерении. Например, если оса = 5,7°, то получается де¬ 
сятикратное усиление по моменту. Эту закономерность можно рас¬ 
сматривать как своеобразный закон рычага для моментов. 



г 



Рис. 14.10. Трехосный сервогироскоп. 


При приведении в движение вибратора в зоне резонанса сле¬ 
дует предусматривать не жесткое, а соответственно рассчитанное 
упругое соединение вибратора с осью 1. В этом случае внешняя 
рама сервогироскопа будет совершать в установившемся режиме 
лишь небольшие колебания по углу а, тогда как амплитуда самого 
вибратора вследствие резонанса может оказаться значительной. 

В отличие от изображенного на рис. 14.9 сервогироскопа, кото¬ 
рый управляется только по одной оси, гироскоп, изображенный 
на рис. 14.10, управляется по трем осям. С помощью этого прибора 
можно создавать моменты относительно всех трех осей подвеса. 
В предположении неизменной ориентации носителя (космический 
корабль) и небольших отклонений гироскопа от нормального рабо¬ 
чего положения величины этих моментов будут равны 

М і = — Яр, М 2 — На } М 3 = — С^у. 


(14.45) 


14.4. Сервогироскоп 


463 


Гироскопическими можно назвать только сервомоменты М\ и М 2 , 
тогда как момент М 3 обусловлен лишь инерцией ускоряющегося 
или замедляющегося ротора. В космонавтике применяются оба типа 
генераторов момента (однако, как правило, на каждом объекте 
устанавливаются однотипные генераторы). 

В действии маховиков или шаров центробежного регулятора 
также проявляется инерция вращающихся тел, но возникающие при 
этом случайные прецессионные моменты являются нежелательным 
побочным явлением. У собственно сервогироскопов (по-английски — 
сопігоі тотегй ^уго) для создания момента используется измене¬ 
ние направления кинетической оси, а ускорение ротора не исполь¬ 
зуется— величина кинетического момента поддерживается в них 
постоянной. 

Хотя с помощью одного сервогироскопа можно создавать мо¬ 
менты относительно двух осей, в системах регулирования косми¬ 
ческих кораблей применяют по каждой оси отдельный сервогиро¬ 
скоп; это дает возможность легче справляться с взаимным влиянием 
отдельных каналов. При анализе движения космического корабля 
с системой ориентации, включающей в себя сервогироскопы, прихо¬ 
дится иметь дело с системами уравнений, подобными тем, с кото¬ 
рыми мы встречались выше при исследовании гиростатов (§ 4.1). 
В зависимости от типа сервогироскопа и программы регулирования 
здесь возможно большое число случаев, описание и расчет которых 
можно найти в обширной специальной литературе (см., например, 
Шинделин [97], Кэннон [98], Роберсон [99] или Летова [100]). 



Глава 15 


Поворотные гироскопы 


Поворотные гироскопы являются, пожалуй, наиболее часто приме¬ 
няемыми и, вообще говоря, наиболее надежными гироскопическими 
приборами. Они служат прежде всего для измерения угловой ско¬ 
рости и поэтому иногда называются гиротахометрами. Принцип 
измерения можно трактовать как обращение прецессионного дви¬ 
жения гироскопа: в то время как явление прецессии характери¬ 
зуется тем, что момент вызывает угловую скорость — прецессион¬ 
ное движение, — у поворотного гироскопа следствием вынужден¬ 
ного вращения является момент. Этот момент может быть 
надлежащим образом компенсирован и измерен; измеренная вели¬ 
чина является мерой угловой скорости вынужденного вращения. 

Для качественного объяснения свойств поворотного гироскопа 
можно также привлечь правило Фуко об одноименном паралле¬ 
лизме осей вращения. Если быстровращающемуся гироскопу сооб¬ 
щить вынужденное вращение, то у него появится тенденция совме¬ 
стить свою кинетическую ось, которая практически совпадает с 
осью ротора, с осью вынужденного вращения, причем так, чтобы на¬ 
правление последнего совпадало с направлением вращения ротора. 

15.1. Устройство и уравнения движения 

Для расчетов поворотного гироскопа примем некоторую обобщен¬ 
ную модель, от которой путем тех или иных модификаций можно 
будет перейти к наиболее важным типам поворотных гироско¬ 
пов. Рассмотрим гироскоп в кардановом подвесе, показанный на 
рис. 15.1. Вращения внешней рамы вокруг оси 1 и внутренней рамы 
вокруг оси 2 стеснены упругой связью, создающей восстанавли¬ 
вающие моменты при отклонении рам от некоторого среднего (ос¬ 
новного) положения ^.Демпфирование системы осуществляется мо- 


*) Следует иметь в виду, что здесь, как и в некоторых других местах книги, термин 
«связь» применяется не в том смысле, который принят в русской литературе по механике. 
В последней, как известно, связями называют ограничения, накладываемые на положения 
или скорости механической системы и, следовательно, обязательно уменьшающие число 
степеней свободы. В данном же случае «упругая связь» означает лишь наложение (с по¬ 
мощью пружин или каких-либо других устройств) «упругих» моментов, которое, конечно, 
ре отражается на числе степеней свободы системы. — Прим. ред. 
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ментами, пропорциональными угловой скорости рам. В предполо¬ 
жении, что 

1) ротор симметричен, 

2) в основном положении (а = (3 = 0) главные оси ротора и 
рам совпадают с их геометрическими осями (т. е. отсутствует 
динамическая неуравновешенность), 

3) центры тяжести расположены на осях (т. е. отсутствует ста¬ 
тическая неуравновешенность), 

4) рассматриваются лишь малые отклонения от основного поло¬ 
жения а = |3 = 0 (т. е. а, Р < 1), 

5) кинетический момент Н гироскопа постоянен, 

6) угловая скорость системы координат 1, 2, 3 мала по сравне¬ 
нию с угловой скоростью ротора (й <С со), 


I 

Л 



Рис. 15.1. Модель поворотного гироскопа: гироскоп в кардановом подвесе с восстанавли¬ 
вающими моментами и демпфированием относительно обеих осей. 

мы можем воспользоваться уравнениями (10.22) и записать их 
в данном случае в следующем виде: 

Ла + Яр + а х & + (с х + ЯЙ 3 )« = - Ай х - #Й 2 , 

(15.1) 

яр - на + й 2 р + (с 2 + на з) Р = -ва 2 + #й ь 

При этом компоненты йі, й 2 , й 3 вектора угловой скорости объекта 
следует считать заданными функциями времени, так что в общем 
случае (15.1) является неоднородной системой уравнений с пере¬ 
менными коэффициентами. Для конкретных случаев решения урав¬ 
нений, конечно, всегда могут быть найдены методом численного 
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интегрирования, однако получить из (15.1) представление об общих 
свойствах системы затруднительно. Поэтому в дальнейшем мы при¬ 
меним эти уравнения к частным видам поворотных гироскопов, 
представляющим технический интерес, отыщем и проанализируем 
соответствующие решения. Рассмотрим следующие типы поворот¬ 
ных гироскопов: 

a) гироскопический тахометр (Р-поворотный гироскоп), для ко¬ 
торого С\ —► оо; 

b) интегрирующий поворотный гироскоп (І-поворотный гиро¬ 
скоп), для которого С\ -> оо, С 2 = 0 и велико; 

c) дважды интегрирующий поворотный гироскоп (І 2 -поворотный 
гироскоп), ДЛЯ которого С\ -> оо, С 2 = О, <І 2 = 0; 

б) дифференцирующий поворотный гироскоп (О-поворотный ги¬ 
роскоп), для которого с і велико; 

е) гироскоп с жесткой связью (зІгар-сІОАѵп-ёуго), для которого 

С\ —► ОО, с 2 —+ ОО. 

15.2. Гироскопический тахометр (Р-поворотный гироскоп) 

В предельном случае жесткой связи по оси 1 имеем С\ —► оо и а — 0. 
Тогда от системы (15.1) остается только второе уравнение, в кото¬ 
ром На = 0. Если использовать неподвижную систему отсчета, то 

= 0 и уравнение движения переходит в следующее: 

=== 0* (15.2) 

Отсюда можно заключить, что собственные колебания |3(/) внутрен¬ 
ней рамы не зависят от кинетического момента Я. Однако такой 
вывод допустим только как приближение, так как даже ничтожные 
деформации могут иметь существенное значение. Из анализа, 
проведенного в п. 9.2.2, следует, что для отыскания собственных 
колебаний поворотного гироскопа в случае упругой податливости 
элементов конструкции нужно выражение В = А н + А 3 + А А заме¬ 
нить на В + Я 2 /сі [см. уравнение (9.21)]. Несмотря на то что Сі ве¬ 
лико, влиянием дополнительного слагаемого из-за наличия множи¬ 
теля Я 2 пренебрегать нельзя. Тем не менее частота собственных 
колебаний практически выполненных поворотных гироскопов на¬ 
столько высока (от 10 до 60 Гц) и колебания так быстро затухают, 
что в большинстве случаев переходным процессом можно прене¬ 
бречь, т. е. считать процесс квазистатическим. Сказанное справед¬ 
ливо при дополнительном предположении, что обычно основная ча¬ 
стота угловой скорости Й объекта значительно ниже частоты соб¬ 
ственных колебаний поворотного гироскопа. Для обычных угловых 
скоростей носителей (самолеты, космические корабли) это всегда 
подтверждается. Правда, при наличии вибраций такая посылка 
может оказаться неоправданной. Этого вопроса мы еще коснемся 
в § 15.5, 
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В предположении квазистатической системы, полагая На — О, 
мы находим из (15.1/2) показание гироскопического тахометра 


НО і — ВО 2 
с 2 + НО з 


(15.3) 


Полученный результат свидетельствует, что в показание |3 входят 
все три составляющие угловой скорости Й* объекта. Однако анализ 
порядка величин отдельных членов показывает, что в подавляющем 

большинстве случаев можно принять Вй 2 <С Нй\ и #й 3 <С с 2 . Тогда 
получаем приближенное выражение 

Р — Й,. (15.4) 

С 2 

Это выражение означает, что гироскопический и восстанавливаю¬ 
щий моменты взаимно уравновешиваются. Угол |3 называется вы¬ 
ходной величиной поворотного гироскопа, а ось внутренней рамы — 
выходной осью. Неподвижная относительно корпуса прибора ось 1 
называется входной или измерительной осью; йі является входной 
величиной. В нулевом (основном) положении внутренней рамы 
входная и выходная ось и ось ротора взаимно перпендикулярны. 

В результате проведенных нами рассуждений можно констати¬ 
ровать, что при указанных допущениях выходной угол |3 гироскопи¬ 
ческого тахометра пропорционален входной величине Йі. Чувстви¬ 
тельность прибора определяется множителем Н/с 2 . При большом 
кинетическом моменте Н и не слишком жесткой упругой связи 
внутренней рамы (малое с 2 ) можно добиться большой чувствитель¬ 
ности. Предел этому кладет техническое несовершенство прибора, 
например сухое трение в подвесах рам. Тем не менее удалось по¬ 
строить настолько чувствительные гиротахометры, с помощью кото¬ 
рых может быть доказано наличие угловой скорости Земли. 

Гироскопические тахометры применяются на самолетах, глав¬ 
ным образом для измерения угловой скорости виража. Следует 
отметить две связанные с этим особенности: зависимость выходной 
величины р, во-первых, от наклона самолета (угол крена ф), всегда 
сопровождающего вираж, и, во-вторых, от направления вращения 
ротора. Гироскопические тахометры обычно монтируются так, что¬ 
бы измерительная ось совпадала с нормальной осью самолета, а 
выходная — с его продольной осью. Тогда оси 1, 2, 3 гироскопа, по¬ 
казанные на рис. 15.1, соответствуют осям 3^, Р, 2 Р самолета, изо¬ 
браженным на рис. 9.1. Если самолет выполняет горизонтальный 
левый вираж, то вектор й г - направлен вертикально вверх (рис. 15.2). 
Ввиду наличия угла крена ф самолета координаты й* в осях 1,2, 3, 
связанных с корпусом прибора, а значит, и с самолетом, будут 

й* = (йсо5ф, 0, йзіцф). (15.5) 
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Тогда, согласно (15.3), квазистатическое показание поворотного 
гироскопа 


р 


НО С05 ф 

С2 + НО 8ІП ф 


Н С08 ф 
С 2 


а. 


(15.6) 


Таким образом, показание зависит от наклона самолета, причем, 
поскольку соз ср <^і 1, коэффициент пропорциональности между р и 
& оказывается заниженным. Но в действительности это занижение 
зависит не только от угла ср, но и от направления вращения гиро¬ 
скопа. Это видно из того, что гироскопический момент 

М?=-е Ик а,Н к (15.7) 

имеет значение 


М К = М§ = на зіп (я/2 - ф - р) = на соз (ф + Р), (15.8) 


Если вектор кинетического момента гироскопа направлен к пра¬ 
вому борту, то углы р и ср имеют одинаковые знаки. Если же вектор 



Рис. 15.2. К анализу поведения поворотного гироскопа на вираже 


Ні направлен к левому борту, то знаки эти различны, как показано, 
например, на рис. 15.2. В последнем случае имеется возможность 
путем настройки прибора на р = —ср обратить множитель 
соз (ср + Р) в единицу. Тогда требование равновесия гироскопиче¬ 
ского и восстанавливающего моментов снова приводит к фор¬ 
муле (15.4). 

При настройке на р = —ср оказывается возможным одновре¬ 
менно использовать поворотный гироскоп в качестве горизонта 
(указателъ ориентации). Как видно из рис. 15.2, при р = —ср ось 
ротора действительно постоянно горизонтальна. Нетрудно опреде¬ 
лить, какие условия следует в этом случае соблюсти при правиль¬ 
ном вираже и ср <С 1. При правильном вираже 
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где ѵ — скорость самолета. С другой стороны, показание поворот¬ 
ного гироскопа выражается формулой (15.4). Поэтому требование 
|3 = —ф приводит к зависимости 

Я = -^-о. (15.10) 

Таким образом, должна поддерживаться пропорциональность кине¬ 
тического момента — а значит, и угловой скорости ротора — ско¬ 
рости полета. В осуществленных приборах такого типа это дости¬ 
галось попросту путем пневматического привода ротора посред¬ 
ством расположенной в направлении полета трубки Вентури. Так 
как область допустимых скоростей полета вообще ограничена 
довольно узкими пределами, такого рода устройство невысокой 
точности вполне пригодно. 

Зависимость выходной величины поворотного гироскопа от угла 
Ф можно устранить, размещая прибор так, чтобы кинетическая ось 
была ориентирована в направлении полета. Однако в этом случае 
могут всплыть ошибки в показаниях из-за наклона по тангажу или 
ускорений по крену. 

15.3. Интегрирующие и дифференцирующие поворотные 

гироскопы 

С помощью вычислительной машины выходную величину гироско¬ 
пического тахометра можно, конечно, проинтегрировать или про¬ 
дифференцировать — механическим или электрическим способом. 
Но можно также и сам прибор построить таким образом, чтобы его 
новая выходная величина являлась интегралом или производной 
прежней. Интегрирующего эффекта можно достичь, выбрав, со¬ 
гласно (15.1), как и в случае гироскопического тахометра, с 1 -^*оо, 
т. е. а = 0, и дополнительно с 2 = 0. Кроме того, надо позаботиться 
о том, чтобы коэффициент демпфирования й 2 был достаточно велик. 
Тогда уравнение движения примет вид 

(і 2 $ //йз|3 = НОл\— в '0л 2 . (15.11) 

Отсюда при равномерном вращении системы отсчета (Й* = 0) по¬ 
лучаем показание, соответствующее положению равновесия: 


Это значение, вообще говоря, нельзя считать малым в той степени, 
как это предполагалось в отношении |3. Этот результат означает не 
что иное, как то, что в положении равновесия ось ротора из-за 
отсутствия восстанавливающего момента по |3 устанавливается од¬ 
ноименно параллельно составляющей й;, лежащей в плоскости 1-3. 

Однако у рассматриваемого І-поворотного гироскопа представ¬ 
ляет интерес не столько положение равновесия, сколько переходный 
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процесс. Для выяснения этого в квазистатическом случае (т. е. при 

В &2 <С Яйі) мы можем, согласно (15.11), воспользоваться урав¬ 
нением 1 ) 



Вр -)- <і 2 Р Н 

(15.12) 

решением 

которого является 




(15.13) 

Здесь 




т в 

Іг ~~ а 2 

(15.14) 

— постоянная времени, отражающая затухание второго члена пра¬ 
вой части (15.13). Если коэффициент й 2 достаточно велик, то Т г 
настолько мала, что с достаточной степенью приближения можно 

записать 


(15.15) 

или 

Р — Ро + ^1 

а 2 «/ 

(15.16) 


Соотношение (15.15) показывает, что гироскопический и демпфи¬ 
рующий моменты взаимно уравновешиваются. Как видно из (15.16), 
при Ро = 0 выходная величина р пропорциональна интегралу от 
входной величины Пь Тогда для рассмотренного выше примера 


горизонтального виража, при котором Пі = П соз ф и 



= —(ф— фо), получим 

Р = Ро + (Ѣ - Ю. (15.17) 


Таким образом, при ро = фо = 0 азимутальный угол ф и выходной 
угол р пропорциональны друг другу. Коэффициент пропорциональ¬ 
ности для ф <С 1, равный Я/^ 2 , называется коэффициентом усиле¬ 
ния. У осуществленных приборов удалось достичь примерно сто¬ 
кратного усиления, так что І-поворотный гироскоп оказывается 
весьма чувствительным измерителем углов. Трудность настройки 
заключается прежде всего в том, что, хотя при понижении <і 2 (демп¬ 
фирование по Р) усиление и увеличивается, одновременно в силу 
(15.14) растет также и постоянная времени Г 2 . 

Поэтому надо искать компромисс между большим усилением и 
таким измерением, которое по возможности не искажается переход¬ 
ным процессом. Само собой разумеется, что для определения опти¬ 
мальных параметров надо обратиться к более строгому анализу 
погрешностей, которого мы, однако, здесь проводить не будем. За¬ 
метим еще, что у применяемых І-поворотных гироскопов ротор за- 


*) Уравнение (15 12) получается из уравнения (15 11) отбрасыванием наряду с В0. 2 и гиро¬ 
скопического момента ЯйзР, малого по сравнению с й 2 $, — Прим. ред. 
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ключей в закрытую цилиндрическую камеру. Эта камера плавает в 
поддерживающей жидкости, вязкость которой наряду с зазором 
между поплавком и корпусом гироскопа определяет величину демп¬ 
фирования й 2 . 

При й 2 — 0, т. е. при отсутствии демпфирования по |3, поворот¬ 
ный гироскоп можно превратить в прибор двойного интегрирования 
(І 2 -поворотный гироскоп ). В этом случае уравнение (15.11) озна¬ 
чает, что в основном инерционный момент В р уравновешивается 
гироскопическим моментом Яй ь так что приближенно 

(15.18) 


Интегрируя это выражение, получаем 


Р 


Ро + IV + 



(0 


(15.19) 


Таким образом, при ро = Ро = 0 выходная величина р пропорцио¬ 
нальна двойному интегралу входной величины Приборы подоб¬ 
ного рода применяются главным образом в качестве чувствитель¬ 
ных нулевых индикаторов. В технической реализации прибора 
ротор помещается в герметически закрытой камере, подвешенной на 
газовых подшипниках, обеспечивающих минимальное трение. 

Поворотный гироскоп с дифференцирующими свойствами ( й-по - 
воротный гироскоп) можно получить, если предоставить гироскопу 
известную возможность поворота по углу а. Тогда мы получаем 
систему с тремя степенями свободы, как показано на рис. 15.1 и 
отражено в уравнениях (15.1), но восстанавливающий момент по а 
(коэффициент с\) должен быть при этом большим. В предельном 
случае можно даже представить себе столь жесткую связь, что из¬ 
меряется лишь момент относительно оси 1 при а = 0. Тогда откло¬ 
нение внешней рамы, т. е. угол а, зависит от производной Йі вход¬ 
ной величины поворотного гироскопа. Как вытекает из (15.4), из¬ 
менению Йі соответствует изменение р. Но угловая скорость (3 об¬ 
условливает гироскопический момент //(3 относительно оси 1, кото¬ 
рый может быть компенсирован только восстанавливающим момен¬ 
том С\а. Таким образом, угол а поворота внешней рамы пропор¬ 
ционален |3, а значит, и йь 

Провести более строгий анализ поведения О-поворотного гиро¬ 
скопа позволяют уравнения (15.1). При этом можно принять, что, 
согласно (15.4), |3 ^ (Я/с 2 )йь Если пренебречь также переходным 
процессом по координате а, то из (15.1/1) следует 

с х а » — А&і — Я (0 2 + Р). (15.20) 


Используя соотношение (15.4), исключим отсюда |3 и получим 


а 



н_ 

с \ 



(15.2)) 

/ 



472 


15. Поворотные гироскопы 


Так как обычно А <С Н 2 !с 2і это выражение еще более упрощается: 

— — (15.22) 

С\С2 С\ 

Если поворотный гироскоп находится на горизонтальном основа¬ 
нии, то, поскольку {^2 = 0, в этом выражении остается только член 

с йі. Тогда получается прибор с двумя выходными величинами 

<*«-— 0„ в «—О,. (15.23) 

С\С 2 1 1 с 2 1 4 7 

Съем О-поворотного гироскопа можно выполнить таким образом, 
чтобы он выдавал только одну выходную величину, которая в дан¬ 
ном случае явится линейной комбинацией исходных значений 
(15.23). В осуществленных приборах подобного рода это достига¬ 
лось просто тем, что поворот внутренней рамы отсчитывался не по 



Рис. 15,3. Гироскоп со смесительным съемом угловой скорости и углового ускорения 

(РО-поворотный гироскоп). 


отношению к внешней раме, а по отношению к корпусу прибора 
(рис. 15.3). Тогда с выхода прибора будет сниматься величина 

6ро = к$+ ( 15 . 24 ) 

02 I* 1 С 2 

где к и к 2 — коэффициенты, определяемые из чисто геометрических 
соображений. Гироскоп такого вида называется поворотным гиро¬ 
скопом со смесительным съемом или просто гироскопом со смеси¬ 
тельным съемом , потому что его выходная величина является ком¬ 
бинацией функций входной величины. Уравнение (15.24) описывает 
Рй-поѳоротный гироскоп. 
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РІ- и РГО-поворотные гироскопы хорошо зарекомендовали себя 
в качестве измерительных элементов демпфирующих цепей (см., 
например, [101]). Во многих случаях они делают излишними спе¬ 
циальные смесительные элементы в регуляторах, так как эта 
операция осуществляется непосредственно в измерительном звене. 
Величины на выходе РІ -поворотного гироскопа и РЮ-поворотного 
гироскопа имеют соответственно следующие выражения: 

6 рі = ^ сііу (15.25) 

^2 ^ йі Н - &зй|. (15.26) 

15.4. Поворотный гироскоп с несимметричным роторов 

(II-поворотный гироскоп) 

Отметим еще один очень интересный по своему принципу действия 
поворотный гироскоп. Он имеет несимметричный ротор, все три 

1 



Рис. 15.4. Схема поворотного гироскопа с несимметричным ротором. 

главных момента инерции которого А Е , В Е , С Е различны. Во всем 
остальном гироскоп не отличается от нормального Р-поворотного 
гироскопа, у которого удалена внешняя рама (рис. 15.4). 

Для того чтобы разобраться в принципе действия прибора, пред¬ 
положим простоты ради, что рама неподвижна, т. е. р = 0. Нас 
интересует момент М 2і который возникает при вращении системы 
отсчета с угловой скоростью й* = (Й, 0, 0) при й = сопзі. Если 
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ось ротора является главной осью, то в системе координат, связан¬ 
ной с ротором, получаем 



□ сову 


Л^ЕІ соз у’ 

<*>* = 

— Йзіпу 

. Ні — 

— В *□ зіп у 


V 


С^у 


(15.27) 


Используя эти выражения, находим на основании уравнений Эй¬ 
лера реактивный момент [см. уравнение (3.3)] 


М 1 ? = + г іік а) і Н к 


(В я — А 1 * — С я ) □у зіп у 
(Л* — В я — С я ) □у соз у 
С я у + (А я — В 1 *) □ 2 зіп у соз у ^ 


. (15.28) 


Момент относительно оси 2 равен 

М 2 *= Мл зіп у + соз у, 


откуда с учетом (15.28) получаем 


лК _ о# 

М 2 = Яй (1 - 75 — соз 2у). 


С 


(15.29) 


Здесь на момент ЯЙ, который существует и у Р-поворотного гиро¬ 
скопа с симметричным ротором, накладывается периодическая со¬ 
ставляющая, частота которой равна удвоенной угловой скорости 
ротора. Частное (А н — В н )/С н служит мерой амплитуды колебаний. 
Теоретически это частное может принимать значения от —1 до +1, 
однако практически реализуемые величины заключены приблизи¬ 
тельно в пределах ±0,3. 

Выход поворотного гироскопа можно построить таким образом, 
чтобы возможно было измерить либо среднее значение ЯЙ момента 
(15.29) по классическому способу, либо амплитуду колебаний 
ЯЙ(Л Н — В Е )/С п . Правда, среднее значение всегда больше ампли¬ 
туды колебаний, но при определении последней легче избавиться 
от помех, если отфильтровать удвоенную частоту вращения ротора. 
Этого можно добиться чисто механическим путем, сделав, напри¬ 
мер, собственную частоту рамы равной удвоенной частоте вращения 
ротора или, что еще лучше, присоединив настроенный именно на 
эту частоту вибратор. 

В более строгой теории погрешностей 13-поворотного гироскопа, 
разработанной Зоргом [ 102 ], исследован ряд причин наблюдаемых 
помех: деформации ротора, процессы в шарикоподшипниках, коле¬ 
бания числа оборотов, расстройка прибора и эффекты трения. 
Опыты подтвердили приемлемость самого принципа измерения, 
однако из-за сложности конструкции и определенной трудности 
настройки 13-поворотный гироскоп не нашел пока применения. 
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15.5. Влияние вибраций на поворотный гироскоп 

В § 11.4 были рассмотрены два вида вибрационных явлений, кото¬ 
рые могут возникать также у поворотных гироскопов: связанные 
с влиянием инерционности рам и связанные с упругой податливо¬ 
стью элементов конструкции. Причиной неверных показаний пово¬ 
ротного гироскопа может явиться и динамическая неуравновешен¬ 
ность рамы (или кожуха ротора), т. е. несовпадение главной оси 
инерции рамы с ее геометрической осью. При этом вынужденная 


3 



Рис. 15.5. К расчету погрешности конического движения; поворот системы координат Г, 2', 

3' при обходе осью 3' замкнутой кривой /С. 


угловая вибрация корпуса прибора приводит к колебаниям рамы, 
среднее положение которой теперь уже не обязательно совпадает 
с ее невозмущенным положением. Более того, может возникнуть 
выпрямительный эффект, который в конечном счете проявится в 
искажении показаний. Упругая податливость элементов конструк¬ 
ции оказывает свое влияние главным образом при поступательной 
вибрации корпуса прибора. Если направление вибрации и направ¬ 
ление вызванного ею перемещения элемента не совпадают, то и в 
этом случае может возникнуть выпрямительный эффект. 

Объясним еще один эффект, типичный для поворотных гироско¬ 
пов и вообще для всех измерителей угловой скорости. Речь идет 
о погрешности показаний, вызываемой исключительно кинемати¬ 
ческими причинами и получившей название погрешности кониче¬ 
ского движения (сопіп§ еггог). Она может быть определена на 
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основании кинематической теоремы, принадлежащей Гудмену и 
Робинсону [103]. 

Рассмотрим две системы координат — неподвижную 1, 2, 3 и 
подвижную 1', 2\ 3', — имеющие общее начало О (рис. 15.5). 
Пусть в момент і = 0 оси 1', 2', 3' занимают положение, показан¬ 
ное на рисунке. Заставим теперь ось 3' (при <> 0) двигаться так, 
чтобы ее точка пересечения с единичной сферой, имеющей цен¬ 
тром точку О, описала за время Т замкнутую кривую /С, ограни¬ 
чивающую некоторую площадь А. После одного обхода кривой К 
ось 3' возвращается в исходное положение, оси же Г и 2' зани¬ 
мают новые положения, обозначенные через 1" и 2". Требуется 
определить угол Дф, образуемый осями 1' и \" или 2' и 2". 

Для решения этой кинематической задачи обратимся к углам 
Эйлера ф, ф (см. рис. 1.23). Углы ф(^) и 'Ѳ'(^), зависящие от 
движения оси 3', являются заданными функциями времени, причем 
ф(Г) = ф(0) и 0(Г)= 0(0). Искомым является угол Дф = 
= Ф (Т) —ф(0), который мы можем найти из кинематического со¬ 
отношения (1.49/3): 

соз = ф + Ф соз б 1 . (15.30) 


Здесь 0з — угловая скорость, которую зарегистрировал бы свя¬ 
занный с подвижной системой измеритель угловой скорости, из¬ 
мерительная ось которого совпадает с осью 3'. Интегрируя (15.30), 
получаем 

Т 2я 


л 


0 


©з йі = 


+ 


/• 




соз О <іф = Дф + 




о 


созОйф. 


(15.31) 


Преобразуем это выражение, введя в него площадь А. Рис. 15.6 
показывает, что 


йА = Л|) 




о 


5ІП'Ѳ’<І'Ѳ , = (1 — СОЗ О 1 ) 6?ф, 


т. е. 



— соз О) <іф = Дф 


2я 

создйф. 

I 

о 


(15.32) 


Здесь либо Дф = Дф(2я) — Дф(0)=0, если кривая К не охваты¬ 
вает полюс единичной сферы (точки пересечения оси 3 со сфе¬ 
рой), либо 

Дф — ± 2пп, (15.33) 

если ось 3' обходит 1 п раз ось 3 в положительном (отрицательном) 
направлении. Подставляя (15.32) и (15.33) в (15.31), получаем 

т 

Дф= I 

о 


©з сіі -|“ А н- 2 / 2 л. 


(15.34) 
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Приложим это кинематическое соотношение к двум примерам. 
Сначала рассмотрим горизонтированную платформу, которая уп¬ 
равляется от поворотного гироскопа (или какого-либо иного из¬ 
мерителя угловой скорости) так, что 03 = 0. Следовательно, плат¬ 
форма вращается относительно Земли вокруг вертикали. Если 


з 



Рис. 15.6. К вычислению площади А, ограниченной кривой К- 


платформа не перемещается по поверхности Земли, то угол, на 
который она повернется вокруг вертикали на протяжении суток 
(точнее, звездных суток), равен 

Аср = А — 2 я. 

Так как А — площадь шарового сегмента, соответствующего 
О = 'О’о, имеем 

Дф = 2я(1 —созд 0 )— 2я =— 2ясозд 0 . (15.35) 

Отсюда следует, что при д 0 = 0 (на полюсе) Дф = —2я, при до = 
= я/2 (на экваторе) Дф = 0, а при до = 60° (30° географической 
широты) Дф = —я = —180°. 

В качестве второго примера рассмотрим Р-поворотный гиро¬ 
скоп с обозначением осей согласно рис. 15.1. Пусть корпус при¬ 
бора совершает вынужденные колебания, вектор угловой скоро¬ 
сти Йі которых лежит в плоскости 1-3 (рис. 15.7). Пусть 

□г = □/0003 ѵ^ = (й 10 соз ѵ/, 0, й 30 созѵ^), (15.36) 

где йго — амплитуда угловой скорости колебаний, а ѵ — частота 
колебаний. 

Собственное движение рамы [т. е. функцию р(/)] приходится 
находить с помощью уравнения (15.1/2). Решение этого неодно- 
родного линейного дифференциального уравнения с периодиче¬ 
скими коэффициентами может оказаться весьма затруднительным. 
Однако для выяснения существа погрешности поворотного гиро¬ 
скопа примем для простоты, что р(^) можно определить так же, 
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как это было сделано в случае невозмущенного идеального Р-по- 
воротного гироскопа; тогда 

Р (^) *** ~т~ 003 (15.37) 

На такой же угол (3 колеблется и эффективная измерительная 
ось поворотного гироскопа, которая перпендикулярна осям ротора 
и рамы. Но так как корпус прибора колеблется еще и вокруг 
оси 3, эффективная измерительная ось совершает в пространстве 




Рис. 15.7 Положение вектора угло¬ 
вой скорости вынужденных коле¬ 
баний в плоскости 1-3 (показанной 
на рис. 15.1). 


Рис. 15.8. Траектория некоторой 
точки эффективной измерительной 
оси при колебаниях корпуса при¬ 
бора по закону (15.36). 


такое движение, при котором любая ее точка описывает некоторый 
овал (рис. 15.8). При этом угол у' поворота корпуса вокруг оси 3 
(при у' < 1) равен 

т 

V' = | Оз йі = 8ІП ѵі. (15.38) 

0 

Для нахождения погрешности показаний поворотного гироскопа 
воспользуемся формулой (15.34). Рассмотрим полное колебание, 
совершающееся за время Т = 2 я/ѵ. Так как по прошествии одного 
колебания корпус возвращается в исходное положение, имеем 
Дер = 0. Кроме того, п = 0, так как при принятом выборе углов 
(у' соответствует ф, а (3 соответствует 90° — Ф) только обход оси 3 
мог бы привести к пФО. Таким образом, в данном случае 

т 

| с оз сіі = — А. 

о 

Площадь Л, ограниченная кривой, описываемой эффективной из¬ 
мерительной осью, с учетом (15.37) и ПЗ.ЗЯ'і выражается еле- 
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дующей формулой: 


т 



о 



|ЗЙ 3 йі 


НОі\пОі 


ю^зо 


С05 2 ѵі йі = 


ТіНО\ о^зо 


ѵс< 


о 


Регистрируемое поворотным гироскопом осредненное за один пе¬ 
риод колебания корпуса значение угловой скорости составляет 


— г 


СОз = 


А 

Т 


НО\$0 


30 


2с 2 



Полагая, что вектор Йі образует с осью 1 угол б (рис. 15.7), по¬ 
лучаем 

й 10 == Йо СОЗ б, Йзо == йо зіп б, 


так что (15.39) можно записать в виде 



НО о зіп 26 
4с2 


(15.40) 


Нередко представляет интерес зависимость со 3 от амплитуды Ф 
колебаний корпуса. Поскольку й 0 = Фѵ, выражение (15.40) пре¬ 
образуется в 


— г 


СОз 


ЯФ 2 Ѵ 2 зіп 26 
4с 2 


(15.41) 


Так как корпус прибора совершает только колебания, но в сред¬ 
нем не поворачивается вокруг измерительной оси, величина (15.39), 
(15.40) или (15.41) должна рассматриваться как погрешность по¬ 
казаний (погрешность конического движения). 

Более строгие исследования рассматриваемых здесь погрешно¬ 
стей были проведены несколькими авторами, в первую очередь 
Швейцером [104]. При этом оказалось, что величина погрешности 
очень сложным образом зависит от направления и амплитуды ви¬ 
брации и от параметров гироскопа. Если вектор возмущения Йі 
параллелен оси рамы, то никакой погрешности не возникает. Но 
она становится особенно большой, когда Йі лежит в плоскости 1-3. 
Если частота вибрации близка к собственной частоте гироскопа, 
то резонансные явления могут повести к весьма большим погреш¬ 
ностям. 

Погрешность показаний зависит также от типа поворотного ги¬ 
роскопа. Так, например, идеальный І-поворотный гироскоп не об¬ 
наруживает погрешности при вибрации корпуса прибора по закону 
(15.36), так как в силу (15.16) его показание определяется вы¬ 
ражением 

Р « "75Г зіп ѵі - (15.42) 

Эта формула совместно с (15.38) определяет движение эффектив¬ 
ной измерительной оси вдоль прямой, как показано на рис. 15.9, 



480 


15. Поворотные гироскопы 


в противоположность соответствующему движению идеального 
Р-поворотного гироскопа (рис. 15.8). Таким образом, в силу А = 0 
погрешность в показаниях І-поворотного гироскопа отсутствует. 
Однако если колебания корпуса вокруг осей 1 и 3 сдвинуты по 
фазе, т. е. если вместо чистых угловых колебаний имеет место 



Рис. 15.9. Траектория некоторой точки эффективной измерительной оси І-поворотного 
гироскопа при угловых колебаниях корпуса прибора по закону (15.36). 


коническое движение, то погрешность возникает и у І-поворотного 
гироскопа. 

Поскольку уравнения движения (15.1) при наличии колебаний 
корпуса содержат периодические коэффициенты, возможны коле¬ 
бания параметрического происхождения, которые накладываются 
на показания прибора. Поэтому устойчивость положений равнове¬ 
сия нуждается в специальном исследовании. И действительно, 
Швейцер [104] показал, что при определенных обстоятельствах по¬ 
казания поворотного гироскопа могут оказаться неустойчивыми. 


Глава 16 


Инерциальные платформы 


Инерциальные платформы — это стабилизированные с помощью 
гироскопов платформы, которые применяются в технике инерци¬ 
альной навигации. Разбирая принцип устройства и важнейшие 
свойства этих приборов, мы не будем вдаваться в детальное опи¬ 
сание конструктивных вариантов и довольно сложных технологи¬ 
ческих проблем, связанных с осуществлением таких систем. Мы не 
будем касаться здесь также теории ошибок и сошлемся на обшир¬ 
ную специальную литературу по этому вопросу (например, Дрей¬ 
пер, Ригли и Говорка [105], Фернандец и Макомбер [78] или Брокс- 
мейер [106]). 

Следует сделать еще замечание относительно терминологии. 
Под платформой в самом общем смысле часто понимают все уст¬ 
ройство, т. е. ориентатор, позволяющий определять положение свя¬ 
занных с корпусом осей по отношению к некоторой системе от¬ 
счета. В более узком смысле — и именно так это понятие будет 
здесь употребляться — под платформой понимают тот элемент 
конструкции ориентатора, который можно рассматривать как при¬ 
борную реализацию системы отсчета. Этот конструктивный эле¬ 
мент вместе с установленными на нем гироскопическими устрой¬ 
ствами мы будем иногда называть ядром платформы. 

16.1. Основные идеи инерциальной навигации 

Инерциальной навигацией называют метод определения места, 
который основан на использовании закона инерции. Так как при 
этом не требуется какой-либо внешней информации, получаемой, 
например, оптическими средствами или по радио, то речь идет 
о вполне автономном способе. Определяются и обрабатываются 
ускорения, измеряемые на движущемся объекте (носителе). Ин¬ 
тегрированием измеренных величин получают скорости, а повтор¬ 
ным интегрированием — отрезки пройденного пути. 

Насколько проста эта идея, настолько же трудно создать на 
ее основе практически пригодный прибор. Главную причину этого 
можно усмотреть в том, что принципиально невозможно различить 
силу инерции и силу тяготения. Поскольку акселерометры должны 


16 К. Магнус 
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выдавать только ускорение объекта, составляющие, обусловленные 
тяготением, нужно выделить расчетным путем или инструмен¬ 
тально и компенсировать. При движении объекта по земной по¬ 
верхности этого можно достигнуть, удерживая измерительные оси 
точно в горизонтальной плоскости. Ввиду вращения Земли и дви¬ 
жения объекта нужно в этом случае вращать платформу таким 
образом, чтобы она всегда оставалась горизонтальной. Если этого 
не происходит, то следует расчетным путем или приборными сред¬ 
ствами исключить обусловленные тяготением слагаемые, входящие 
в измеряемые величины. В соответствии с принципами, которыми 
решается эта задача, возможны и реализованы различные типы 
инерциальных платформ. 

1. В геометрических системах платформа стабилизирована та¬ 
ким образом, что ее абсолютная угловая скорость равна нулю. 
При этом ориентация платформы относительно инерциальной си¬ 
стемы координат остается неизменной. В специальной разновид¬ 
ности этих систем рама вращается с помощью часового меха¬ 
низма вокруг земной оси, сохраняющей неизменное направление 
в инерциальном пространстве; скорость этого вращения в точности 
равна угловой скорости Земли со^, так что рама остается парал¬ 
лельной некоторой плоскости меридиана. 

2. В аналитических системах гироскопы и акселерометры смон¬ 
тированы жестко на объекте. Угловые скорости объекта изме¬ 
ряются гироскопами, а переносные ускорения — акселерометрами. 
Счетно-решающий прибор может по этим данным определить дви¬ 
жение, а отсюда и мгновенное положение объекта относительно 
Земли (или относительно иного небесного тела). 

3. Наряду с системами, упомянутыми в п. 1 и 2, имеются не¬ 
которые промежуточные формы, которые называют полуаналити¬ 
ческими системами. В них платформа с акселерометрами удержи¬ 
вается в горизонтальном положении, а в некоторых случаях даже 
так, что платформа ориентируется по земным осям север — за¬ 
пад — зенит. У других платформ этого вида скорость вращения 
вокруг вертикали делается равной нулю. 

Для всех трех типов систем необходим счетно-решающий при¬ 
бор, чтобы рассчитывать координаты места движущегося объекта. 
Однако роль счетно-решающих приборов в этих системах раз¬ 
лична; она особенно велика в аналитических системах. Можно ска¬ 
зать, что часть трудностей конструктивно-механического характера 
можно здесь обойти, применяя соответствующую программу 
в счетно-решающем приборе. Однако и в данном случае предъяв¬ 
ляются очень высокие требования к точности гироскопов и акселе¬ 
рометров. 

В зависимости от конструкции и выполняемых функций плат¬ 
формы подвешиваются в двух, трех и даже в четырех рамах 
(с тремя, четырьмя или пятью осями), чтобы обеспечить полную 
свободу вращений. Для подвешивания самой платформы доста- 
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точно двух рам или трех осей. Дополнительные рамы устанавли¬ 
ваются с целью исключить явление складывания рам или когда 
нужно сообщить раме принудительное движение например, как 
об этом упоминалось в п. 1. Кроме того, стремятся располагать 
рамы так, чтобы измеряемые углы определялись с наименьшей 
карданной погрешностью. Например, для правильного измерения 
общепринятых угловых координат самолета (см. [107]) — углов ры¬ 
скания, тангажа и крена — рамы следует располагать в следую¬ 
щем порядке (считая от платформы): рама рыскания, рама тан¬ 
гажа, рама крена. Но возможны и также важны другие точки 
зрения. Так, наиболее вероятный характер движений объекта дик¬ 
тует и определенную последовательность рам как наиболее бла¬ 
гоприятную. Вследствие взаимного движения рам на платформу 
действуют реактивные моменты, которые могут вызвать погреш¬ 
ность прибора. Тогда выбирают такое расположение рам, при ко¬ 
тором погрешности будут минимальными. 

Точность измерительных устройств, акселерометров и гироско¬ 
пов имеет решающее значение для функционирования инерциаль¬ 
ной платформы. Постоянная погрешность в измерении ускорений 
после двукратного интегрирования могла бы привести к погреш¬ 
ности в определении места, растущей пропорционально квадрату 
времени. Нетрудно сообразить, что ввиду этого возможность про¬ 
должительной (т. е. длящейся часами) навигации с приемлемой 
точностью стала бы иллюзорной. Однако в действительности бла¬ 
годаря соответствующей настройке платформы можно удерживать 
погрешность в определенных границах. Об этом будет рассказано 
в § 16.4. 

Что касается гироскопов платформы, то необходимо стремиться 
к уменьшению сигналов гиротахометров в их нулевом положении 
и к уменьшению скорости дрейфа позиционных гироскопов. Так как 
движение платформы управляется гироскопами, погрешности ги¬ 
роскопов непосредственно влекут за собой и погрешность плат¬ 
формы. Дело обстоит так, что уменьшение нежелательного, но не 
поддающегося полному устранению дрейфа гироскопов и плат¬ 
форм составляет одну из важнейших проблем при практическом 
осуществлении приборов инерциальной навигации. 

16.2. Одноосная платформа 

В качестве чувствительных элементов платформ можно применять 
или позиционные, или поворотные гироскопы. Для трехосной плат¬ 
формы требуется не меньше двух позиционных или трех поворот¬ 
ных гироскопов. Само собой разумеется, что могут применяться 
и их комбинации. Едва ли можно решить в общем виде, какому из 
возможных устройств следует отдать предпочтение, так как требо¬ 
вания, предъявляемые к платформе, зависят также и от характера 
поставленных перед ней задач. Легко понять, что эффект, который 
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может дать платформа, в значительной мере зависит и от техно¬ 
логических затрат на ее изготовление, а следовательно, от ее стои¬ 
мости. Некоторые различия в поведении двух основных типов 
платформ, обусловленные самим построением систем, выясняются 
уже на простой модели одноосной платформы, которая будет рас¬ 
смотрена ниже. 

16.2Л. Одноосная платформа с интегрирующим гироскопом. 

Устройство платформы схематически изображено на рис. 16.1. На 



Рис. 16.1. Одноосная стабилизированная платформа с поворотным гироскопом. 


платформе Р, которая может вращаться вокруг оси 1, установлен 
поворотный гироскоп таким образом, что его входная ось совпа¬ 
дает с направлением оси 1. Система в целом устроена так же, как 
уже рассмотренный в п. 14.3.1 однороторный стабилизатор. Только 
внешняя рама здесь заменена платформой Р\ кроме того, двига¬ 
тель стабилизации на оси 2 выполняет иную функцию. Если при¬ 
нять, что возмущающий момент действует лишь на платформу, но 

не на гироскоп (М$ = 0)> то получим следующие аналогичные 
(14.2) уравнения движения платформы, изображенной на рис. 16.1: 


Аа + Яр = М? + М? = М? — 6р, 
Вр — Яа + 4 = А$. 


( 16 . 1 ) 



16.2. Одноосная платформа 


485 


Здесь для наложения момента коррекции взят идеальный датчик 

момента с коэффициентом усиления к , так что М? = — йр. При 
более точном анализе система должна быть дополнена уравне¬ 
нием цепи стабилизации, которая учитывает инерцию этой цепи. 
Однако мы не будем здесь это делать. 

О поведении системы при постоянных значениях Л4? и М% 
можно судить по уравнениям равновесия 



. _ < 

а ° тг 


(16.2) 


Действие возмущающего момента относительно оси 1 приводит 
к отклонению по углу Р; момент относительно оси 2 порождает 
вращение вокруг оси 1 с угловой скоростью ос. Фактически нало¬ 
жение момента коррекции М$ применяется для того, чтобы полу¬ 
чить нужный поворот на угол Да. 

Поведение системы в динамике характеризуется в принципе 
теми же соотношениями, которые были получены в п. 14.3.1 для 
гироскопических стабилизаторов. Из характеристического уравне¬ 
ния 

X ( АВХ 3 + А йХ 2 + Н 2 Х + Нк) = 0, (16.3) 


получаемого из (16.1) при М\ = М$ = 0, следует единственное 


условие устойчивости 

АН (Нй — Вк) > 0, (16.4) 

которое соответствует ранее полученному условию (14.25/1). От¬ 
сюда ясно, что коэффициент усиления ограничен прежде всего ве¬ 
личинами кинетического момента и коэффициента демпфирования: 


к < 


на 

В * 


(16.5) 


При коэффициентах демпфирования, которые обычно имеются 
у интегрирующих гироскопов, ограничение (16.5) в величине к не 
очень стеснительно. Конечно, требуются специальные стабилизи¬ 
рующие элементы в цепи стабилизации, когда нужно работать 
с особенно большими коэффициентами усиления или когда коэф¬ 
фициент А очень мал, как это имеет место в случае дважды ин¬ 
тегрирующих гироскопов. 


16.2.2. Одноосная платформа с позиционным гироскопом. Схема 
прибора показана на рис. 16.2. Ось внешней рамы совпадает 
с осью 1. Если рама гироскопа повернется вокруг этой оси на 
угол а относительно инерциальной системы отсчета, а платформа 
повернется вокруг той же оси на угол б (тоже относительно инер¬ 
циальной системы), то на выходе гироскопа будет измерена раз¬ 
ность углов 6 — а. Эта величина поступит через усилитель на дат¬ 
чик моментов, установленный на оси 1, и, таким образом, к 
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платформе окажется приложенным момент М* р = — к (д — а). 
Если обозначить через Ѳ момент инерции платформы, через йі — 
коэффициент демпфирования, возникающего при относительном 
движении внешней рамы и платформы, и через ^2 — коэффициент 


1 



Рис. 16.2. Одноосная стабилизированная платформа с позиционным гироскопом. 

демпфирования при вращении вокруг оси внутренней рамы, то 
уравнения движения запишутся так: 

Ѳ6 + йі (6 — а) = М 8 і р + М7 = — к (6 — а). 

Аа + Яр + й,(а — 6) = 0, (16.6) 

— На + О# = М§. 

Статические соотношения для случая постоянных моментов М і 
и М§ опять могут быть получены из уравнений равновесия 

М*Р ]\/[К 

(6 —а)о=—, а 0 =-Ро = о. (16.7) 

Здесь в отличие от (16.2) действие возмущающего момента М і 
ведет к появлению взаимного поворота платформы и внешней 
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рамы на угол (6 — а) о. Момент М .2 порождает, как и прежде, уход 
гироскопа со скоростью а 0 . Платформа следует за гироскопом с от¬ 
ставанием на угол (б — а)о. 

Об устойчивости системы можно судить по характеристическому 
уравнению системы (16.6); имеем 


или 


ѲАг 2 + &\К + & 
— й х К 
О 


— й х К — к 
АК 2 + й х К 
— НК 


о 

НК 

ВК 2 сіоК 



К 2 {К 4 АВѲ + КЦАВЛ Х + ѳал 2 + ѲВ^) + 

+ К 2 ( АВк + Ы х й 2 + м х й 2 + Я 2 Ѳ) + К {Ай 2 к + НЧ Х ) + НЩ = 0. 

(16.8) 


Отсюда следует, что незадемпфированная система (при й х = й 2 = 0) 
в лучшем случае может находиться на границе области устойчи¬ 
вости, так как для нее коэффициенты при 1 и I 3 обращаются 
в нуль. Поэтому для повышения устойчивости нужно ввести опре¬ 
деленное демпфирование. На практике это достигается большей 
частью подвешиванием гирокамеры в масляной ванне, заполненной 
жидкостью соответствующей вязкости. 

Кроме того, представляет интерес прежде всего влияние коэф¬ 
фициента усиления к. Оно определяется условиями устойчивости, 
получаемыми из (16.8), а в общем о нем можно судить, руковод¬ 
ствуясь даже качественными соображениями. По условиям устой¬ 
чивости определители Гурвица 

ди = {АВй х + ѲА(і 2 + ѲВа г ) (АВк + Ы х й 2 + Ай х с1 2 + Я 2 Ѳ) — 

— АВѲ(Аа 2 к + НЧ Х ), (16.9) 
Я ш = {Ай 2 к + НЧ Х ) Я" _ (АВй х + ѲАЛ 2 + ®Вй х ) 2 Н 2 к 

должны быть положительными. Поскольку при к > 0 и Я ІП > 0 
неравенство Я 11 > 0 выполняется автоматически, то из двух усло¬ 
вий критическим является Я ПІ > 0. В выражении Я 11 отрицатель¬ 
ный член, имеющий множитель к , уничтожается точно таким же 
положительным слагаемым; следовательно, Я 11 с возрастанием к 
всегда растет. В выражении Я ІП первый положительный член со¬ 
держит слагаемое с множителем к 2 , в то время как отрицательное 
слагаемое умножается только на к. Отсюда можно заключить, что 
рассматриваемая модель, во всяком случае при к -* оо, устойчива 
и, следовательно, коэффициент усиления не ограничен сверху. Ра¬ 
зумеется, необходимо позаботиться о том, чтобы устойчивость не 
была утеряна при определенных промежуточных значениях к. Как 
показал Гюбнер [108], в действительности возможно появление 
промежуточных областей неустойчивости, которые могут быть 
устранены лишь определенным выбором закона регулирования мо- 
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мента коррекции М? р . В случае же очень большого кинетического 
момента никаких трудностей не следует ожидать. При Я -> оо 
уравнение (16.8) принимает вид 

№{1?% + Ы х + к} = 0 . (16.10) 

Корни этого уравнения, если исключить двухкратный нулевой ко¬ 
рень, имеют при всех к отрицательные действительные части. Вы¬ 
ражение, стоящее в фигурных скобках, означает, что платформа 
ведет себя как тело, которое колеблется около неподвижно стоя¬ 
щего гироскопа, будучи задемпфировано и соединено с ним упру¬ 
гой связью. 


16.3. Трехосные платформы 

В инерциальной навигации применяются исключительно трехосные 
платформы, в которых, помимо описанных выше эффектов, имею¬ 
щих место в одноосной платформе, появляются другие — прежде 
всего взаимное влияние движений вокруг трех осей подвеса. Цепи 
стабилизации влияют друг на друга таким образом, что возму¬ 
щающее воздействие на одной оси обычно передается на другие. 
В дальнейшем это будет объяснено на двух примерах. 


3 

к 




7 



Положим, что платформа, как это примерно показано на 
рис. 16.3, помещена в полном кардановом подвесе. Для этого по¬ 
требуются по меньшей мере две рамы — внутренняя рама I 
и внешняя А. На каждой из трех осей помещен датчик моментов, 
так что корректирующие моменты М К можно прикладывать отно¬ 
сительно всех трех осей. В зависимости от типа платформы, изо- 



16.3. Трехосные платформы 


489 


браженной на рис. 16.3 лишь в виде ящика, поведение системы бу¬ 
дет различным. 

16.3.1. Платформа с тремя интегрирующими гироскопами. Для 

измерения вращений платформы вокруг трех осей рам можно при¬ 
менить поворотные гироскопы, измерительные оси которых парал¬ 
лельны осям рам. Ядро прибора — платформу с гироскопами — 
можно тогда построить, например, так, как показано на рис. 16.4. 
Измерительная ось 2-гироскопа (У-, 2-гироскопов) имеет направ¬ 
ление оси 1 (осей 2, 3). Положим, что соответствующие оси си¬ 
стемы 1 ) в нормальном положении прибора параллельны ортого¬ 
нальным осям 1, 2, 3. Пусть они будут также главными осями 
отдельных частей устройства. Трением пренебрегаем; всю конструк¬ 
цию считаем абсолютно жесткой. Если еще ограничиться случаем 
малых отклонений от нормального положения, то известным спо- 



Рис. 16.4. Ядро платформы с тремя интегрирующими гироскопами. 


собом можно получить уравнения движения в линейном прибли¬ 
жении. При этом для моментов инерции и абсолютных углов по¬ 
воротов мы будем применять обозначения, указанные в табл, а) 
и Ь). 


*) То есть оси кардановых рам, гирокамер и роторов. — Прим. ред. 
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а) Моменты инерции 



Внешняя 

рама 

Внутрен¬ 
няя рама 

Плат¬ 

форма 

Х-гиро- 

скоп 

У-гиро- 

скоп 

2-гиро¬ 

скоп 

Относительно оси 1 

Л' 4 

А 1 

А р 



в 

Относительно оси 2 

В А 

В 1 

В р 

— 

— 

— 

Относительно оси 3 

С А 

С 1 

С р 

в 

в 

— 


Положим, что величины Л р , В р , С р включают в себя и мо¬ 
менты инерции тех частей гироскопов, которые вращаются вместе 
с платформой. Все гироскопы устроены одинаково, и потому можно 
считать, что В х = В у = В г = В. Для сокращения записи введем 
суммарные моменты инерции А Е = А А + А 5 + А р и В н = В т + В р . 


Ь) Абсолютные углы поворотов 



Платформа 

Х-гироскоп 

У-гироскоп 

2-гироскоп 

Вокруг оси 1 

а 

а 


а + р 2 

Вокруг ОСИ 2 

р 

— 

р 


Вокруг оси 3 

V 

ѵ + Р л 


V 


Выходные углы, определяющие поворот каждого из гироскопов 
относительно рамы, обозначены (3 х , |3 У , |3 2 . 

Если далее принять, что Н х = Н у = Н г = Н и что направле¬ 
ния кинетических моментов роторов совпадают с положительными 
направлениями соответствующих осей, то при одинаковых коэф¬ 
фициентах демпфирования й х = й у = й 7 * = й получаем уравне¬ 
ния движения гироскопов 

X : Б(р х + ѵ) + Яа + 4 х = 0, 

У: Вф ѵ +ѵ) — н § +# к =0, (16.11) 

2: Вфг + а) — Ну + 4 г = 0. 

При этом остались неучтенными датчики моментов на выходных 
осях, которые всегда имеются в практически осуществленных при¬ 
борах. Отсутствуют также моменты упругих связей, так как гиро¬ 
скопы мы полагаем интегрирующими (І-поворотными гироско¬ 
пами). 

Система (16.11) должна быть дополнена уравнениями движе¬ 
ния платформы и рам. Учитывая моменты коррекции М к и возму¬ 
щающие моменты М 8 , а также полагая, что трение в подвесе рам 
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отсутствует, имеем 

А*а - Н (р* + у) — й$ г = + Л*?, 

б к р + Я(р г + ѵ) = М^ + М|, (16.12) 

С Р у + Н (р 2 + а) - а (р Х + Р У ) = М$ + Мз 5 . 

Моменты коррекции зависят от выходных углов соответствующих 
гироскопов. Если принять для простоты линейную характеристику 
момента двигателя стабилизации с одинаковым для всех каналов 
коэффициентом усиления к , то 

М* = 6р х , М§ = -кр, М$ = — 6р 2 . (16.13) 

Знаки выбраны таким образом, чтобы ликвидировались возникаю¬ 
щие отклонения гироскопов. Подставив выражения (16.13) в (16.12) 
и присоединив уравнения (16.11), получим полную систему шести 
дифференциальных уравнений, из которых координаты системы 
р х , р г , р 2 , а, р, у могут быть определены как функции времени. 
Уравнения могут быть разрешены только совместно, поскольку они 
связаны друг с другом как общей величиной кинетического мо¬ 
мента Я, так и демпфированием и цепями стабилизации. Схема 
связей показана в следующей таблице: 



В* 

Р 2 

Р 2 

а 

Р 

V 

1 

• 



• 


• 

(16.11) 2 

— 

• 

— 

— 

• 

• 

3 

— 

— 

• 

• 

— 

• 

4 

• 

_ 

• 

• 


• 

(16.12) 5 

— 

• 

— 

— 

• 

• 

6 

• 

• 

• 

• 


• 


При другом расположении гироскопов в платформе можно по¬ 
лучить другие схемы связей, но сами связи остаются во всех слу¬ 
чаях. Они физически обусловлены действием гироскопических сил, 
а также демпфированием и действием цепей стабилизации. 

Полученные уравнения образуют систему девятого порядка, так 
как углы а, р, у входят в них не сами, а лишь своими производ¬ 
ными первого и второго порядка. Для решения этой системы по¬ 
лезно привести ее к матричной форме 

Мх + йх + Рх = 8, (16.14) 

где х — вектор положения, а матрицы Л4, Д Е и вектор 5 возму¬ 
щений могут быть получены из уравнений (16.11) и (16.12) с 
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учетом (16.13). Так как по этим уравнениям движения невозможно 
судить об общих свойствах системы, здесь будет рассмотрен лишь 
частный случай постоянного возмущающего момента М 8 , а также 
будут разобраны некоторые приближенные соотношения, характе¬ 
ризующие поведение системы во времени. 

При постоянных возмущающих моментах М 8 в положении рав¬ 
новесия, т. е. в установившемся состоянии, правые части уравнений 
(16.12) обращаются в нуль. Учитывая (16.13), получаем для углов 
отклонений равенства 




Ро = 


М 


20 



(16.15) 


Тогда из (16.11) следует, что стационарные значения скоростей 

«о = Ро = уо = 0; следовательно, после достижения стационарного 
состояния платформа далее не отклоняется, так как возмущающие 
моменты скомпенсированы датчиками моментов. Следует, однако, 
учитывать, что до установления равновесия платформа совершила 
определенный поворот. Действительно, пусть платформа отъюсти¬ 
рована так, что при отсутствии возмущающего момента и при по¬ 
коящейся платформе а = (3 = у = (3 х = |3 Г = |3 2 = 0; тогда из 
(15.15) или (16.11) для квазистационарного движения получаются 
следующие соотношения между угловыми координатами гироско¬ 
пов и платформы: 

Р х =— -7-а, Р к = -^гР» Р 2 = Т Ѵ- (16.16) 


Отсюда с учетом (16.15) получаются выражения для отклонений 
платформы, вызванных действием возмущающих моментов: 

а о = Тн М *ѵ Ро = іг М 2о. Ѵо = Ж М $о • < 16Л7 ) 

Эти величины в общем очень малы, так как величина К = кН Ій 
для осуществленных приборов принимает большие значения. Уже 
сам коэффициент усиления Ній в интегрирующем гироскопе обыч¬ 
но находится примерно в пределах между 20 и 80. 

Поведение платформы во времени может быть выяснено при 
рассмотрении корней характеристического уравнения девятого по¬ 
рядка (или в результате исследования соответствующих сложных 
передаточных функций). Это, однако, возможно только в том слу¬ 
чае, когда заданы конкретные численные значения параметров. 
Вместо этого мы рассмотрим вопрос в приближенной постановке, 
при которой уравнения упрощаются благодаря пренебрежению 
собственными колебаниями гироскопов. Тогда можно в уравнения 
(16.12) подставить вместо углов (3 х , |3 Г , (3^ их стационарные зна¬ 
чения, полученные из (16.16). Таким образом, вся система сво- 
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дится к трем уравнениям относительно угловых координат плат¬ 
формы а, |3 и у: 

Л к а + ~а + ^-а — 2Иу = МІ 

Я*Р + -^-Р + -^-Р + Яѵ = М|, ( 16.18) 

С Р у + ~у+-^-у + 2На-Н^ = МІ. 

Эта упрощенная система шестого порядка, как и полная исходная 
система девятого порядка, не позволяет еще сделать какие-либо 
заключения общего характера. Однако можно получить оценки, 
если учесть, что коэффициент усиления Н/сІ велик. Если все угло¬ 
вые скорости а, р, у — величины одного порядка, то в среднем 

|-а»ѵ. 1 гР>Ѵ. ТѴ»«- 4ѵ»Р- 

Если в уравнениях (16.18) опустить малые члены, то система урав¬ 
нений распадается. Остаются три уравнения, каждое из которых 
описывает колебания платформы вокруг одной из трех осей. Соб¬ 
ственные колебания в общем случае сильно задемпфированы или 
даже являются апериодическими, так что опасность потери устой¬ 
чивости отсутствует. Однако этим результатом можно пользо¬ 
ваться лишь в том случае, когда собственные частоты платформы 
пренебрежимо малы по сравнению с частотами собственных коле¬ 
баний гироскопов, которыми мы выше пренебрегли. Но это усло¬ 
вие далеко не всегда выполняется. В действительности часто ока¬ 
зывается, что платформы рассматриваемого типа чувствительны 
к вибрационным колебаниям и потому нельзя делать коэффициент 
усиления к цепи стабилизации сколь угодно большим. При зада¬ 
нии числовых значений параметров граница допустимых величин 
к без труда определяется из неупрощенных уравнений движения. 
Граничное значение (16.5), вычисленное для одноосной платформы, 
может служить здесь в качестве контрольной величины. 

16.3.2. Платформа с двумя позиционными гироскопами. В случае 
когда датчиками угловых координат платформы служат позицион¬ 
ные гироскопы, вычисления протекают аналогично тому, как это 
было в п. 16.3.1. На рис. ,16.5 изображено ядро платформы, соот¬ 
ветствующее этому случаю. И здесь имеются различные устрой¬ 
ства, которые, однако, не отличаются своими принципиальными 
свойствами. 

Х-гироскопом (У-гироскопом) теперь назван гироскоп, ось фи¬ 
гуры которого параллельна оси 1 (оси 2). Он может измерять по¬ 
вороты платформы вокруг осей 2 и 3 (1 и 3). Если углы, на кото¬ 
рые повернуты гироскопы относительно платформы, обозначить 
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через а х у а у (поворот вокруг оси внешней рамы гироскопа) и 
(3 х , (З г (поворот вокруг оси внутренней рамы), то получим следую¬ 
щие уравнения движения гироскопов: 

X : А(а х + у) — Яф х + р) + ^а х = О, 

В (р х + Р) + Н (а х + у) + ^ ^0 

У: А{ а к + а) —Я((3 К +ѵ) + ^а к =0, 

В Ф ѵ + ѵ) + Н (аУ + а) + 4 Ѵ = 0. 

Здесь А — суммарный момент инерции внешней рамы, внутренней 
рамы и ротора одного позиционного гироскопа относительно оси 



Рис. 16.5. Ядро платформы с двумя позиционными гироскопами. 

внешней рамы, В — суммарный момент инерции внутренней рамы 
и ротора относительно оси внутренней рамы. Оба позиционных ги¬ 
роскопа одинаковы, причем коэффициенты демпфирования й так¬ 
же одинаковы. Уравнения движения платформы в обозначениях 
п. 16.3.1 имеют вид 

Л*а — йа = М? + М 8 \, 

В к § — 4 х = М$ + М§, (16.20) 

С р у - а (а* + р у ) = М§ + МІ 

Снова положим, что моменты коррекции М к пропорциональны 
соответствующим выходным сигналам гироскопов. Поворот плат¬ 
формы на угол у вокруг оси 3 измеряется дважды, потому что 
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в каждом из гироскопов имеется измерительная ось, совпадающая 

с этим направлением. Момент коррекции положим пропорцио¬ 
нальным среднему значению измеряемых величин, так как имеет 
смысл воспользоваться избыточностью информации: 

Мі = ка г , М$ = к$ х , М§ = к(а х + р у )/2. (16.21) 

После подстановки этих соотношений в (16.20) в нашем распоря¬ 
жении для расчета системы имеется всего семь уравнений. Из-за 
наличия различных взаимосвязей они также могут быть решены 
лишь совместно. Схема связей показана в следующей таблице: 



а* 



р 5. 

а 

Р 

V 

1 

1 

• 

• 




• 

• 

(16.19) з 

• 

• 


• 

• 

• 

• 

• 

4 

— 

— 

• 

• 

• 

— 

• 

5 

-— 

■ -- ■ 

• 

— 

О 

—,, 

— 

(16.20) 6 

— 

• 

— 

— 

— 

• 

-ь- 

7 

• 



• 



• 


И в этом случае невозможно добиться ликвидации указанных 
связей за счет иного расположения гироскопов в платформе. Од¬ 
нако в отличие от ранее рассмотренной платформы с тремя инте¬ 
грирующими гироскопами здесь в уравнениях платформы не по¬ 
являются гироскопические моменты, так что связь между движе¬ 
ниями гироскопов и платформы осуществляется лишь через 
демпфирование и цепи стабилизации. 

Система уравнений движения теперь имеет одиннадцатый по¬ 
рядок, следовательно, на два порядка выше, чем в исследованном 
ранее случае. Для численных расчетов ее приводят к матричной 
форме (16.14), причем матрицы М, О и Р у а также вектор 5 легко 
найти из уравнений (16.19) и (16.20) с учетом соотношений (16.21). 
Мы и здесь довольствуемся исследованием стационарного случая 
и приближенным рассмотрением временных соотношений. 

В случае постоянных возмущений М 8 моменты, стоящие в пра¬ 
вых частях уравнений (16.20), после затухания возможных соб¬ 
ственных колебаний взаимно уничтожаются и показания прибора 
определяются следующими соотношениями: 

< = -1 м? 0 , Мі, <+^ = -|л^ 0 . (16.22) 

Уходы платформы можно оценить следующим образом: в квази- 
стационарном режиме в уравнениях (16.19) остаются лишь члены 
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с первыми производными. Решение получившейся системы линей¬ 
ных уравнений имеет вид 


у Н — Н 2 у 
— н 2 + й 2 ’ 

у _ Н йу- Н 2 а 

~ н 2 + а 2 ’ 


Нйу + # 2 Р 

н 2 + а 2 ’ 



на а + Н 2 у 

н 2 + а 2 


(16.23) 


Если принять во внимание, что почти всегда б 2 # 2 , то из 
(16.23) интегрированием при соответствующих начальных усло¬ 


виях можно получить 

а х ^ __ ѵ _|_ А- ~ — р — 

а у т — а + у, Р ѵ ~ — V — ТГ а - 


(16.24) 


Таким образом, выходные данные гироскопов не соответствуют, 
как это было бы желательно, углам поворота платформы; каждое 
из них содержит некоторую часть другого угла поворота плат¬ 
формы. Так как величина й/Н в общем случае мала, ошибка совер¬ 
шенно незначительна. Если теперь подставить (16.24) в (16.22), 
то получится система линейных уравнений относительно а, р, у, 
решение которой после отбрасывания малых членов, содержащих 
множитель (б/Н) 2 , приводится к виду 

“оЧК+{^о'- 

Ро-тИо-Ж^о]. 06 . 26 ) 

Ѵ 0 ~ Т Ио + 4? № - Л*?о)] • 

Следовательно, из-за наличия демпфирования возмущающие мо¬ 
менты, действующие относительно одной оси, приводят к поворо¬ 
там вокруг других осей. В этом отличие от результатов (16.17), 
полученных ранее для платформы с тремя интегрирующими гиро¬ 
скопами. Однако эта перекрестная связь является весьма слабой. 

Чтобы получить соотношения, характеризующие поведение 
платформы во времени, применим для обоих гироскопов техниче¬ 
ские приближенные уравнения, пренебрегая в (16.19) слагаемыми, 
содержащими ускорения. Тогда справедливы приближенные ра¬ 
венства (16.24), подставив которые в уравнения платформы 
(16.20), приходим к упрощенной системе: 

А 1 * а + ба + ка —у-у = 0, 

Я«Р + 4 + *Р + -?-Ѵ + ^-Ѵ = 0, (16.26) 

С р ѵ + 2 сіу + ку + ^-(а — р) + -^-(а —р) = 0. 
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Отсюда видно, что в предельном случае при сі/Н—>0 система пол¬ 
ностью распадается на самостоятельные уравнения, которые опи¬ 
сывают колебания рам вокруг неподвижного гироскопа. Частота 
этих колебаний у существующих приборов находится примерно 
в интервале между 5 и 20 Гц. Так как частота нутаций позицион¬ 
ных гироскопов составляет примерно 100 Гц, приближения, сде¬ 
ланные выше, можно считать практически приемлемыми. Можно 
поэтому полагать, что некоторое увеличение коэффициента уси¬ 
ления к не приведет к возникновению колебаний платформы. Ска¬ 
занное было подтверждено на конкретном примере численным 
интегрированием точных уравнений. Поэтому полученные на одно¬ 
осной модели результаты, относящиеся к временным характеристи¬ 
кам, в основном остаются справедливыми и для трехосных плат¬ 
форм. 


16.4. Настройка платформ 

При исследовании гировертикали в § 12.3 один из важнейших ре¬ 
зультатов состоял в следующем: как гироскопический, так и физи¬ 
ческий маятник можно путем надлежащего выбора параметров 
настроить так, чтобы возникающие ошибки прибора были мини¬ 
мальными. Это справедливо и для платформ, применяемых в тех¬ 
нике инерциальной навигации. Получим эти зависимости на при¬ 
мере горизонтируемой платформы, которая часто применяется при 
навигации на поверхности Земли. 

16.4.1. Настройка синтезированного маятника. Тяжелый маятник 
является колебательной системой, свойства которой могут быть 


/ 



>- 

3 


Рис. 16.6. Синтезированный маятник, состоящий из платформы, акселерометра и цепи ста¬ 
билизации. 


объяснены совместным действием сил инерции и движущих сил. 
Но такие же силы можно реализовать и искусственно в синтезиро¬ 
ванной системе, как это для примера изображено на рис. 16.6. 
В этом синтезированном маятнике платформа Р может свободно 


17 К- Магнус 
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вращаться вокруг горизонтальной оси 1, проходящей через центр 
масс платформы. На ней установлен акселерометр В, который при 
отклонении платформы от горизонта посылает сигнал в датчик мо¬ 
мента (сервомотор), прикладывающий момент относительно оси 
вращения платформы. Знак момента выбирается так, чтобы на¬ 
клон платформы уменьшался. 

Исследуем теперь поведение синтезированного маятника при 
движении его основания по дуге большого круга Земли (рис. 16.7), 



Рис. 16.7 Движение платформы по дуге большого круга Земли. 


Через Ф обозначим угол, на который повернется радиус-вектор, 
проведенный из центра М Земли к объекту, несущему на себе маят¬ 
ник. Если а — абсолютный угол поворота платформы и ѵ = ВФ — 
ускорение объекта при его движении по Земле, то при (а — Ф) <С 1 
акселерометр регистрирует величину 

Ъ м = ѵ — в{ а — #). (16.27) 

Если принять линейную характеристику момента, развиваемого 
сервомотором, то момент коррекции можно положить равным 

Мі —кЪ м — к[ѵ — ^(а — О)]. (16.28) 

Уравнение движения маятника имеет вид 

Аа = М* + М\. (16.29) 

Здесь М\ —суммарный момент сил тяготения, который имеется и 
тогда, когда ось 1 проходит через центр масс. Согласно формуле 
(8.8), в данном случае опять-таки при (а —О) «С 1, имеем 

Мі = {В — С) (а—#). 


(16.30) 
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Подставив в (16.29) значения величин, взятые из (16.28) и 
(16.30), получим 

Ла + \ке — Ч-( в — С)](а — ®) = кѵ. (16.31) 

При выполнении условия настройки 

Л = -^, (16.32) 

вследствие того, что ѵ = Кі}, уравнение (16.31) можно привести 
к виду 

Л(а —$) + Иг--^-(Я — С )](а— 0) = 0. (16.33) 

Это уравнение движения имеет частное решение 

а = '&, (16.34) 

которое означает, что платформа Р маятника остается горизон¬ 

тальной при любом движении объекта по дуге большого круга. 
Таким образом, найдено условие настройки [соотношение (16.32)], 
обеспечивающей полную независимость маятника от ускорений 
движения объекта. Если начальные условия не соответствуют част¬ 
ному решению (16.34) или имеются возмущающие воздействия, то, 
как это видно из уравнения (16.33), маятник совершает незату¬ 
хающие колебания с периодом 

в-о - Об- 35 ) 

Этот результат полностью соответствует формуле (12.60), полу¬ 
ченной в п. 12.3.3 для простого тяжелого маятника. Следует отме¬ 
тить, что в исследованном нами синтезированном маятнике нельзя 
пренебрегать моментом градиента сил тяжести. Только при сим¬ 
метричном относительно оси 1 эллипсоиде инерции, т. е. при В = С , 

получается известный период Шулера Т = 2п ]/Р/§ = 84 мин. 
В зависимости от соотношений между моментами инерции действи¬ 
тельные периоды колебаний системы, изображенной на рис. 16.6, 
лежат в интервале от 42,2 мин до оо. 

16.4.2. Горизонтируемая управляемая платформа. Простейшая си¬ 
стема, изображенная на рис. 16.6, мало пригодна для техниче¬ 
ских приложений. Ее дополняют введением следящей системы 
(рис. 16.8), назначение которой — сообщать платформе задаваемую 
угловую скорость ссвоіь подчиняющуюся закону 

а = а 30 іі = "^ / Ь м йі. (16.36) 


17* 
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При идеальном регулировании с учетом (16.27) уравнение движе¬ 
ния получается в виде 

Аа = М? = Ла 80 ц = ^ Ь М = [ѵ - § (а —О)], 

или при V = /?0 

(а —д) + ^-(а —-&) = 0. (16.37) 

Это уравнение также имеет желаемое частное решение а = Ф. 
Благодаря регулированию по закону (16.36) период колебаний 
системы всегда равен 

Т = 2л УН/§ — 84у4 мин. (16.38) 

Колебания возникают тогда, когда в начальных условиях имеются 
ошибки. В отличие от рассмотренного выше маятника в данном 



*3 


Рис. 16.8. Горизонтируемая платформа со следящей системой. 


случае при правильно настроенном контуре колебания системы 
происходят в точности с периодом Шулера. Момент градиента сил 
тяжести выступает здесь лишь как возмущающий момент, кото¬ 
рый полностью компенсируется следящей системой, так как пред¬ 
полагается, что регулирование является идеальным. Трудности, ко¬ 
торые всегда возникают при реализации подвеса платформы, в си¬ 
стеме, построенной согласно рис. 16.8, преодолеваются легче, чем 
в маятнике, изображенном на рис. 16.6. 

Закон регулирования (16.36) означает, что угловая скорость а 

платформы точно соответствует угловой скорости О радиуса-век¬ 
тора, проведенного из центра Земли к месту расположения объек¬ 
та. Если положить, что начальные условия были соблюдены точно, 
то ось 2 будет всегда совпадать с направлением вертикали ме¬ 
ста *). 

*) Разумеется, а будет в точности совпадать с Ф при условии, что величина ЬМ, выда¬ 
ваемая акселерометром, не содержит составляющую от силы тяжести; но при точной на¬ 
чальной выставке платформы эта составляющая отсутствует. — Прим. ред. 
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Цепь регулирования (рис. 16.8) может быть реализована так, 
как это изображено на рис. 16.9. Нужная угловая скорость ос 30 и со¬ 
здается датчиком момента, установленным на выходной оси пово¬ 
ротного гироскопа, который служит чувствительным измерителем 
угловой скорости платформы. Благодаря действию следящей си¬ 
стемы, состоящей из усилителя и серводвигателя, средняя вели¬ 
чина угла отклонения гироскопа всегда остается равной нулю. 

Момент коррекции М§ делается равным интегралу от выход¬ 
ной величины Ь м акселерометра, так что 

М$ = к 2 1 Ь м йі = — \ Ь м йі. (16.39) 

Именно тогда в стационарном состоянии точно выполняется усло¬ 
вие (16.36). 
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Рис. 16.9. Горизонтируемая платформа со следящей системой, акселерометром В и пово¬ 
ротным гироскопом К> 


В реальных системах имеются отклонения от равенства (16.36). 
Они могут быть оценены при рассмотрении уравнений движения. 
Вместо простейшего уравнения движения (16.37) следует тогда 
составить уравнения моментов, действующих как относительно 
оси 1, так и относительно оси рамы гироскопа (рис. 16.9); имеем 


Аа + 7/р = М? + М\ = — &іР, 


— На + 4 + <ф = М$ = 


Н_ 

Я 


Ь м йі. 


(16.40) 


С учетом (16.27) эти уравнения приводятся к виду 

А& + Щ + кф = М 3 и 


+ ф + — Я 

С 


(а — 0) +(а - О) 


йі = 0. 


(16.41) 


При заданном движении объекта по земной поверхности '& = '&(/) 
является известной возмущающей функцией. Поэтому из (16.41) 


502 


16. Инерциальные платформы 


может быть найдено вынужденное движение системы, прежде 
всего поведение функции а\і). Из (16.41/2) следует, что существо¬ 
ванию идеального решения а — Ф = 0 возможного, впрочем, лишь 
при настройке системы по Шулеру, мешает переходный процесс 
в гироскопе. Но возмущения могут создаваться и цепью стабили¬ 
зации (16.41/1). Поведение системы во времени можно выяснить, 
исследовав передаточную функцию, соответствующую уравнениям 
(16.41), или рассмотрев корни характеристического уравнения 

1 5 АВ К + ХШ + Я 3 (Я 2 + Ас) + Я 2 6,Я + Я-^- § + = 0. (16.42) 


Вполне допустимо считать, что Н 2 ^ Ас. Если теперь пренебречь 
переходным процессом в гироскопе, что сводится к отбрасыванию 
обоих членов с высшими степенями Я, то (16.42) можно предста¬ 
вить приближенно так: 

Я (я 2 + іВ ( %Н + к \) ~ °- (16.43) 

Уравнение (16.43) имеет корни 

Яі, 2 =±г]/ Я 3 = -^-. (16.44) 

Этот результат указывает на то, что на 84-минутные колебания 
платформы накладывается еще апериодический переходный про¬ 
цесс в цепи стабилизации. Вместе с тем происходит и успокоение 
колебаний гироскопа, которыми мы до сих пор пренебрегали. 


16.4.3. Путевая погрешность платформы, в которой осуществлено 
условие настройки. Чтобы убедиться в преимуществах платформы, 
настроенной на период Шулера (84,4 мин), рассмотрим простой 
случай, когда основание платформы неподвижно и ей придан на¬ 
чальный наклон а = ао. Это изображено в верхней части 
рис. 16.10; на кривых, расположенных ниже, показано, как изме¬ 
няются с течением времени величины 



(16.45) 


соответствующие данному случаю. Величину ѵ м , получаемую ин¬ 
тегрированием измеренной величины 6 м , можно назвать погреш¬ 
ностью в скорости , а величину 8 м — путевой погрешностью . Вслед¬ 
ствие того что имеется а = с&о, акселерометр в соответствии 
с (16.27) ложно показывает сначала отрицательное ускорение. По¬ 
этому после интегрирования возникают отличные от нуля значе¬ 
ния ѵ м и 5 м , представляющие собой погрешности, так как основа¬ 
ние платформы в действительности неподвижно. Платформа, как 
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это было показано ранее, совершает колебания с частотой Шу¬ 
лера со 5 = У д/% : 


а = а 0 соз со 5 і . 


(16.46) 


То, что эти колебания должны возникнуть, наглядно видно из кри¬ 
вых на рис. 16.10, если принять во внимание, что платформа вра¬ 
щается с угловой скоростью ѵ м Щ и вместе с тем на это движение 



Рис. 16.10. Погрешности в измерении ускорения, скорости и пути, возникающие при на¬ 
чальном отклонении платформы на угол ао- Штриховые кривые соответствуют платформе, 

не имеющей коррекции от маятника. 


влияет измеренная величина Ь м . Из (16.45) интегрированием при 
начальных данных ѵ м (0) = 0, 5 м (0) = 0 получается 


Ъ м = — ёчх = — §а 0 соз со Ч, 

ѵ м _ __ М^± 8 щ о)^ = — а 0 V §Я зіп со 8 і, 
ссг 

=-7^2“ (1 —СОЗ СО 8 І) = — і?а 0 (1 —СОЗ СО 5 0- 

(со ) 


(16.47) 


Эти функции представлены на рис. 16.10. В то время как скорость 

и ускорение колеблются периодически с амплитудами а 0 V§К и 
дао около средней величины, равной нулю, функция 8 м изменяется 
также периодически от нуля до максимальной величины 2/?ао, 
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На рис. 16.10 штриховыми линиями показаны те функции, ко¬ 
торые получатся, если платформа управляется лишь членом 
Ь м = ѵ, содержащимся в выражении (16.27), но не используется 
характерное для маятника слагаемое §(а — Ф). Считая теперь, что 

Ь м = Ьо 1 , т. е. что величина Ь м остается равной начальной погреш- 
ности Ь 0 = — получаем 

Ь м = Ь о 1 = сопзі, 

ѵ м = Ьоі, (16.48) 

М . , и м,2 

8 = 7200 * . 

Погрешность в скорости растет здесь линейно, а путевая погреш¬ 
ность— пропорционально квадрату времени. Погрешности (16.48) 
во всех случаях больше, чем получаемые из равенств (16.47). Если 
положить, например, ао = 0,01°, то из (16.48) получим, что через 
час путевая погрешность составит 11,3 км, между тем как, со¬ 
гласно (16.47), максимальная величина погрешности вообще со¬ 
ставляет лишь 2,2 км. Через два часа погрешность (16.48) 
возросла бы уже до 45,2 км. 

Рассмотренный пример относится к случаю, когда имеется на¬ 
чальная погрешность акселерометра =— §а 0 , которая воз¬ 
никла, например, вследствие начального наклона платформы 
(погрешность выставки). На практике же существуют также по¬ 
грешности, которые вызываются дрейфом гироскопа и вследствие 
действия следящей системы проявляются в дрейфе ао платформы. 
В этом случае, обладая свойствами колебательной системы, плат¬ 
форма, настроенная на частоту Шулера со 8 , движется по закону 

а = зіп со 5 /. (16.49) 

со 6 

Отсюда следует, что при неподвижном относительно Земли осно¬ 
вании платформы и при ѵ м (0) = 5 м (0) = 0 

Ь м = — §а = — а 0 V 8 іп а> 5 *, 

ѵ м = —- а 0 і?(1 —созаЛ), (16.50) 

5^ = — а 0 К (і — VК/8 зіп со 8 і). 

В этом случае среднее значение путевой погрешности растет про¬ 
порционально времени. На среднюю погрешность накладывается 
колебание с периодом 84 мин. Этот результат еще раз подтвер¬ 
ждает, что дрейф гироскопа нужно по возможности уменьшать. 
Легко показать, что путевая погрешность платформы, не настроен¬ 
ной соответствующим образом, росла бы пропорционально третьей 
степени времени. 
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16.4.4. Блок-схема управляемой платформы с географической ори¬ 
ентацией осей. Рассмотрим платформу, которая управляется таким 
образом, что ее оси всегда ориентированы по направлениям во¬ 
сток (О) —север (Ы) —зенит (2)- Принцип действия, а также и 
объем расчетных операций, который потребуется при применении 
такой платформы для навигационных целей, можно выяснить 
с помощью блок-схемы, показанной в упрощенном виде на 
рис. 16.11. 


В 

К 



Рис. 16.11. Упрощенная блок-схема инерциальной системы навигации, ориентированной по 

осям географического трехгранника. 


Платформа Р несет на себе три гироскопа К и три акселеро¬ 
метра В. Исходными данными для платформы являются измерен¬ 
ные величины Ь 2 У Ь °, Ь**, по которым, однако, еще невозможно не¬ 
посредственно вычислить скорости. Дело в том, что эти величины 
содержат еще слагаемые, которые обусловлены ускорением Ко¬ 
риолиса и центростремительным ускорением. Эти слагаемые, 
а также изменения ускорения земного тяготения при навигации на 
больших высотах должны быть учтены и компенсированы. После 
однократного интегрирования получаются скорости ѵ 2 , ѵ ° , ѵ м . По 
ним может быть вычислена и указана скорость ѵ° относительно 
Земли. После интегрирования ѵ 2 получают высоту Н\ так как зна¬ 
чение Іг большей частью содержит быстро растущие во времени 
погрешности, оно используется только кратковременно. Умножая 
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у дг на 1/К, получают сразу производную ф от географической ши¬ 
роты. Ввиду необходимости учета схождения меридианов, для по¬ 
лучения Я величину ѵ°/К умножают на 1/соз ср. По величинам ф и Я 
получают после интегрирования данные о координатах ср и Я. 

Для того чтобы платформа была всегда должным образом 
ориентирована относительно Земли, оси платформы нужно вра¬ 
щать со следующими угловыми скоростями: 


со^ = |- со^соз ср. (16.51) 

уО 

со г =-^- + СО^ЗІПф. 

Эти величины можно сформировать способом, показанным на 
блок-схеме, и использовать как входные данные платформы, вер¬ 
нее как данные для управления гироскопами. 

Само собой разумеется, что должны быть даны начальные зна¬ 
чения ко, ѵо , Яо и фо, которые в качестве исходных данных содер¬ 
жатся в текущих значениях высоты к, скорости ѵ°, долготы Я и 
широты ф, указываемых инерциальной системой навигации. Для 
самолетов можно в большинстве случаев использовать упрощен¬ 
ную систему, в которой отсутствует указание высоты. Таким об¬ 
разом можно сэкономить один акселерометр и соответствующую 
счетную операцию. Но при движении в космосе выдача инерциаль¬ 
ной системой координаты по высоте необходима, так как получить 
ее здесь барометрическим способом невозможно. 

16.5. Выставка платформы 

Платформу, ориентируемую по земным осям, необходимо перед 
пуском ее в эксплуатацию выставить так, чтобы ее оси по возмож¬ 
ности точно совпадали с осями выбранной системы отсчета. Если 
в качестве последней взята система осей восток — север — зенит, 
то одна ось платформы должна быть направлена по вертикали 
места, а две другие — в горизонтальной плоскости на восток и на 
север. 

Автоматическая выставка платформы происходит следующим 
образом: сначала платформа горизонтируется, для чего выходы 
акселерометров «Восток» и «Север» подключаются на входы гиро¬ 
скопов «Север» и «Восток» соответственно. При этом следящая си¬ 
стема, управляемая гироскопами, будет вращать платформу вокруг 
горизонтальных осей до тех пор, пока сигналы акселерометров не 
обратятся в нуль. Затем платформа ориентируется на север. Для 
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этого — как и в компасе — используется эффект вращения Земли. 
Как показано на рис. 16.12, компоненты оо^соз ср и оі Е зіп ср направ¬ 
лены соответственно на север и в зенит. При отклонении осей плат¬ 
формы О' и ЛГ от направлений восток и север на некоторый курсо- 


венит 



Рис. 16.12. К. расчету инерциальной платформы с автоматической начальной выставкой. 


вой угол ф проекция угловой скорости Земли на ось О', а следо¬ 
вательно, и на измерительную ось гироскопа «Восток» будет равна 

со 0 ' = — со* соз ср зіп ф. (16.52) 

Обращение в нуль этой угловой скорости указывает на то, что 
ф = 0, т. е. что платформа выставлена правильно. 

Для выставки выход гироскопа «Восток» подают на вход гиро¬ 
скопа «Зенит». Тогда платформа вращается вокруг своей верти¬ 
кальной оси до тех пор, пока не обратится в нуль сигнал гироскопа 
«Восток» и измерительная ось этого гироскопа не укажет точно на 
восток. 

При практической реализации этого принципа следует иметь 
в виду, что горизонтирование и выставка в азимуте влияют друг 
на друга и что вращение Земли нужно учитывать как возмущаю¬ 
щий фактор. Большей частью применяют включение платформы 
по компасной схеме (гирокомпасирование ), как это упрощенно изо¬ 
бражено на рис. 16.13. Горизонтирование платформы вращением 
вокруг оси УѴ, в результате которого восточная ось устанавливается 
в горизонте, не зависит от других контуров выставки. При этом вы¬ 
ход акселерометра «Восток» подключается через соответствующий 
усилитель на вход гироскопа «Север». Составляющую со^соз ср угло¬ 
вой скорости Земли, которая в установившемся состоянии изме¬ 
ряется гироскопом «Север», нужно во время горизонтирования ком¬ 
пенсировать. 

Более сложной является выставка северной оси платформы 
в горизонте и в направлении на север, т. е. ориентирование ее 
в азимуте. В данном случае выход акселерометра «Север» по¬ 
дается сначала на вход гироскопа «Восток» для горизонтирования 
платформы. При этом следящая система, управляемая гироскопом. 
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вращает платформу вокруг восточной оси со скоростью, которая 
поглощает полезную компоненту (16.52), необходимую для ориен¬ 
тирования в азимуте. Можно поэтому сначала производить выстав¬ 
ку в азимуте. 

Эти трудности можно частично обойти, подав сигнал акселеро¬ 
метра «Север» и на вход гироскопа «Зенит». Составляющую 
(о Е зіп ф угловой скорости Земли следует опять учитывать как воз¬ 
мущение. Тогда можно даже ликвидировать изображенную на 
рис. 16.3 штриховой линией цепь, идущую от выхода гироскопа 



Рис. 16.13. Упрощенная принципиальная схема выставки инерциальной платформы в гори¬ 
зонте и в меридиане. 


«Восток» на вход гироскопа «Зенит». По вопросам частным и от¬ 
носящимся к расчетам систем регулирования сошлемся на уже ци¬ 
тированную специальную литературу, а также на исследования 
Кэннона [109] и Мюллера [НО]. 

На рис. 16.13 не изображена следящая система, которая вра¬ 
щает платформу в соответствии с сигналами, поступающими от 
гироскопов. Так как эта система регулирования обладает очень 
малыми постоянными времени по сравнению с достижимым вре¬ 
менем установления платформы, при исследовании можно считать, 
что платформа следует за показаниями гироскопов без запазды¬ 
вания. Контуры горизонтирования действуют также гораздо быст¬ 
рее, чем цепь приведения платформы в азимуте, но все же совсем 
пренебрегать этими взаимными связями цепей нельзя. 

Следует еще указать на следующие три вида трудностей, воз¬ 
никающих при выставке платформы: 

1) влияние дрейфа гироскопов, 

2) возмущения, возникающие вследствие вращений объекта. 

3) зависимость от географической широты места ф. 
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Дрейф гироскопов, который никогда невозможно устранить пол¬ 
ностью, ведет к появлению ошибок как в горизонтировании, так и 
в азимутальной выставке. Чтобы эти ошибки сделать малыми, вы¬ 
работаны методы, позволяющие специальными измерениями опре¬ 
делять дрейф гироскопов в процессе регулировки системы и учи¬ 
тывать его затем как возмущающий фактор. Правда, при этом 
значительно возрастает время, необходимое для выставки плат¬ 
формы. 

Очень малая по величине компонента (16.52) может быть из¬ 
мерена сколько-нибудь надежно только тогда, когда основание 
платформы, а следовательно, и объект неподвижны. Каждое дви¬ 
жение объекта, как это, например, имеет место на старте самолета 
при сильном ветре, вредит точной выставке платформы. В этом 
случае ошибка может быть уменьшена лишь ценой увеличения 
времени выставки. Если выставка происходит полностью автома¬ 
тически, то время выставки в условиях самолета следует считать 
равным примерно двенадцати минутам. Для кораблей это время 
еще больше; в условиях открытого моря время успокоения в ази¬ 
мутальной цепи определяется в основном тем, что она настроена 
на период Шулера. Для самого прихода в положение равновесия 
требуется около трех часов. Наконец, при настройке на движу¬ 
щемся объекте необходимо еще учитывать, например по формуле 
(16.51), составляющую, вносимую собственной скоростью. Для 
этого нужно иметь достаточно точную информацию о курсе и ско¬ 
рости. 

Следует указать еще на то, что величина (16.52) вблизи полю¬ 
сов становится столь малой, что выставка в азимуте не может 
быть произведена с желаемой точностью. Это свойство самоуста¬ 
навливающейся платформы одинаково присуще и гирокомпасам, 
описанным в гл. 13; возле полюсов они также теряют способность 
устанавливаться в направлении на север. 
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Швейцер (5сЬ\ѵеіігег С.) 9, 479, 480, 
512 

Шилен (ЗсЬіеЫеп Ш.) 9, 32, 253, 321, 
511 

Шинделин (ЗсЬіпсіеІіп Л. Ш.) 463, 512 
Шмид (ЗсЬшісІ \У.) 390, 403, 512 
Штауде (Зіаисіе О.) 118, 142, 511 
Шулер (ЗсЬиІег М.) 304, 418, 422, 434, 
435, 510—512 


Эйлер (Еиіег Ь.) 58, 62, 118, 282 
Эрмит (Негшііе СЕ.) 229 
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Автоматическая выставка инерциаль¬ 
ной платформы 506, 507 
Аксоид неподвижный 36 
-для симметричного тяжелого ги¬ 
роскопа 89 
— подвижный 36 

-для симметричного тяжелого ги¬ 
роскопа 89 

Асимптотическая устойчивость 84, 229 
Астатический гироскоп 202 


Вертикаль гироскопическая 364, 407 

-, девиация баллистическая 408 

- от вращения Земли 408, 420 

—-скоростная 408, 420 

-со сферическим поплавковым 

подвесом 416, 417 
Вибрирующее скольжение 372 
Винт кинематический 35 
Возвышения угол 429 
Вращательная масса 15 
Временные остановки гироскопа в кар- 
дановом подвесе 377 
Выпрямительный эффект 382; см. так¬ 
же Эффект детектирования 


Герполодия 65 
—, конус ее 36, 89 
Гесса гироскоп 118, 152, 153 
Гиратор 222 
Гироакселерометр 365 
Гироинтегратор линейных ускорений 
365 

Гирокомпас 364, 422 
—, девиация баллистическая 430—435 
- скоростная 430, 431 

— измерительный 364, 425, 426 
-наземный 426 

— корабельный 425, 426 

.- 1 погрешность на качке 430, 435— 

438 


Гирокомпас пространственный 364, 426, 
438—443 

—,условие настройки 434, 442 
Гиронасадка (насадка компасная) 364, 
426 

Гирорама 458—460; см. также Рама 
гироскопическая 
Гироскоп 11, 12 

— астатический 202 

— с верхним расположением центра 
тяжести 121 

— вибрационный 365 

— висячий 121 

— с вынужденным возбуждением 114 

-полем вращающимся 173 

-переменным, параллель¬ 
ным постоянному 169 

-поперечным 172 

-периодическим вдоль 

оси 176 

— вытянутый 29 

— деклинометрический 364, 422, 423 

— с жесткой связью 365, 466 

— жидкостной Уинга 266, 267 

— измеритель углов 364 

— инклинометрический 364, 424, 425 

— в кардановом подвесе 190 

-, временные остановки 377 

— корабельный 365, 448—452 

— курсовой 364, 401 

-, девиация от вращения Земли 403 

- скоростная 403 

-, коррекция 404 

-по кажущейся вертикали 404 

-межрамочная 404 

-, погрешность виражная 405, 407 

-свободный 364 

— Максвелла 62, 63 

— несимметричный 29 

-с самовозбуждением 162 

--, вращение вокруг оси 163 

-, вращения перманентные 

162 
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Гироскоп несимметричный с самовозбу¬ 
ждением постоянным моментом вдоль 
главной оси 164 

— с нижним расположением центра 
тяжести 121 

— периметрический 102 

— поворотный (ЛѴепсіекгеізеІ) 365, 464 

- дифференцирующий (б-поворот- 

ный) 365, 466, 471, 472 

— — интегрирующий (І-поворотиый) 
365, 466, 469—471 

-дважды (І 2 -поворотный) 365, 

466, 471 

-с несимметричным ротором 

(ІІ-поворотный) 473, 474 

— —, погрешность конического движе¬ 
ния 475—480 

-со смесительным съемом 365, 

472, 473 

— позиционный 360, 363, 364, 394, 395 

— приводный вибратора 365 

— для прямолинейного полета 364 

— релейный 365 

— с самовозбуждением 114 

— свободный 62 

— симметричный 29 

- в вязкой среде 165 

— сплюснутый 29 

— стабилизирующий 364, 444 

— стоячий 121 

— торпеды Хоуэлла 365, 367, 444, 445 

— управляющий 365 

— хранитель направления 363, 364, 394 

—, число степеней свободы 366, 367 

— с числом измерительных степеней 
свободы, равным нулю (20Р-Суго) 36 

-единице (ЗЬр- 

Оуго) 367 

-двум (ТОР-Оу- 

го) 367 

— шаровой 29 

Гироскопическая вертикаль; см. Верти¬ 
каль гироскопическая 

— платформа 365; см. также Плат¬ 
форма инерциальная 

Гироскопически несвязанная система 
221 

Гироскопические обобщенные силы 221 

— приборы с направляющей силой 
(гісЫип^Ппсіепсіе Кгеізеідегаіе) 422 

— эффекты; см. Эффекты гироскопиче¬ 
ские 

Гироскопический горизонт 364, 407 

— коллапс 380, 381 

— компас; см. Гирокомпас 

— маятник; см. Маятник гироскопиче¬ 
ский 

— тахометр; см. Тахометр гироскопи¬ 
ческий 


Гироскопический теодолит (гиротеодо¬ 
лит) 364, 426 

— указатель ориентации 365 

— успокоитель бортовой качки 365; см. 
также Гироскоп корабельный 

-крутильных колебаний 452, 453 

Гироскопы экзотические 366 
Гиростат 179 

— жидкостной 261 

— с регулируемой угловой скоростью 
ротора 186 

— свободный несимметричный 183 
-симметричный 181 

-, вынужденные движения 182 

— тяжелый, перманентные вращения 
184 

— уравнения движения 179—180 
Гиротахометр 364; см. также Тахометр 

гироскопический 

Гироуказатель меридиана 364, 425 
Голономная система 218 
Горизонт Флерие 290 
Горячева — Чаплыгина гироскоп 118, 
139—141 

Гриоли гироскоп 118, 153—154 

Гука сочленение 189 

Гюйгенса — Штейнера теорема 17 


Движение нутационное 88 

— перициклоидальное 55, 68, 71 

— устойчивое 84 

— эпициклоидальное 55, 68, 71 
Девиация баллистическая 408, 430—435 

— от вращения Земли 403, 408, 420 

— скоростная 403, 408, 420, 430, 

431 

Динамическая неуравновешенность 95 
Динамические нагрузки 221 
Диссипативная функция 228 
Дорога монорельсовая 365, 445—448 
Дрейф гироскопа 203, 504. 508, 509 см. 
также Уход гироскопа 


Жидкостной гироскоп Уинга 266, 267 
— гиростат 261 


Закон движения центра масс 275 

— импульса 275 

— рычага для моментов 462 

— сохранения энергии 58 

Импульс 275 

— момен'Га 57 

Инерциальная платформа; см. Плат¬ 
форма инерциальная 
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Инерции модуль 21 

— моменты относительно оси 14, 15 

— — центробежные 15 

— оси главные 22 

-, определение динамическое 54 

- центральные 27 

— радиус 21 

— силы 228 

— тензор 16 

— эллипсоид 22 
-центральный 22 

Интеграл кинетического момента 63 

— энергии 63 

Интерпретация движения гироскопа 
геометрическая Мак-Куллага 72—74 
-Пуансо 63—65 

Карданов подвес 42, 188 

— — внешний 188, 394 

— — внутренний 188, 394 

— — комбинированный 394 

— шарнир 189 
Кардановы углы 39, 42 
Кельвина — Тэта уравнения 221 
Кельтский камень (КеШзсНег Шаскеі- 

зіеіп) 291 

Кинематическая карданная погреш¬ 
ность 189, 395, 400 
Кинематический винт 35 
Кинетическая ось 54 

— полодия 72 

— сфера 73 

— энергия 48 
Кинетический момент 51 

— эллипсоид 52 

Клейна — Кэли параметры 39 
Ковалевской гироскоп 118, 136—139 

— случай обобщенный 187 
Колебания маятниковые 242 
Коллапс гироскопический 380, 381 
Компас гироскопический; см Гироком¬ 
пас 

Конус герполодии 36, 89 

— нутации 90 

— полодии 36, 89 

— Штауде 144 

-обобщенный 186 

Коррекция гироскопа 364 

-с линейным моментом 408, 409 

— — типа Вапд-Вап^ 408, 414 

-релейного 408, 410, 414, 

415 

Коши эллипсоид 22 
Круги Мора 20 
Кулоново трение 367, 369 
Курсовое кольцо 402 
Курсовой гироскоп; см. Гироскоп кур¬ 
совой 


Лагранжа гироскоп 118, 119 

— —, обобщения 187, 300 

— уравнения 60, 217 

— — движения гироскопа 61 
Линия узлов 40 


Мак-Куллага геометрическая интерпре¬ 
тация движения гироскопа 72—74 

— эллипсоид 72 

Малые колебания гироскопа с гибким 
валом в кардановом подвесе 327, 329 

— — гироскопической системы 225 
Масса вращательная 15 
Маятник гироскопический 348—350 
-с неподвижной точкой подвеса 

354 

-, передаточные матрицы 359 

-функции 358, 359 

-, структурная схема 356—358 

— локсодромический 153 

— синтезированный 497 

— сферический 149 
Маятниковые колебания 242 
Мельница дробильная 107 
Мерцалова гироскоп 118, 141 
Момент кинетический 51 
Момента импульс 57 

Моменты инерции см. Инерции мо¬ 
менты 

Мора круги 20 
Мощность силы 57 


Нагрузки динамические 221 
Неизменяемая плоскость 63, 64 

— прямая 72 

Несимметричный гироскоп; см. Гиро¬ 
скоп несимметричный 
Неуравновешенность динамическая 95 
Нутация ПО, 198 

— гибкого кольца 259 

— гироскопа в кардановом подвесе 
198, 199, 369, 372, 373 

- свободного 82 

— — симметричного 88 
-тяжелого 130 

— гироскопической системы 241 

— гиростата симметричного 182 
—, конус ее 90 

— ракеты 274 
—, частота ее 88 
Нутационное движение 88 
Нутационные колебания 241, 242 

Обобщенные вращения Штауде 301 

— импульсы 217 

— координаты 217 
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Обобщенные импульсы циклические 217 

— массы 218 

— силы 217 

■- гироскопические 221, 228 

Обобщенный конус Штауде 186 

— случай Ковалевской 187 

— — Лагранжа 187 

-Эйлера 187 

Ось вращения 54 

— кинетическая 54 

— симметрии 29, 53 

— фигуры 29, 53 

— —, траектория ее 69 

Оси инерции главные; см. Инерции оси 
главные 


Параметры Клейна — Кэли 39 
Периметрический гироскоп 102 
Период Чандлера 254—255 

— Шулера 304, 418, 419, 443, 499, 500, 
502, 509 

Перициклоидальное движение 55, 68, 
71 

Платформа инерциальная 481 

— —, выставка ее 506—509 

--автоматическая 506, 507 

— —, гирокомпасирование 507 

— —, погрешность выставки 504 

- — путевая 502—504 

- в скорости 502—504 

— —, система аналитическая 482 

— -геометрическая 482 

-полуаналитическая 482 

— —, ядро ее 481 

Плоскость неизменяемая 63, 64 
Поворотный гироскоп; см. Гироскоп 
поворотный 

Погрешность виражная 405, 407 

— выставки 504 

— на качке 430, 435—438 

— кинематическая карданная 189, 395, 
400 

— конического движения (ТашпеНеН- 
Іег, сопіп& еггог) 475—480 

—, обусловленная ускорением объекта 
408, 430; см. также Девиация балли¬ 
стическая 

— путевая 502—504 

— в скорости 502—504 

— скоростная 403, 430, 431; см. также 
Девиация скоростная 

Позиционный гироскоп см. Гироскоп 
позиционный 
Полодия 65 

— кинетическая 72 
—, конус ее 36, 89 

Правило об одноименном параллелиз¬ 
ме 109 


Прандтля вращение 208 

— колесо 207 
Прецессия 88, ПО 

— быстрая 129 

— гибкого кольца 259 

— гироскопа в кардановом подвесе 
198, 199, 369, 374, 375 

-тяжелого 128 

— гироскопической системы 240, 241 

— медленная 129 

— регулярная 88, 128 

— псевдорегулярная 130 
Прецессионной теории уравнения 236, 

243, 352 

Прецессионные колебания 241, 369 
Приборы гироскопические с направ¬ 
ляющей силой; см. Приборы гироско¬ 
пические 

Прямая неизменяемая 72 
Пуансо геометрическая интерпретация 
движения гироскопа 63—65 

— эллипсоид 22 


Работа сил 57 

Рамок складывание (РаЬтепзрегге) 350 
Рауса функция 219 
Регулярная прецессия 88, 128 
Редингера эффект 258 

Сервогироскоп 365, 460—463 
Силы гироскопические 221, 228 

— инерции 228 

— консервативные позиционные 228 

— неконсервативные 228 
- позиционные 228 

— обобщенные 217 
Синтезированный маятник 497 
Система гироскопическая вытянутая 

334 

-сплюснутая 334 

— гироскопически несвязанная 221 

— голономная 218 

— консервативная 57 

— склерономная 218 

— устойчивая асимптотически 84, 229 

-в смысле Ляпунова 84 

Системы ориентации космических ко¬ 
раблей 460 

Складывание рамок; см. Рамок скла¬ 
дывание 

Скольжение вибрирующее 372 
Слежения коэффициент 279 

— условие 279 

Снаряда стабилизация 279 
Сочленение Гука 189 
Спутник искусственный 302 
-вращающийся 31 § 
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Спутник искусственный малый 38 
-, не являющийся абсолютно твер¬ 
дым 319 

-, период обращения 304—307 

-, приближенные уравнения 309 

—- — произвольной формы 313 

-симметричный 310 

-стержнеобразный 303 

Стабилизирующий гироскоп 364, 444 
Стеклова гироскоп 118, 141—142 
Сфера кинетическая 73 


Тахометр гироскопический (Р-поворот- 
ный гироскоп) 466—469 

-, величина входная 467 

-выходная 467 

- как указатель ориентации 

468—469 

-, ось входная (измерительная) 467 

--выходная 467 

-, поведение на вираже 468 

Тензор инерции 16 

Теорема Гюйгенса — Штейнера 17 

— об изменении количества движения 
275 

— о кинетической энергии 57, 58 

- кинетическом моменте 56 

Техническая (инженерная) теория ги¬ 
роскопа 236, 347 

Технические уравнения гироскопа 236 
Тип-топ (ЗіеЬаиІкгеізеІ, іірре-іор) 290 
Траектории оси фигуры 69 
Треугольник формы (Рогшбгеіеск) 
29—30 


Угловой скорости вектор 34—35 
Углы кардановы 39, 42 

— Эйлера 39, 40 
Угол возвышения 429 

— крена 324 

— рыскания 324 

— тангажа 324 
Узлов линия 40 

Уинга гироскоп жидкостной 266, 267 
ІІ-поворотный гироскоп 473 
Уравнения гироскопа технические 236, 
352 

— движения волчка 284 

-во вращающейся системе коор¬ 
динат 354 

— — гироскопа 58 

-с жидким заполнением 263 

- в кардановом подвесе несим¬ 
метричного 208 

— — — корабельного 449 

- — монорельсовой дороги 445, 

446 


Уравнения движения гироскопа с не¬ 
подвижной точкой в центрально-сим¬ 
метричном поле тяготения 295 

-неуравновешенного с гибким 

валом в кардановом подвесе 327, 328 
-с переменной массой 270 

— - поворотного 465 

-тяжелого 115, 116 

- гироскопического стабилизатора 

453 

- гироскопической вертикали 411, 

417 

- гиростата 179, 180 

-инерциальной платформы 490— 

492, 494, 496 

-искусственного спутника 302—303 

-приближенные гироскопического 

маятника 350, 352 

— -гироскопической системы с 

быстровращающимися гироскопами 
244, 245 

-пространственного компаса 440 

-системы твердых тел 252 

— Кельвина — Тэта 221 

— Лагранжа 60, 217 

— — движения гироскопа 61 

— прецессионной теории 236, 243, 352 

— приближенные малых колебаний 227 

— Эйлера динамические 59 
Условие настройки гирокомпаса 434 
- гироскопической вертикали 418, 

420 

- поворотного гироскопа 468 

-пространственного компаса 442 

- синтезированного маятника 499 

Успокоитель гироскопический; см. Ги¬ 
роскопический успокоитель 
Устойчивость асимптотическая 84, 229 

— волчка 287 

— вращений Прандтля 215 
-Штауде 147 

— гироскопа с жидким заполнением 
263—266 

— — в кардановом подвесе 199, 202 

— — Ковалевской 139 

- монорельсовой дороги 446 

— — несимметричного 84 
-симметричного 91 

— — тяжелого 131, 133, 134 

- в центрально-симметричном поле 

300, 301 

— гироскопического стабилизатора 455 

— искусственного спутника вращаю¬ 
щегося 316—318 

-произвольной формы 313—318 

-— симметричного 312—313 

—, критерии ее 229 

— па конечном интервале времени 234 
—, общие теоремы о ней 231—235 
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Устойчивость одноосной инерциальной 
платформы 487 

— практическая 234 

— в смысле Ляпунова 84 

Уход гироскопа в кардановом подвесе 
202, 203 

— из-за инерции рамок 383 

-нарушения баланса моментов 387 

-неравножесткости подвеса 392 

- курсового 402 

— гироскопического стабилизатора 453 

— гироскопической вертикали 411 


Фигуры ось 53 

-, траектории ее 69 

Флерие горизонт 290 
Формы треугольник; см. Треугольник 
формы 

Функция гироскопическая 121 

— диссипативная 228 

— Рауса 219 


Хоуэлла торпеда 365, 367, 444, 445 


Центральные главные оси инерции 27 
Центральный эллипсоид инерции 22 
Центробежные моменты инерции 15 
Циклические координаты 217 


Чандлера период 254—255 
Число степеней свободы гироскопа из¬ 
мерительных 366 

— <-— с учетом вращения рото¬ 

ра 366 


Штауде вращения 142 

-обобщенные 301 

— —устойчивость их 147—152 


Штауде гироскоп 118, 142—152 

— конус 144 

-обобщенный 186 

— оси вращений 144 

-кинематически возможные 144 

Шулера период 304, 418, 419, 443, 499, 
500, 502, 509 


Эйлера гироскоп 118; см. также Гиро¬ 
скоп свободный 
-, обобщения 187, 296 

— углы 39, 40 

— уравнения динамические 59 
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